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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ÇİFT DİZİLERİN İDEAL YAKINSAKLIĞI

Feyza KOÇ

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Yrd. Doç. Dr. Yurdal SEVER

Bu çalışma, beş ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmı için ayrılmıştır.

İkinci bölümde, çalışma için gerekli kavramların tanımları ve bazı teoremlerin yanında,

yoğunluk ve tek dizilerde istatistiksel yakınsaklık kavramları verilmiştir. Üçüncü

bölümde, tek dizilerde I−yakınsaklık, I∗−yakınsaklık kavramları ve bu kavramlar

arasındaki ilişkiden bahsedilmiştir. Çalışmamızın dördüncü bölümü, çift dizilerle

ilgili bazı tanım ve teoremleri ve çift dizilerde istatistiksel yakınsaklık kavramlarını

içermektedir. Beşinci bölümde, çift dizilerde ideal ve ideal yakınsaklık, çift diziler-

de I−yakınsaklık ve I∗2−yakınsaklık, (AP2) özelliği ve bu kavramlarla ilgili bazı

teoremler verilmiştir. Bunların yanında regüler anlamda ideal yakınsaklık ve ideal

Cauchy anlatılmıştır.

2014, v+76 sayfa

Anahtar Kelimeler : Çift diziler, I−yakınsaklık, I∗−yakınsaklık, Regüler yakınsaklık,

Cauchy dizi
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

IDEAL CONVERGENCE OF DOUBLE SEQUENCES

Feyza KOÇ

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assist. Prof. Yurdal SEVER

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the intro-

duction. The second chapter includes definitions of necessary concepts and some

theorems. And density and statistically convergent of single sequences are given. In

the third chapter I and I∗−convergent of single sequences are given and relation-

ship between these convergence are explained. The fourth chapter includes some

definitions and theorems related to double sequences and statistically convergent of

double sequences. The fifth chapter of this thesis involve ideal and ideal convergent

and I and I∗2−convergent of double sequences and (AP2) property and some the-

orems related to these concepts. Also convergence of double sequences in regular

sense and ideal Cauchy are given.

2014, v+76 pages

Key Words : Double sequences, I−convergence, I∗−convergence, Regular con-

vergence, Cauchy sequence
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TEŞEKKÜR
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İÇİNDEKİLER iv
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SİMGELER DİZİNİ

Simgeler Açıklama

N Doğal sayılar kümesi

R Reel sayılar kümesi

c Yakınsak diziler uzayı

x = (xn) Reel sayıların bir dizisi

d(A) A kümesinin doğal yoğunluğu

I N üzerinde tanımlanan ideal

I2 N× N üzerinde tanımlanan ideal

Lx x = (xn) dizisinin limit noktalarının kümesi

Γx x = (xn) dizisinin istatistiksel yığılma noktalarının kümesi

Λx x = (xn) dizisinin istatistiksel limit noktalarının kümesi

I(Γx) x = (xn) dizisinin I−yığılma noktalarının kümesi

I(Λx) x = (xn) dizisinin I−limit noktalarının kümesi

st− limx x = (xn) dizisinin istatistiksel limiti

I − limx x = (xn) dizisinin I−limiti

x = (xmn) Reel sayıların bir çift dizisi

st2 − limxmn x = (xmn) çift dizisinin istatistiksel limiti

I2 − limxmn x = (xmn) çift dizisinin I−limiti

L2
x x = (xmn) dizisinin tüm Pringsheim noktalarının kümesi

I2(Λx) x = (xmn) dizisinin tüm limit noktalarının kümesi

Mu Sınırlı çift dizilerin uzayı

Ω C üzerinde tanımlı bütün çift dizilerin uzayı

Cp Pringsheim yakınsak çift dizilerin uzayı

Cbp Prigsheim yakınsak ve sınırlı çift dizilerin uzayı

Cr Regüler yakınsak çift dizilerin uzayı

Ce e yakınsak çift dizilerin uzayı

r(I2, I) Regüler anlamda (I2, I)−yakınsaklık

v



1 GİRİŞ

Reel sayılarda iyi bilinen yakınsaklık kavramından farklı olan ve temeli pozitif tam-

sayıların doğal yoğunluğu kavramına dayanan istatistiksel yakınsaklık kavramı ilk

olarak Steinhaus (1949) tarafından tanımlanmış olup ilerleyen yıllarda Fast (1953)

tarafından çalışılmıştır. İlerleyen yıllarda ise Fridy (1985;1993) Rath ve Tripathy

(1994) istatistiksel Cauchy dizileri üzerinde çalışılmıştır. Daha sonra bu yakınsaklık

türü Mursaleen ve Edely (2003) tarafından çift dizilere taşınmıştır. İlerleyen yıllarda

ise Çakan ve Altay (2006) çift dizilerde istatistiksel limit supremum ve limit infimum

kavramlarını incelemişlerdir.

İstatistiksel yakınsaklığın pozitif tamsayı kümelerinin doğal yoğunluğuna ilişkin ol-

ması ve doğal yoğunluğu sıfır olan pozitif tamsayı kümelerinin ailesinin bir ideal

oluşturmasından yola çıkarak istatistiksel yakınsaklığın bir genellemesi olan “ideal

yakınsaklık” kavramı ortaya çıkmıştır.

İdeal yakınsaklık kavramı ilk olarak tek indisli dizilerde Kostyrko vd. (2000)

tarafından tanımlanmıştır. Çalışmalarında I∗− yakınsaklık kavramı ve (AP ) özel-

liğini tanımlamışlardır. İlerleyen yıllarda ise Kostyrko vd. (2005) I − lim sup,

I − lim inf, ve I− limit noktalarını çalışmışlardır.

Çift dizilerde Das vd. (2008) bazı ideal çeşitlerini, I− yakınsaklık I∗− yakınsaklık

ve (AP2) özelliklerini tanımlamışlardır. Çalışmalarında bu kavramlarla ilgili teo-

remlere yer vermişlerdir.

Tek diziler için yapılan çalışmalar Das ve Malik (2008) ve Gürdal ve Şahiner (2008)

tarafından çift dizilere taşınmıştır.

Benzer şekildeki çalışmalar Kumar (2007), Triphaty, Triphaty (2005) tarafından da

yapılmıştır.
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Çift dizilerde I2− yakınsaklık ve I2− Cauchy kavramlarını Pringsheim anlamının

yanısıra regüler anlamları Dündar (2010) tarafından çalışılmıştır.

Boos vd. (1997) ise çift dizilerde e−, be− ve c− yakınsaklığı tanımlamışlardır. Zel-

ster (2001) bu yakınsaklık çeşitlerinin topolojik uzaylarını incelemiştir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalışmamız için gerekli olan temel kavramlar verilecek ve sonraki

bölümlerde ihtiyaç duyulacak birtakım özelliklerden bahsedilecektir.

2.1 Genel Tanımlar

Tanım 2.1.1 Tanım kümesi N doğal sayılar kümesi olan fonksiyona dizi denir. Dizi

x = xn : N −→ R biçiminde gösterilir (Balcı 1997).

Tanım 2.1.2 x = (xn) bir reel sayı dizisi ve α ∈ R olsun. Her ε > 0 için n > n0

olduğunda

|xn − α| < ε

olacak biçimde ε a bağlı bir n0 sayısı bulunabiliyorsa x = (xn) dizisi α ∈ R noktasına

yakınsaktır denir ve,

limxn = α veya (xn)→ α

ile gösterilir (Kreyszig 1989).

Tanım 2.1.3 ε > 0 ve a ∈ R olsun. K = {x : | x − a |< ε, x ∈ R} kümesine a

sayısının ε komşuluğu denir.

Tanım 2.1.4 Her n ∈ N için |xn| < M olacak şekilde bir M pozitif reel sayısı varsa

(xn) dizisine sınırlı dizi denir.

Tanım 2.1.5 Her ε > 0 için {n : |xn−x0| < ε} yani x0 sayısının her ε komşuluğunda

(xn) dizisinin x0 haricinde sonsuz tane elemanı varsa x0 ∈ R sayısına x = (xn)

dizisinin yığılma noktası denir. Burada x0 dizinin terimi olmak zorunda değildir.

Tanım 2.1.6 x : N → R, x = xn dizisi verilsin. k : N → N, k(n) = kn

dizisi(fonksiyonu) bir artan dizi olmak üzere x ◦ k : N→ R bileşke fonksiyonuna x

dizisinin bir alt dizisi denir ve

(x ◦ k)(n) = x(k(n)) = x(kn) = xkn

şeklinde gösterilir (Balcı 1997).
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Tanım 2.1.7 (xnk
), (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xnk

) yakınsak ve limiti α

ise bu α noktasına (xn) dizisinin bir limit noktası denir (Balcı 1997).

Tanım 2.1.8 Boş olmayan bir X kümesi ile ρ : X ×X → R fonksiyonu verilsin ve

her x, y, z ∈ X için aşağıdaki özellikler sağlansın.

(1) ρ(x, y) ≥ 0

(2) ρ(x, y) = 0⇔ x = y

(3) ρ(x, y) = ρ(y, x) (simetri özelliği)

(4) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (üçgen eşitsizliği)

Bu durumda bu ρ fonksiyonuna X kümesi üzerinde bir metrik, (X, ρ) ikilisine de bir

metrik uzay denir (Kreyszig 1989).

Tanım 2.1.9 (X, ρ) bir metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Herhangi

bir ε > 0 için m,n > n0 olduğunda ρ(xm, xn) < ε olacak şekilde bir n0 = n0(ε)

sayısı bulunabiliyorsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir. X deki her (xn) Cauchy

dizisi x ∈ X noktasına yakınsaksa yani, xn → x ∈ X ise (X, ρ) metrik uzayına tam

metrik uzay denir (Kreyszig 1989).

Tanım 2.1.10 X bir küme τ, X in alt kümelerinin aşağıdaki koşulları sağlayan

bir ailesi olsun.

(1) X ∈ τ ve ∅ ∈ τ dır.

(2) τ ailesinin sonlu sayıda elemanlarının ara kesiti τ ya aittir.

(3) τ nun herhangi sayıda elemanlarının birleşimi τ ya aittir.

Bu takdirde τ ya X üzerinde bir topoloji, (X, τ) ikilisine de topolojik uzay denir. τ

ailesinin her bir elemanına da açık denir (Toeplitz and Köthe 1934).

Tanım 2.1.11 (X, τ) bir topolojik uzay, A ⊂ X olsun. Eğer X \ A açıksa A

kümesine kapalıdır denir (Toeplitz and Köthe 1934).
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Tanım 2.1.12 A kümesini kapsayan en küçük kapalı kümeye A nın kapanışı denir

ve A ile gösterilir (Toeplitz and Köthe 1934).

Tanım 2.1.13 (X, τ) bir topolojik uzay, A ⊂ X olsun. A = X ise A ya X

kümesinde her yerde yoğun küme denir (Toeplitz and Köthe 1934).

Tanım 2.1.14 X bir küme, A ⊆ X olmak üzere,

χA(x) =

 1 , x ∈ A

0 , x ∈ (X \ A)

biçiminde tanımlanan χA : X −→ {0, 1} fonksiyonuna A nın X deki karakteristik

fonksiyonu denir.

Tanım 2.1.15 Boş olmayan bir X kümesi verilsin. K reel veya kompleks sayıların

bir cismi olsun.

+ : X ×X → X

ve

· : K×X → X

fonksiyonları eğer x, y, z ∈ X ve λ, µ ∈ K için

1) x+ y = y + x

2) (x+ y) + z = x+ (y + z)

3) x+ 0 = x olacak şekilde bir 0 ∈ X

4) x+ (−x) = 0 olacak şekilde bir − x ∈ X mevcut

5) 1.x = x

6) λ(x+ y) = λx+ λy

7) (λ+ µ)x = λx+ µx

8) λ(µx) = (λµ)x

şartları sağlanırsa, X kümesine K cismi üzerinde bir lineer uzay (veya lineer vektör

uzayı) denir.
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X, K cismi üzerinde bir lineer uzay ve Y ⊂ X iken, Y cümlesinin de X cümlesi

üzerinde tanımlanan + ve · işlemleri altında lineer uzay olması için λ ∈ R

ve y1, y2 ∈ Y alındığında λy1 + y2 ∈ Y sağlanması yeterlidir.

Tanım 2.1.16 Reel veya karmaşık K cismi üzerinde bir vektör uzayı X alalım.

‖ · ‖ : X → R, biçimindeki fonksiyon aşağıdaki üç önermeyi sağlıyorsa ‖ · ‖ ye X

üzerinde bir norm denir.

1) Her x ∈ X, x 6= θ için ‖x‖ > 0,

2) Her λ ∈ K ve x ∈ X için ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖,

3) Her x, y ∈ X için ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

(X, ‖ · ‖) ikilisine de bir normlu uzay denir (Maddox 1970).

Tanım 2.1.17 X, bir E kümesinde tanımlanmış sınırlı fonksiyonlar uzayı olmak

üzere,

‖f‖ = sup
x∈E
|f(x)|

normuna supremum normu (sup-norm) denir.

Tanım 2.1.18 (X, ‖ · ‖) normlu uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsak ise, X

uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı denir.
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2.2 Yoğunluk Kavramı

Bu kısımda ileriki bölümlerde kullanacağımız bazı yoğunluk çeşitlerinin tanımları

verilecek ve örneklendirmeler yapılacaktır.

Tanım 2.2.1 A, N nin bir alt kümesi, An = {k ≤ n : k ∈ A} ve |A| = cardA, A

cümlesinin kardinalitesi olmak üzere

d(A) = lim inf
|An|
n

ve

d(A) = lim sup
|An|
n

limitlerine sırasıyla A cümlesinin alt ve üst yoğunlukları denir. Eğer d(A) = d(A) ise( |An|
n

)
dizisinin limitinin mevcut olması durumunda bu limite A cümlesinin doğal

yoğunluğu denir ve d(A) şeklinde ifade edilir. Yani d(A) eşitliklerinin sağlanması

halinde A ⊂ N kümesinin doğal yoğunluğu,

d(A) = lim
|An|
n

= lim
1

n
|{k ≤ n : k ∈ A}|

dır.

Örnek 2.2.2 A = {2, 4, 6, 8, ...} çift doğal sayılar kümesi olsun.
( |An|

n

)
dizisi,

0

1
,
1

2
,
1

3
,
2

4
,
2

5
,
3

6
,
3

7
, · · ·

şeklindedir. Buradan;

d(A) = lim
|An|
n

=
1

2

dir.

Örnek 2.2.3 A = {1, 4, 5, 6, 13, 14, ..., 24, 49, 50, ..., 96, 193, 194, ...} kümesi için( |An|
n

)
dizisinin üst limitini oluşturan alt dizisi,

1

1
,
4

6
,
16

24
,
64

96
, · · · → 2

3

ve alt limitini oluşturan alt dizisi,

1

3
,

4

12
,
16

48
,

64

192
, · · · → 1

3

şeklindedir. O halde A kümesinin alt ve üst yoğunlukları mevcut olmasına rağmen,

bu değerler birbirine eşit olmadığından yoğunluğu mevcut değildir.
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Tanım 2.2.4 A ⊆ N t, s tam sayı ve t ≥ 0, s ≥ 1 olarak belirtilsin. A∩[t+1, t+s]

kümesinin elaman sayısı A(t+ 1, t+ s) olarak belirlensin.

αs = lim inf
t→∞

A(t+ 1, t+ s)

ve

αs = lim sup
t→∞

A(t+ 1, t+ s)

olmak üzere,

U(A) = lim
s→∞

αs
s

ve U(A) = lim
s→∞

αs

s

değerlerine sırasıyla A nın alt ve üst düzgün yoğunlukları denir. Eğer,

U(A) = U(A) = U(A) ise U(A) sayısına A kümesinin düzgün yoğunluğu denir

(Brown and Freedman 1990).

Tanım 2.2.5 A ⊆ N için,

δ(A) = lim inf
n→∞

1

lnn

∑
a∈A,a≤n

1

a

ve

δ(A) = lim sup
n→∞

1

lnn

∑
a∈A,a≤n

1

a

sayılarına sırasıyla A kümesinin alt ve üst logaritmik yoğunluğu denir.

Eğer,

δ(A) = δ(A) = δ(A)

ise,

δ(A) = lim
n→∞

1

lnn

∑
a∈A,a≤n

1

a

sayısına A kümesinin logaritmik yoğunluğu denir (Halberstam and Roth 1966).

Yoğunluklar arasındaki ilişkiyi inceleyecek olursak, keyfi bir A ⊆ N için,

0 ≤ U(A) ≤ d(A) ≤ δ(A) ≤ δ(A) ≤ d(A) ≤ U(A) ≤ 1

eşitsizliği sağlanır (Brown and Freedman 1990; Halberstam and Roth 1966).

Bu eşitsizlikten de görüleceği gibi, U(A) mevcut ise d(A) da mevcut ve d(A) = U(A)’

dir. Eğer d(A) mevcut ise δ(A) da mevcut ve δ(A) = d(A) dır. Ancak bu durumların

tersi doğru değildir.
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Bundan sonraki bölümlerde yoğunluk denilince doğal yoğunluk anlaşılacaktır.

Tanım 2.2.6 Her ε > 0 için

A = A(ε) = {n ∈ N : |xn − ξ| ≥ ε}

kümesinin yoğunluğu sıfır yani,

lim
1

k

∣∣{n ≤ k : |xn − ξ| ≥ ε}
∣∣ = 0

ise x = (xn) dizisi ξ ∈ R sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve st− limx = ξ ile

gösterilir (Steinhaus 1951).

Örnek 2.2.7 x = (xn) dizisini,

xn =

 n , n = k2, k ∈ N ise

0 , diğer durumlarda

şeklinde tanımlayalım. 1
2

den küçük olacak şekilde herhangi bir ε > 0 için,

K = {n : |xn − 0| ≥ ε} = {1, 4, 9, ...}

olur ve K kümesinin doğal yoğunluğu d(K) = 0 dır. O halde x = (xn) dizisi ξ = 0

noktasına istatistiksel yakınsaktır. st−limxn = 0 dır. Fakat bu dizinin ε komşuluğu

dışında kalan elemanları sonlu olmadığından yakınsak değildir.

Tanım 2.2.8 Herhangi bir J reel sayısı için,

d({n ∈ N : xn > J}) = 1

ise (xn) dizisi +∞ a istatistiksel ıraksaktır,

d({n ∈ N : xn < J}) = 1

ise (xn) dizisi −∞ a istatistiksel ıraksaktır denir (Tripathy 1998).

Tanım 2.2.9 (xnk
) dizisi (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. K = {nk : k ∈ N}

kümesi (xnk
) alt dizisinin indis kümesi olsun. Eğer d(K) = 0 ise (xnk

) alt dizisine

seyrek alt dizi veya sıfır yoğunluklu alt dizi denir. Eğer d(K) > 0 ise veya K kümesi

doğal yoğunluğa sahip değilse (xnk
) alt dizisine seyrek olmayan alt dizi veya sıfır

yoğunluğa sahip olmayan alt dizi denir (Fridy 1993).
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2.3 İdeal ve Filtre

Bu kısımda ideal ile filtre kavramlarından bahsedilecek, çeşitli ideal tanımları veri-

lecek ve örneklendirmeler yapılacaktır.

Tanım 2.3.1 X 6= ∅ olmak üzere X in alt kümelerinin bir S ⊆ 2X sınıfı,

i) ∅ ∈ S,

ii) A,B ∈ S ise A ∪B ∈ S (toplamsallık)

iii) A ∈ S ve B ⊆ A ise B ∈ S (kalıtsallık)

koşullarını sağlıyorsa X de bir ideal olarak adlandırılır ve eğer X 6∈ S ise S ye X de

bir nontrivial(aşikar olmayan) ideal denir (Kuratowski 1958).

Örnek 2.3.2 I0 = {∅} olsun. I0, N de boştan farklı en küçük nontrivial (aşikar

olmayan) bir idealdir. Şimdi bunu gösterelim;

i) ∅ ∈ I0,

ii) ∅ ∈ I0 ⇒ ∅ ∪ ∅ = ∅ ∈ I0,

iii) ∅ ∈ I0, ∅ ⊆ ∅ ⇒ ∅ ∈ I0,

ve N 6= ∅ olduğundan N 6∈ I0 olup I0, N de bir nontrivial (aşikar olmayan) idealdir.

Şimdi I0 ın N de boştan farklı olduğunu gösterelim;

Kabul edelim ki; I1 ⊆ I0 olacak şekilde bir I1, N de nontrivial (aşikar olmayan)

ideal olsun. Bu durumda bir A ⊆ N kümesi vardır öyle ki A ∈ I0 \ I1. Buradan

A ∈ I0 ve A 6∈ I1 dir. I0 = {∅} olduğundan A = ∅ ve ∅ 6∈ I1 olur ki; bu ise; I1 in N

de nontrivial (aşikar olmayan) ideal olması ile çelişir. O halde I0, N de boştan farklı

en küçük nontrivial (aşikar olmayan) bir idealdir.
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Örnek 2.3.3 ∅ 6= M ⊆ N, M 6= N olsun. IM = 2M olarak alalım. Buradan IM , N

de bir nontrivial (aşikar olmayan) idealdir.

i) ∅ ∈ IM (∅ ∈ 2M),

ii) A,B ∈ IM ⇒ A ∪B ∈ IM , (IM = 2M),

iii) A ∈ IM ve B ⊆ A⇒ B ∈ IM , (IM = 2M),

M 6= N olduğundan N 6∈ IM olup IM , N de bir nontrivial (aşikar olmayan) idealdir.

Tanım 2.3.4 X 6= ∅ olmak üzere X in alt kümelerinin boştan farklı bir F ⊆ 2X

sınıfı aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa; X de bir filtredir.

i) ∅ 6∈ F ,

ii) A,B ∈ F iken A ∩B ∈ F ,

iii) A ∈ F ve A ⊆ B iken B ∈ F (Nagata 1974).

Şimdi bir önermeyle filtre ve ideal tanımları arasındaki ilişkiyi anlamaya çalışalım.

Lemma 2.3.5 I, X in nontrivial (aşikar olmayan) ideali ve X 6= ∅ olmak üzere,

F (I) = {M ⊂ X : ∃A ∈ I : M = X \ A}

sınıfı, X üzerinde bir filtredir (Kostyrko et al. 2000).

İspat Filtrenin şartlarını sağladığını gösterelim,

i) X \X = ∅ olduğu halde X 6∈ I olup ∅ 6∈ F (I) dir.

ii) M1,M2 ∈ F (I)⇒M1 = X \A, M2 = X \B olacak şekilde ∃A,B ∈ I vardır.

Buradan,

M1 ∩M2 = (X \ A) ∩ (X \B) = X \ (A ∪B)

dir. A ∪B ∈ I olduğundan M1 ∩M2 ∈ F (I) dir.
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iii) M1 ∈ F (I) ve M1 ⊆ M2 ⇒ M1 = X \ A olacak biçimde ∃A ∈ I vardır ve

M2 = X \B olacak şekilde ∃B ∈ I bulmalıyız.

M1 ⊆M2 ⇒ (X \ A) ⊆ (X \B)⇒ B ⊆ A

dır. A ∈ I olduğundan B ∈ I olup M2 ∈ F (I) dir.

Tanım 2.3.6 S, X de bir nontrivial (aşikar olmayan) ideal olmak üzere her bir

x ∈ X için {x} ∈ S ise S ye X de bir admissible (uygun) ideal denir (Kostyrko et

al. 2000).

Örnek 2.3.7 N in tüm sonlu alt kümelerinin sınıfını If ile gösterelim. If , N de bir

admissible(uygun) idealdir.

i) ∅ sonlu olduğundan ∅ ∈ If ,

ii) A,B ∈ If ⇒ A ve B sonlu kümelerdir. İki sonlu kümenin birleşimi yine sonlu

bir küme olacağından A ∪B sonlu olup A ∪B ∈ If dir.

iii) A ∈ If ve B ⊆ A ⇒ A sonlu bir küme ve sonlu bir kümenin alt kümeleri de

sonlu olacağından B ∈ If dir.

N, sayılabilir sonsuz olduğundan N 6∈ If dir. Bundan dolayı If , N de bir nontrivial

(aşikar olmayan) idealdir. Ayrıca ∀n ∈ N için {n} tek nokta kümesi sonlu bir küme

olduğundan, ∀n ∈ N için {n} ∈ If olup If , N de bir admissible (uygun) idealdir

(Kostyrko et al. 2000).

Örnek 2.3.8 N =
⋃∞
j=1Dj, N de bir ayrışım olsun. (i 6= j için Di ∩Dj = ∅). Dj

nin,

Dj = {2j−1(2s− 1) : s = 1, 2, 3, ...}, (j = 1, 2, 3, ...)

şeklinde sonsuz kümeler olduğunu varsayalım.

J = {A ⊆ N : A ⊆ D1 ∪D2 ∪D3 ∪ ... ∪Dp, p ∈ N}

kümesini tanımlayalım. Şimdi J nin N de bir admissible (uygun) ideal olduğunu

gösterelim;
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i) ∅ ⊆ D1 ∪D2 ∪D3 ∪ ... ∪Dp, p ∈ N olduğundan ∅ ∈ J dir.

ii) A,B ∈ J olsun. A ⊆ D1 ∪D2 ∪D3 ∪ ... ∪Dr ve B ⊆ D1 ∪D2 ∪D3 ∪ ... ∪Ds,

r, s ∈ N dir. r < s olsun. O halde A∪B ⊆ D1∪D2∪D3∪...∪Dr∪Dr+1∪...∪Ds,

r, s ∈ N olduğundan A ∪B ∈ J dir.

iii) A ∈ J ve B ⊆ A olsun. Bu durumda A ⊆ D1 ∪D2 ∪D3 ∪ ... ∪Dp, p ∈ N dir.

B ⊆ A olduğundan B ⊆ D1 ∪D2 ∪D3 ∪ ... ∪Dp, p ∈ N olup B ∈ J dir.

N =
⋃∞
j=1Dj olduğundan N 6∈ J dir. Bu durumda J , N de bir nontrivial (aşikar

olmayan) idealdir. Ayrıca ∀n ∈ N için {n} ⊆ D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ ... ∪ Dp, p ∈ N

olduğunda {n} ∈ J olup J , N de bir admissible idealdir.
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3 İDEAL YAKINSAKLIK

Daha önceki bölümde sözü geçen istatistiksel yakınsaklık kavramı bu bölümü an-

lamamıza yardımcı olacaktır. Bu bölümde öncelikle I−yakınsaklık kavramı ile

I∗−yakınsaklık kavramlarının tanımları, bu kavramlarla ilgili bazı özellikler veri-

lecek ve aralarındaki ilişkiden söz edilecektir.

3.1 I−Yakınsaklık

Bu kısımda I−yakınsaklık kavramının tanımı verilecek ve bazı yakınsaklık aksiyom-

larının I benzerlerinden bahsedilecektir.

Tanım 3.1.1 I, N de bir nontrivial (aşikar olmayan) ideal olsun. Eğer her ε > 0

için

A(ε) = {n : |xn − ξ| ≥ ε}

kümesi I ya ait ise, x = (xn) dizisi ξ ∈ R sayısına I−yakınsaktır denir ve

I − limxn = ξ şeklinde gösterilir. ξ ∈ R sayısına da x = (xn) dizisinin I−limiti

denir (Kostyrko et al. 2000).

Şimdi yakınsaklık kavramının bilinen aksiyomlarından hangilerinin I−yakınsaklık

çeşidi için sağlandığını inceleyelim. Bilinen birçok yakınsaklık aksiyomlarının I ben-

zerleri şu şekildedir;

a) Her x = {ξ, ξ, ξ, ..., ξ, ...} sabit dizisi ξ sayısına I−yakınsaktır.

b) Yakınsak dizilerin I−limiti tek olarak bellidir. Yani, eğer; I − limx = ξ ve

I − limx = η ise ξ = η dir.

c) Eğer I − limx = ξ ise x in her y alt dizisi için I − lim y = ξ dir.

d) Eğer x dizisinin her alt dizisi ξ ye I−yakınsak bir z alt dizisine sahipse, x

dizisi ξ ye I− yakınsaktır.

Uyarı 3.1.2 Eğer bir I admissible (uygun) ideali sonsuz küme içermiyorsa, I, N

nin bütün sonlu alt kümelerinin sınıfı ile çakışır ve I−yakınsaklık R deki alışılmış

yakınsaklığa denk olur. Bundan dolayı (c) aksiyomu sağlanır.
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Teorem 3.1.3 X in en az iki noktası olduğunu düşünelim ve I ⊂ 2X bir admissible

(uygun) ideal olsun. Buradan,

i) I−yakınsaklık (a), (b), ve (d) aksiyomlarını sağlar.

ii) Eğer I sonsuz bir küme içeriyorsa I−yakınsaklık (c) aksiyomunu sağlamaz

(Kostyrko et al. 2000).

İspat i) I−yakınsaklığın (a) aksiyomunu sağladığını gösterelim:

Her n ∈ N için (xn) = ξ sabit bir dizi olsun. O halde,

A(ε) = {n : |xn − ξ| ≥ ε} = {n : 0 ≥ ε} = ∅

olur. I nontrivial (aşikar olmayan) ideal olduğundan A(ε) ∈ I olup x dizisi ξ

ye I−yakınsaktır.

I−yakınsaklığın (b) aksiyomunu sağladığını gösterelim:

I − limx = ξ, I − limx = η ve ξ 6= η olsun. ε ∈
(

0,
| ξ − η|

2

)
olarak seçelim.

I − limx = ξ ve I − limx = η olduğundan, sırasıyla

A(ε) = {n : |xn − ξ| ≥ ε} ∈ I

ve

B(ε) = {n : |xn − η| ≥ ε} ∈ I

dır. O halde,

N \ A(ε) = {n : |xn − ξ| < ε} ∈ F (I)

ve

N \B(ε) = {n : |xn − η| < ε} ∈ F (I)

dır. N \A(ε)∩N \B(ε) ∈ F (I) ve ∅ 6∈ F (I) olduğundan öyle bir m ∈ N sayısı

vardır ki, |xm − ξ| < ε ve |xm − η| < ε dır.

|ξ − η| = |(xm − η)− (xm − ξ)|

≤ | xm − η | + | xm − ξ |

< ε+ ε

= 2ε.
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Yani |ξ − η| ≤ 2ε bulunmuş olur. Ancak bu durum ε un seçimiyle çelişir. O

halde ξ = η dır.

I−yakınsaklığın (d) aksiyomunu sağladığını gösterelim:

Kabul edelim ki; I − limx 6= ξ iken x in bir y alt dizisi vardır öyle ki y nin ξ

ye I−yakınsak hiçbir alt dizisi yoktur. I − limx 6= ξ olduğundan bir ε0 > 0

vardır öyle ki

A(ε0) = {n : |xn − ξ| ≥ ε0} 6∈ I (3.1)

dır. Buradan I admissible (uygun) ideal olduğundan A(ε0) sonsuz bir kümedir.

A(ε0) = {n1 < n2 < n3 < · · · < nk < nk+1 < · · · } ⊆ N

olsun. yk = xnk
(k = 1, 2, 3, ...) olarak alırsak y = yk, x in bir alt dizisidir ve

(3.1) den dolayı

B(ε0) = {k : |yk − ξ| ≥ ε0} 6∈ I (3.2)

olur.

(3.2) den dolayı y nin hiçbir z = (zm) (m = 1, 2, 3, ...) alt dizisi I−yakınsak

değildir. Eğer I−yakınsak olsaydı {m : |zm − ξ| ≥ ε0} ∈ I olurdu ki bu ise

N 6∈ I olması ile çelişir. O halde (d) aksiyomu da sağlanır.

ii) Varsayalım ki; A = {n1 < n2 < n3 < · · · < nk < nk+1 < · · · } ⊆ N sonsuz bir

küme ve I ya ait olsun.

B = N \ A = {m1 < m2 < m3 < · · · < mk < mk+1 < · · · }

olarak alalım. B de sonsuz bir kümedir. (Eğer B sonlu bir küme olsaydı

N \B = A sonsuz olup A 6∈ I olur ki bu durumsa A ∈ I olması ile çelişir.)

x = (xn) dizisini aşağıdaki gibi tanımlayalım.

xnk
= 0, xmk

= 1 (k = 1, 2, 3, ...)

N \ B = A ve A ∈ I olduğundan A(ε) = {n : |xn − 1| ≥ ε} ∈ I olup

I − limxn = 1 dir. Buradan y = (xnk
) (k = 1, 2, 3, ...) X in sabit bir alt

dizisidir. (a) aksiyomundan dolayı I − lim y = 0 dır. Bu durumda

I−yakınsaklık (c) aksiyomunu sağlamaz.
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I−Yakınsaklığın Temel Aritmetik Özellikleri

Bu kısımda alışılmış yakınsaklık için geçerli olan bazı aritmetik özellikleri I−yakınsaklığın

da sağladığını gösteren teoremi vereceğiz.

Teorem 3.1.4 I, N de bir nontrivial (aşikar olmayan) ideal olsun.

(i) Eğer I − limxn = ξ ve I − lim yn = η ise I − lim(xn + yn) = ξ + η

(ii) Eğer I − limxn = ξ ve I − lim yn = η ise I − lim(xn · yn) = ξ · η

(iii) Eğer I, N de bir admissible (uygun) ideal ise limxn = ξ olması I − limxn = ξ

olmasını ifade eder (Kostyrko et al. 2000).
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3.2 I∗−Yakınsaklık

Bu kısımda I∗−yakınsaklık kavramı üzerinde durulacak ve daha önce bahsettiğimiz

I−yakınsaklık kavramı ile I∗−yakınsaklık kavramı arasındaki ilişkiden bahsedilecek,

bir takım özellikler verilecektir.

Şimdi, istatistiksel yakınsaklık teorisinin iyi bilinen bir sonucunu vermekle başlayalım.

x = (xm) reel sayı dizisinin ξ sayısına istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter

koşul d(M) = 1 ve limxmk
= ξ olacak biçimde M = {m1 < m2 < · · · < mk < · · · }

kümesinin olmasıdır.

Bu sonuçtan yola çıkarak I−yakınsaklığa paralel olan I∗−yakınsaklık kavramını

inceleyelim.

Tanım 3.2.1 (X, ρ) bir metrik uzay ve I, N üzerinde nontrivial (aşikar olmayan)

bir ideal olmak üzere, X in elemanlarından oluşan bir x = (xm) dizisinin ξ ∈ X

sayısına I∗−yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter koşul, limk→∞ ρ(xmk, ξ) = 0

olacak şekilde bir M = {m1 < m2 < · · · < mk < · · · } ∈ F (I) (N \ M ∈ I)

kümesinin var olmasıdır. Bu durum I∗− limk→∞ xmk
= ξ ile gösterilir (Kostyrko

et al. 2000).

Teorem 3.2.2 I, N de bir admissible(uygun) ideal olmak üzere, eğer I∗−limxn = ξ

ise I − limxn = ξ dir (Kostyrko et al. 2000).

Ancak dikkat edilmelidir ki I−yakınsaklık ile I∗−yakınsaklık arasında bu ilişkinin

tersi geçerli değildir. Şimdi bunu bir örnekle gösterelim.

Örnek 3.2.3 I = J olsun. N =
⋃∞
j=1Dj, N de bir ayrışım olmak üzere

(Di ∩Dj = ∅) (j 6= i) ve

Dj = {2j−1(2s− 1) : s = 1, 2, 3, ...}, (j = 1, 2, 3, ...)

şeklinde sonsuz kümeler olmak üzere

J = {A ⊆ N : A ⊆ D1 ∪D2 ∪D3 ∪ ... ∪Dp, p ∈ N}

kümesini tanımlayalım. J , N de bir admissible (uygun) idealdir.
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x = (xn) dizisi aşağıdaki gibi tanımlansın.

xn =
1

j
, n ∈ Dj (j = 1, 2, 3, ...).

Buradan, I − limxn = 0 dır. Şimdi I∗ − limxn = 0 olmadığını gösterelim. Eğer

H ∈ I ise öyle bir p ∈ N vardır ki,

H ⊆ D1 ∪D2 ∪ ... ∪Dp

dir. Buradan,

N \ (D1 ∪D2 ∪ ... ∪Dp) ⊆ N \H

dır. Teorem 3.2.2 nin ispatındaki ifadeyi kullanarak,

Dp+1 ⊆ N \H = {m1 < m2 < · · · < mk < ...}

yazılabilir.

xmk
=

1

p+ 1
, mk ∈ Dp+1

sonsuz çoklukta k lar için her terimi
1

p+ 1
olan bir dizi olup lim

n→∞
xn =

1

p+ 1
dir.

Yani, limxn 6= 0 olduğundan I∗ − limxn 6= 0 olur (Kostyrko et al. 2000).

Teorem 3.2.4 (X, ρ) bir metrik uzay olsun.

(1) Eğer, X in bir yığılma noktası yoksa her I ⊂ 2N admissible (uygun) ideali için

I ve I∗−yakınsaklık aynıdır.

(2) Eğer X, ξ şeklinde bir yığılma noktasına sahipse, I ⊂ 2N admissible (uygun)

ideali ile I − lim yn = ξ olacak şekilde X in elemanlarından oluşan bir (yn)

dizisi vardır, ancak I∗ − lim yn yoktur.

Şimdi bir I ideali için I ve I∗−yakınsaklığın eşdeğer olması için gerekli ve yeterli

şartları verelim.

Tanım 3.2.5 I ⊂ 2N admissible (uygun) ideal olmak üzere,

Eğer Ai ∩ Aj = ∅ (i 6= j, i, j = 1, 2, 3, ...) ve Ai ∈ I ise her i ∈ N için Ai M Bi

sonlu küme ve

B =
∞⋃
i=1

Bi ∈ I

olacak biçimde Bi kümeleri varsa I admissible (uygun) ideali (AP ) koşulunu sağlar

denir (Kostyrko et al. 2000).
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Uyarı 3.2.6 Bu tanımdaki Bi ⊆ N (i = 1, 2, 3, ...) kümelerinin her biri I ya aittir.

Teorem 3.2.7 I ⊂ 2N bir uygun ideali (AP ) özelliğine sahip ve (X, ρ) keyfi metrik

uzay olsun. X in elemanlarından oluşan keyfi bir x = (xn) dizisi için I − limxn = ξ

iken I∗ − limxn = ξ dir (Kostyrko et al. 2000).

İspat I, (AP ) özelliğini sağlasın. I − limxn = ξ olsun. O halde ε > 0 için

A(ε) = {n ∈ N : ρ(xn, ξ) ≥ ε} ∈ I

dır. n ≥ 2, n ∈ N için,

A1 = {n ∈ N : ρ(xn, ξ) ≥ 1}

ve

An = {n ∈ N :
1

n
≤ ρ(xn, ξ) <

1

n− 1
}

alalım. Açıkca i 6= j için Ai ∩ Aj = ∅ olur. (AP ) koşulu sağlandığından j ∈ N ve

B =
∞⋃
j=1

Bj ∈ I ve Aj4Bj sonlu kümeler olacak şekilde {Bj} kümelerinin bir dizisi

vardır. M = N \ B iken lim
n∈M

xn = ξ olduğunu göstermek ispat için yeterlidir. η > 0

olsun.
1

k + 1
< η olacak şekilde k ∈ N seçelim. Bu durumda

{n ∈ N : ρ(xn, ξ) ≥ η} ⊂
k+1⋃
j=1

Aj

dir. Ai4Bj, j = 1, 2, 3, ..., k + 1 sonlu bir küme olduğundan(
k+1⋃
j=1

Bj

)
∩ {n ∈ N : n > n0} =

(
k+1⋃
j=1

Aj

)
∩ {n ∈ N : n > n0} (3.3)

olacak biçimde n0 ∈ N vardır. Eğer n > n0 ve n /∈ B ise n /∈
k+1⋃
j=1

Bj ve 3.3 den

dolayı n /∈
k+1⋃
j=1

Aj dir. O halde ρ(xn, ξ) <
1

n+ 1
< η dir. Bu durumda lim

n∈M
xn = ξ

elde edilir.

Teorem 3.2.8 I ⊂ 2N bir admissible (uygun) ideal ve (X, ρ) uzayı en az bir

yığılma noktasına sahip olsun. x = (xn), X in elemanlarından oluşan bir dizi ve her

ξ ∈ X olmak üzere, I − limxn = ξ olması durumunda I∗ − limxn = ξ oluyorsa I,

(AP ) özelliğine sahiptir.
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İspat ξ ∈ X, X in bir yığılma noktası olsun. X in elemanlarından oluşan limxn = ξ

şeklinde bir x = (xn) dizisi vardır ve
(
ρ(xn, ξ)

)
dizisi azalarak sıfıra gider. n ∈ N için

εn = ρ(xn, ξ) ve {An}, I da boştan farklı kümelerin bir ayrık ailesi olsun. n ∈ Aj
iken y = xj olan bir (yn) dizisi tanımlansın. η > 0 olmak üzere εm < η olacak şekilde

bir m ∈ N seçelim. A(η) = {n ∈ N : ρ(yn, ξ) ≥ η} ⊂ A1∪A2∪ ...∪Am dir. Buradan

A(η) ∈ I ve I − lim yn = ξ olur. Varsayımdan dolayı I∗ − lim yn = ξ dır. Buradan

M = N \B = {m1 < m2 < ...} olacak biçimde B ∈ I kümesi vardır. Buradan da,

lim ymk
= ξ (3.4)

olur. j ∈ N için Bj = Aj ∩ B şeklinde ifade edilsin. Her n için Bj ∈ I dır.

Ayrıca
∞⋃
j=1

Bj = B ∩
∞⋃
j=1

Aj ⊂ B dir. Buradan
∞⋃
j=1

Bj ∈ I ve j ∈ N dir. (3.4) den

dolayı Aj, M kümesi ile ortak elemanlarının sonlu bir sayısına sahiptir. O halde

Aj ⊂ (Aj ∩ B) ∪ {m1,m2, ...,mk0} olacak biçimde bir k0 ∈ N vardır. Buradan

Aj M Bj = Aj \ Bj ⊂ {m1,m2, ...,mk0} dır ve Aj M Bj sonlu bir kümedir. j ∈ N in

keyfi olmasından dolayı I, (AP ) özelliğine sahiptir.

Şimdi kısaca I−yakınsaklığı koruyan fonksiyonlardan bahsedelim;

Tanım 3.2.9 (X, ρ) bir metrik uzay, g : X → X bir fonksiyon ve I ⊂ 2N bir

admissible (uygun) ideal olmak üzere X in elemanlarından oluşan her x = (xn)

dizisi ve her ξ ∈ X için I − limxn = ξ iken I − lim g(xn) = g(ξ) oluyorsa g

fonksiyonu X de I−yakınsaklığı koruyor denir.

Teorem 3.2.10 I ⊂ 2N keyfi bir admissible(uygun) ideal olsun. g : X → X

fonksiyonunun X de I−yakınsaklığı koruması için gerek ve yeter şart g nin X de

sürekli olmasıdır.
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3.3 I−Limit Noktaları ve I−Yığılma(Cluster) Noktaları

Bu bölümde istatistiksel limit ve istatistiksel yığılma noktalarının I benzerlerini

inceleyeceğiz. Öncelikle istatistiksel limit ve istatistiksel yığılma noktalarının ta-

nımlarını verelim.

ξ ∈ R ve x = (xn) reel sayı dizisi için d(M) > 0 ve limxmk
= ξ olacak biçimde

bir M = {m1,m2, ...} ⊂ N kümesi varsa ξ ∈ R sayısına x = (xn) dizisinin bir

istatistiksel limit noktası denir. Her ε > 0 için d({n ∈ N : |xn − ξ| < ε}) > 0 varsa

ξ ∈ R sayısına x = (xn) dizisinin bir istatistiksel yığılma noktası denir.

Bu konsepti aşağıdaki yolla I−yakınsaklığa genişletebiliriz (Kostyrko et al., 2000).

Tanım 3.3.1 (X, ρ) bir metrik uzay ve x = (xn), X in elemanlarından oluşan bir

dizi olmak üzere,

a. M 6∈ I ve lim
k→∞

xmk
= ξ olacak şekilde bir M = {m1,m2, ...} ⊆ N kümesi

bulunabiliyorsa ξ ∈ X elemanına x in I−limit noktası denir.

b. ξ ∈ X elemanına X in I−yığılma (cluster) noktası denmesi için gerek ve yeter

koşul, her ε > 0 olmak üzere {n ∈ N : ρ(xn, ξ) < ε} 6∈ I olmasıdır.

X in tüm I−yığılma noktalarının kümeleri I(Γx) ve tüm I−limit noktalarının

kümeleri I(Λx) ile gösterilir.

Teorem 3.3.2 I bir admissible(uygun) ideal olmak üzere, X in elemanlarından

oluşan her bir x = (xn) dizisi için,

I(Λx) ⊂ I(Γx)

dir (Kostyrko et al. 2000).

İspat ξ ∈ I(Λx) olsun.

lim
k→∞

ρ(xmk
, ξ) = 0 (3.5)

olacak şekide bir M = {m1,m2, ...} 6∈ I kümesi bulunabilir. ε > 0 olmak üzere, (3.5)

den ρ(xmk
, ξ) < ε dur ve k > k0 olacak şekilde bir k0 ∈ N elemanı vardır. Buradan

{n ∈ N : ρ(xn, ξ) < ε} ⊃ M \ {m1,m2, ...,mk0} dır ve {n ∈ N : ρ(xn, ξ) < ε} 6∈ I

dır. Bu ise ξ ∈ I(Γx) anlamına gelir.
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Teorem 3.3.3 I bir admissible (uygun) ideal olsun.

(1) X in elemanlarından oluşan her x = (xn) için I(Γx) kümesi X de kapalıdır.

(2) (X, ρ) ayrılabilir metrik uzay olsun. n ∈ N için Mn 6∈ I ve Mn ⊂ N olacak

şekilde (Mn) kümelerinin ayrık bir dizisi olduğunu düşünelim. Her F ⊂ X kapalı

kümesi için F = I(Γx) olacak şekilde X in elemanlarından oluşan bir x = (xn) dizisi

vardır (Kostyrko et al. 2000).

Şimdi alışılmış üst limit ve alt limit kavramlarının I benzerlerinden bahsedelim.

Tanım 3.3.4 Reel terimli bir x = (xn) sayı dizisi için

Ax := {a ∈ R : {n : xn < a} /∈ I}

ve

Bx := {b ∈ R : {n : xn > b} /∈ I}

olsun. Bir x = (xn) dizisinin I−üst limiti,

I − lim supx =

 supBx , Bx 6= ∅

−∞ , Bx = ∅

ile verilir. Benzer şekilde bir x = (xn) dizisinin I−alt limiti

I − lim inf x =

 inf Ax , Ax 6= ∅

+∞ , Ax = ∅

şeklindedir (Demirci 2001).

Teorem 3.3.5 β = I − lim supx sonlu ise her ε > 0 için

{n ∈ N : xn > β − ε} /∈ I ve {n ∈ N : xn > β + ε} ∈ I (3.6)

dır. Karşıt olarak her ε > 0 için (3.6) gerçeklenirse β = I − lim supx dir (Demirci

1997).

Teorem 3.3.6 α = I − lim inf x sonlu ise ve her ε > 0 için

{n ∈ N : xn < α + ε} /∈ I ve {n ∈ N : xn < α− ε} ∈ I (3.7)

dır. Karşıt olarak her ε > 0 için (3.7) gerçeklenirse α = I − lim inf x dir (Demirci

1997).
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İdeal yığılma noktası tanımı ile Teorem 3.3.5 ve Teorem 3.3.6 dan I − lim supx, x

dizisinin en büyük ideal yığılma noktasıdır ve I − lim inf x , x dizisinin en küçük

ideal yığılma noktasıdır diyebiliriz.

Teorem 3.3.7 Reel değerli herhangi bir x dizisi için

I − lim inf x ≤ I − lim supx

dir (Demirci 2001).

Tanım 3.3.4 ve bu teoremin sonucu olarak herhangi bir x dizisi için

lim inf x ≤ I − lim inf x ≤ I − lim supx ≤ lim supx

olduğu görülür.

Tanım 3.3.8 Bir x = (xn) dizisi için {n : |xn| > B} ∈ I olacak şekilde bir B sayısı

varsa, x dizisine I−sınırlıdır denir (Demirci 2001).

Ayrıca I−sınırlı bir x dizisi, I−lim supx ve I−lim inf x değerlerinin sonlu olmasını

gerektirir.

Teorem 3.3.9 I−sınırlı bir x dizisinin I−yakınsak olması için gerek ve yeter şart

I − lim inf x = I − lim supx

olmasıdır (Demirci 2001).
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4 ÇİFT DİZİLER

Bu bölümde ilk olarak çift dizi tanıtılarak özellikleri verilecektir. Ayrıca tek dizilerin

aksine çift dizilerdeki birden fazla yakınsaklık çeşitleri olan Pringsheim anlamında

yakınsaklık regüler anlamda yakınsaklık gibi temel bazı yakınsaklık çeşitlerinden

bahsedilecektir. Diğer yakınsaklık çeşitleri olan c−, be− ve e− yakınsaklık çeşitleri

ise Boos vd. (1997) ve Zelster (2001) tarafından çalışılmıştır. Bizde bu kısımda bu

yakınsaklık çeşitlerinin tanımlarını vereceğiz.

4.1 Çift Dizilerde Yakınsaklık

Tanım 4.1.1 X boş olmayan herhangi bir cümle olmak üzere,

f : N× N→ X

(m,n)→ f(m,n) = xmn

şeklinde tanımlanan f fonksiyonuna bir çift indisli dizi denir (Altay 2002).

Bundan sonraki kısımlarda çift indisli dizi yerine çift dizi veya sadece dizi ifadesi

kullanılacaktır.

Herhangi bir x = (xmn) çift dizisinin xmn elemanlarını,

x11 x12 x13 . . . x1n . . .

x21 x22 x23 . . . x2n . . .

x31 x32 x33 . . . x3n . . .
...

...
...

...

xm1 xm2 xm3 . . . xmn . . .
...

...
...

...


şeklinde tablolaştırabiliriz. Kompleks veya reel terimli çift dizilerin cümlesi

Ω =
{
x = (xmn) : ∀m,n ∈ N için xmn ∈ C

}
şeklinde ifade edilebilir. Bu cümle ∀α ∈ C ve ∀x, y ∈ Ω için

αx = (αxmn) ve x+ y = (xmn + ymn)
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işlemleri altında bir lineer uzaydır.

x = (xmn) kompleks terimli bir çift dizi olmak üzere, supm,n |xmn| < ∞ oluyorsa x

çift dizisine sınırlıdır denir. Bütün sınırlı çift dizilerin cümlesiniMu ile gösterilir ve

Mu = {x = (xmn) ∈ Ω : ‖x‖∞ = sup
m,n
|xmn| <∞}

şeklindedir. Bu uzay ‖ · ‖∞ normu ile Banach uzayı teşkil eder.

Tanım 4.1.2 Reel ya da kompleks terimli bir x = (xmn) çift dizisi, eğer verilen her

ε > 0 için, m,n > N olduğunda, |xmn− l| < ε olacak şekilde bir N ∈ N doğal sayısı

bulunabiliyorsa, x = (xmn) dizisi l ∈ C sayısına Pringsheim anlamında yakınsaktır

denir ve l sayısına da x = (xmn) dizisinin Pringsheim limiti denir. Pringsheim

anlamında yakınsak bir x = (xmn) dizi P − limxmn = l veya limxmn = l şeklinde

gösterilir.

Pringsheim anlamında yakınsak çift dizilerin uzayı;

Cp =
{
x = (xmn) ∈ Ω : ∃l ∈ C, ∀ε > 0,∃N ∈ N,∀m,n ≥ N 3 |xmn − l| < ε

}
şeklinde ifade edilir (Altay 2002).

Tanımdan da görüleceği üzere Pringsheim anlamında yakınsak bir çift dizi sınırlı

olmayabilir.

Örnek 4.1.3 Reel terimli x = (xmn) çift dizisi,

xmn =


m , n = 1 ise

−n , m = 1, n ≥ 2 ise

0 , diğer durumlarda.

şeklinde tanımlansın. Burada supm,n xmn = +∞ ve infm,n xmn = −∞ olduğu halde

dizinin P− limiti sıfırdır.

Pringsheim anlamında l noktasına yakınsak ve sınırlı bir x = (xmn) dizisine, l

noktasına Pringsheim anlamında sınırlı yakınsak dizi denir. Bu şekildeki dizilerin

cümlesi Cbp ile gösterilir. Cbp cümlesi,

Cbp = {x = (xmn) ∈ Cp : ‖x‖∞ = sup
m,n
|xmn| <∞} = Cp ∩Mu
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şeklindedir ve bu uzay da ‖ · ‖∞ normu ile Banach uzayıdır.

Pringsheim anlamında l noktasına yakınsak olmasının yanında

limm xmn (n ∈ N) ve limn xmn, (m ∈ N) limitleri mevcut olan x dizisine, l

noktasına regüler yakınsaktır denir. Regüler yakınsak bir x = (xmn) çift dizisi

için limn limm xmn ve limm limn xmn limitleri mevcut ve Pringsheim limitine eşittir.

Regüler yakınsak dizilerin cümlesi, Cr ile gösterilir ve Cr cümlesi;

Cr = {x = (xmn) ∈ Cp | ∀m ∈ N : (xmn)m ∈ c ve ∀n ∈ N 3 (xmn)n ∈ c}

şeklindedir. Regüler yakınsaklık kavramında, yakınsak her çift dizinin sınırlı olduğu

kolaylıkla görülür.

Tek indisli c ve c0 dizi uzaylarına karşılık gelen Pringsheim; sıfıra Pringsheim yakınsak

ve regüler anlamda yakınsak çift dizilerin Cp, C0p ve Cr uzaylarının bazı özellikleri

Moricz (1991) tarafından incelendi.

Pringsheim anlamında yakınsaklıktan daha zayıf olan çift dizilerin a noktasına

e−yakınsaklığı,

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, ∃m0 ∈ N : m > m0 ⇒ |xmn − a| ≤ ε

şeklinde Boos vd. (1997) tarafından tanımlandı. e−yakınsak bir x dizisi her n ∈ N

için supm |xmn| değeri sonlu ve limm xmn var ise x dizisine sırasıyla be−yakınsak ve

c−yakınsak denir. c−yakınsak bir x dizisi için, limn limm xmn vardır ve e−yakınsaklık

limitine eşittir. Bu durumda e−yakınsak dizilerin cümlesi,

Ce :=
{
x = (xmn) ∈ Ω : ∃a ∈ C, ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0,

∃mn ∈ N 3 ∀m ≥ mn =⇒ |xmn − a| < ε
}

=
{
x = (xmn) ∈ Ω : ∃a ∈ C : lim

n
limm|xmn − a| = 0

}
.

şeklindedir. Tanımlardan Cr ( Cp ( Ce olduğu çıkarımında bulunulabilir.

Şimdi Pringsheim anlamında yakınsak olmayan fakat e−yakınsak olan bir çift dizi

örneği verelim.
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Örnek 4.1.4 x = (xmn) çift dizisi,

xmn :=


m · n, m = n,

2, m < n,

1, m > n.

şeklinde tanımlanırsa, bu çift dizi Pringsheim anlamında yakınsak değil fakat

e−yakınsaktır ve e− limmn xmn = 1 dır.

Genel olarak, bir x = (xmn) çift dizisinin sınırlılığı, düzgün sınırlılık, yani supm,n |xmn|

ifadesinin sonlu olması anlamındadır. Bu; r ve bp−yakınsaklık için tabii bir sınırlılık

tanımıdır ve yukarıda tanımlanan yakınsaklık çeşitlerinin kendilerine özgü sınırlılık

tanımları vardır ve şu şekildedir;

Tanım 4.1.5 x = (xmn) çift dizisi,

(a) Eğer, limk supm,n≥k |xmn| <∞ ise P−sınırlı,

(b) Eğer, limnlimm|xmn| <∞ ise e−sınırlı,

(c) Eğer, supn limm|xmn| <∞ ise be−sınırlı,

(d) Eğer, supn | limm xmn| <∞ ise c−sınırlıdır (Zeltser 2001).

Genel olarak gözönüne alınan çift dizi uzayları,

eklmn =

 1 , (k, l) = (m,n)

0 , diğer durumlarda

olarak tanımlanan ekl dizilerinin gerdiği Φ uzayını kapsarlar.

Tanım 4.1.6 x = (xmn) çift dizi olmak üzere verilen herhangi ε > 0 sayısı için,

m,n, p, q > N olduğunda

|xmn − xpq| < ε

olacak şekilde bir N doğal sayısı varsa x = (xmn) dizisine Pringsheim anlamında

Cauchy dizisi denir (Altay 2002).
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Teorem 4.1.7 x = (xmn) kompleks terimli bir çift dizi olsun. Bu dizinin

P−yakınsak olması için gerek ve yeter koşul bir P−Cauchy dizisi olmasıdır.

Örnek 4.1.8 x = (xmn) =
( n

m+ n

)
çift dizisi Pringsheim anlamında yakınsak

değildir. Gerçekten de, verilen her ε > 0 sayısı için yeterince büyük

m,n (m = n) ∈ N sayıları ele alındıında

|xmn −
1

2
| < ε

olacaktır. Fakat n = 2m olacak şekilde yeterince büyük m,n ∈ N sayıları ele

alındığında ise

|xmn −
2

3
| < ε

olur. O halde x = (xmn) dizisi Pringsheim anlamında yakınsak değildir.

Örnek 4.1.9 x = (xmn) =
1

m
+

1

n
çift dizisi tanımlansın. Bu dizi Pringsheim

anlamında 0 noktasına yakınsar. Aynı zamanda her n ∈ N için lim
m→∞

xmn =
1

n
ve

m ∈ N için lim
n→∞

xmn =
1

m
olduğundan,

lim
m→∞

( lim
n→∞

xmn) = lim
n→∞

( lim
m→∞

xmn) = 0

elde edilir. O halde, x = (xmn) dizisi 0 noktasına regüler yakınsaktır. Böylece bu

dizi sınırlı bir dizidir.

Regüler yakınsaklığın Pringsheim anlamında yakınsaklıktan farkı, bir çift dizinin

yakınsaklığının dizisinin sınırlılığını gerektirmesidir.

Tanım 4.1.10 f : N× N→ X, f(n,m) = xnm dizisi verilmiş olsun.

k : N→ N, k(n) = kn ve r : N→ N, r(m) = rm

artan fonksiyonlar(diziler) olmak üzere

h : N× N→ N× N, h(n,m) = (k(n), r(m))

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda

f ◦ h : N× N→ R

(n,m)→ f ◦ h(n,m) = xknrm

bileşke fonksiyonuna (xnm) çift dizisinin bir alt dizisi denir (Altay 2002).
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Örnek 4.1.11 Her m,n için ymn = 1 ve zkm = −1 dizilerinin her ikisi de

xmn = (−1)m+n çift dizisinin alt dizileridir.

Çift dizilerde de tek dizilere benzer olarak yakınsak bir dizinin alt dizisi de aynı

sayıya yakınsaktır. Burada sözünü ettiğimiz yakınsaklık türü, Pringsheim anlamında

yakınsaklıktır.

Teorem 4.1.12 x = (xmn) çift dizisi l noktasına Pringsheim anlamında yakınsak

olsun. O halde x = (xmn) çift dizisinin herhangi bir alt dizisi de l noktasına

yakınsaktır.

Tanım 4.1.13 x = (xmn) reel sayıların bir çift dizisi ve

αk(x) = sup
m,n≥k

xmn ve βk(x) = inf
m,n≥k

xmn

olsun. Bu durumda, en az bir k ∈ N sayısı için

αk(x) <∞ ve βk(x) > −∞

ise x = (xmn) çift dizisi Pringsheim anlamında bir üst ve alt limite sahiptir denir.

Buna göre, bir x = (xmn) çift dizisinin Pringsheim alt limiti,

i) Eğer her bir k ∈ N için βk(x) = −∞ ise, P − lim inf x = −∞,

ii) Eğer bazı k ∈ N için βk(x) > −∞ ise,

P − lim inf x = lim
k→∞

( inf
m,n≥k

xmn) = sup
k
βk(x)

şeklindedir. Pringsheim üst limiti ise

i) Eğer her bir k ∈ N için αk(x) = +∞ ise, P − lim supx = +∞,

ii) Eğer bazı k ∈ N için αk(x) < +∞ ise,

P − lim supx = lim
k→∞

( sup
m,n≥k

xmn) = inf
k
αk(x)

şeklinde tanımlanır (Patterson 1999).

Bir örnekle herhangi bir çift dizinin alttan ve üstten sınırsız olmasına rağmen, Pring-

sheim alt ve üst limitlerinin var olabileceğini gösterelim.
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Örnek 4.1.14 x = (xmn) çift dizisi

xmn :=



m, n = 1,

−n, m = 1,

(−1)m, m = n > 1

0, diğer durumlarda

şeklinde tanımlansın. supxmn = +∞ ve inf xmn = −∞ olmasına rağmen k ≥ 2 için

αk(x) = 1 ve βk(x) = −1 olduğundan

P − lim inf x = −1 ve P − lim supx = 1

olur.

Teorem 4.1.15 x = (xmn) ve y = (ymn) reel değerli iki çift dizi olmak üzere, bu

dizilerin P − lim inf ve P − lim sup değerleri arasındaki ilişkiler aşağıdaki şekildedir

(Patterson 1999).

1) P − lim inf x ≤ P − lim supx,

2) P − limx = L ⇔ P − lim inf x = P − lim supx = L,

3) P − lim sup(−x) = −(P − lim inf x),

4) P − lim sup(x+ y) ≤ P − lim supx+ P − lim sup y,

5) P − lim inf(x+ y) ≥ P − lim inf(x) + P − lim inf(y),

6) Eğer z, x çift dizisinin bir alt dizisi ise

P − lim inf x ≤ P − lim inf z ≤ P − lim sup z ≤ P − lim supx

dir.

Tanım 4.1.16 m ≤ m′ ve n ≤ n′ olduğunda smn ≤ sm′n′ oluyorsa smn dizisine

monoton artan, m ≥ m′ ve n ≥ n′ olduğunda smn ≤ sm′n′ oluyorsa (smn) dizisine

monoton azalandır denir.
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Teorem 4.1.17 Artan bir çift dizi üstten sınırlı ise limiti supremumuna, azalan

bir çift dizi alttan sınırlı ise limiti infimumuna eşittir.

Teorem 4.1.18 x = (xmn) reel sayılarda bir çift dizi olsun. Bu durumda

lim inf
m,n→∞

xmn = α

dır ancak ve ancak

i) Verilen her ε > 0 sayısı için, bir k ∈ N sayısı vardır öyleki, her m,n ≥ k için

xmn > α− ε dur.

ii) Verilen her ε > 0 sayısı ve k ∈ N için m,n ≥ k olacak şekilde m,n sayıları

vardır öyleki xmn < α + ε dur.

İspat

lim inf
m,n→∞

xmn = sup
k

(
inf

m,n≥k
xmn

)
= α

olsun. Çift dizilerde supremum tanımından, verilen her ε > 0 sayısı için

inf
m,n≥k

xmn > α− ε

olacak şekilde bir k ∈ N sayısı vardır ve her m,n ≥ k için xmn > α − ε elde ederiz.

Bu ifade (i) ifadesinin ispatını gösterir.

Şimdi ise (ii) ifadesini ispatlayalım. Farzedelim ki (ii) ifadesi gerçeklenmesin. O

halde, her ε > 0 sayısı ve her m,n ≥ k0 için xmn ≥ α + ε olacak şekilde k0 ∈ N

sayısı vardır. Böylece,

lim inf
m,n→∞

xmn = sup
k

(
inf

m,n≥k
xmn

)
≥ α + ε

olur. Bu ifade ise α ≥ α+ ε olur. Fakat bu doğru değildir. Çelişki elde edilmiş olur.

Tersine (i) ve (ii) ifadeleri sağlansın. Bu durumda verilen her ε > 0 sayısı ve her

m,n ≥ k0 için xmn > α− ε olacak şekilde k0 ∈ N sayısı vardır ve

inf
m,n≥k0

xmn ≥ α− ε
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dır. Böylece,

lim inf
m,n→∞

xmn = sup
k

( inf
m,n≥k

xmn) ≥ α− ε

olur. (ii) ifadesinden ise her k ∈ N sayısı için xmn < α+ε olacak şekilde m,n vardır.

Bu durumda, her k ∈ N için

inf
m,n≥k

xmn < α + ε

ve

lim inf
m,n→∞

xmn = sup
k

( inf
m,n≥k

xmn) ≤ α + ε

elde edilir. O halde lim inf
m,n→∞

xmn = α dır.

lim sup için ifade, benzer şekilde aşağıdaki gibi verilebilir.

Teorem 4.1.19 x = (xmn) reel sayılarda bir çift dizi olsun. lim sup
m,n→∞

xmn = β dır.

Ancak ve ancak

i) Verilen her ε > 0 sayısına karşılık, bir k ∈ N vardır öyleki, ∀m,n > k için,

xmn < β + ε olur.

ii) Verilen her ε > 0 sayısı ve k ∈ N için m,n ≥ k olacak şekilde m,n sayıları

vardır öyleki xmn > β − ε olur.
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4.2 Çift Seriler

Bu kısımda çift seriler hakkında bazı temel tanım ve teoremler verilecektir.

Tanım 4.2.1 x = (xmn) çift dizisini alalım. Şimdi,

smn =
m∑
i=1

n∑
j=1

xij ; (m,n ∈ N)

şeklinde tanımlanan bir (smn) dizisi düşünelim. Bu durumda,
(

(xmn), (smn)
)

ikili-

sine bir çift seri denir. xmn terimine serinin genel terimi, (smn) dizisine de serinin

kısmi toplamlar dizisi denir (Altay 2002).

Eğer (smn) kısmi toplamlar dizisi bir s sayısına υ-yakınsak, yani

υ- lim
m,n

m∑
i=1

n∑
j=1

xij = s

ise
(

(xmn), (smn)
)

serisi υ-yakınsaktır ve serinin υ-toplamı s sayısıdır. Yakınsak

olmayan seriye ıraksak seri denir.

Genel terimi xmn ve toplamı s olan yakınsak seri,
∞∑
m=1

∞∑
n=1

xmn = s şeklinde gösterilir.

Seri ister yakınsak ister ıraksak olsun, genel terimi xmn olan seri
∞∑
m=1

∞∑
n=1

xmn

ile gösterilir. υ-yakınsak çift seri oluşturan dizilerin uzayı CSυ ile gösterilmektedir.

Buna göre,

CSυ =

{
x = (xmn) ∈ Ω | υ-

∑
m,n

xmn = υ- lim
i,j

i∑
m=1

j∑
n=1

xmn mevcut

}
şeklindedir. Burada υ- çift dizilerde herhangi bir yakınsaklığı göstermektedir.

∞∑
m=1

∞∑
n=1

xmn ve
∞∑
n=1

∞∑
m=1

xmn serilerine sıralı seriler denir. Sıralı seriler, aynı

toplama sahip olmak zorunda değildir. Gerçekten x = (xmn) çift dizisi için

xmn =


1 , m = n+ 1, n = 1, 2, ...

−1 , m = n− 1, n = 1, 2, ...

0 , diğer durumlarda

∞∑
m=1

∞∑
n=1

xmn = −1 fakat
∞∑
n=1

∞∑
m=1

xmn = 1’ dir.
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Tanım 4.2.2 Eğer
∞∑
m=1

∞∑
n=1

|xmn| serisi yakınsak ise,
∞∑
m=1

∞∑
n=1

xmn kompleks terimli

serisine mutlak yakınsaktır denir.

Mutlak yakınsak seri oluşturan dizilerin cümlesi Lu ile gösterilir. Yani;

Lu =

{
x ∈ Ω : ‖x‖1 =

∑
m,n

|xmn| <∞

}

şeklindedir.

Teorem 4.2.3 Mutlak yakınsak bir çift seri yakınsaktır (Iyer 1985).

Teorem 4.2.4 Pozitif reel terimli bir serinin yakınsak olması için gerek ve yeter

şart bu serinin kısmi toplamlar dizisinin sınırlı olmasıdır (Iyer 1985).

Teorem 4.2.5 Reel terimli (amn) ve (bmn) şeklinde iki dizi düşünelim. Herm,n ∈ N

için 0 ≤ amn ≤ bmn ve
∞∑
m=1

∞∑
n=1

bmn serisi yakınsak ise
∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn serisi de

yakınsaktır ve

∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn ≤
∞∑
m=1

∞∑
n=1

bmn

eşitsizliği geçerlidir (Iyer 1985).

Yakınsak bir çift indisli serinin kısmi toplamlar dizisi sınırlı olmak zorunda değildir.

Örneğin;

xmn =


1 , m = 1

−1 , m = 2

0 , m ≥ 3

olarak tanımlanan
∑
m,n

xmn serisi yakınsak fakat kısmi toplamlar dizisi sınırlı değildir.
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4.3 Çift Dizilerde Yoğunluk ve İstatistiksel Yakınsaklık

Bu bölümde daha önce tek dizilerde bahsettiğimiz yoğunluk ve istatistiksel yakın-

saklık kavramlarının çift dizilerdeki karşılığı tanıtılacak, ilgili teorem ve özelliklerden

bahsedilecektir.

K ⊆ N × N olsun. K(m,n),
{

(j, k) : (j, k) ∈ K, j ≤ m, k ≤ n
}

kümesinin

eleman sayısını göstermek üzere çift dizilerde yoğunluk aşağıdaki şekilde tanımlanır.

Tanım 4.3.1 K ⊆ N× N olmak üzere K kümesinin alttan asimptotik yoğunluğu

δ2(K) = lim inf
m,n

K(m,n)

mn

olur.(K(m,n)

mn

)
dizisinin Pringsheim anlamında limiti varsa K kümesinin çift doğal

yoğunluğu

d2(K) = lim
m,n

K(m,n)

mn

dır.

Örnek 4.3.2
{

(j2, k2) : j, k ∈ N
}

kümesinin doğal yoğunluğu

d2(K) = lim
m,n

K(m,n)

mn
≤ lim

m,n

√
m
√
n

mn
= 0

olur.

Tanım 4.3.3 Reel bir x = (xmn) çift dizisi ve her ε > 0 sayısı için

d2({(m,n) ∈ N× N : |xmn − L| ≥ ε}) = 0

ise x = (xmn) çift dizisi L sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve st2− limxmn = L

şeklinde gösterilir (Mursaleen and Edely 2003).

Teorem 4.3.4 x = (xmn) çift reel sayı dizisinin istatistiksel yakınsak olması için

gerek ve yeter şart K = {(m,n) ∈ N× N : m,n = 1, 2, 3, ...}, d2(K) = 1 ve

lim
m,n∈K

xmn = L

olacak şekilde K ⊆ N×N alt kümesinin var olmasıdır (Mursaleen and Edely 2003).
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Teorem 4.3.5 st2 − limxmn = L1, st2 − lim ymn = L2 ve c ∈ R olmak üzere,

i) st2 − lim(xmn + ymn) = L1 + L2 dir.

ii) st2 − lim(cxmn) = cL1 dir (Mursaleen and Edely 2003).

Tanım 4.3.6 x = (xmn) reel değerli bir çift dizi olsun. Verilen her ε > 0 sayısına

karşılık ve her m, p ≥ N, n, q ≥M için,

d2
(
{(m,n) : m ≤ j, n ≤ k, |xmn − xpq| ≥ ε}

)
= 0

olacak şekilde N = N(ε), M = M(ε) sayıları varsa x = (xmn) dizisine istatistiksel

Cauchy dizisi denir (Mursaleen and Edely 2003).

Teorem 4.3.7 x = (xmn) reel değerli bir çift dizi olsun. x = (xmn) çift dizisinin

istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter şart x = (xmn) çift dizisinin istatis-

tiksel Cauchy dizisi olmasıdır (Mursaleen and Edely 2003).

Teorem 4.3.8 Aşağıdaki ifadeler birbirine denktir.

a) x = (xmn) çift dizisi L noktasına istatistiksel yakınsaktır.

b) x = (xmn) çift dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

c) x = (xmn) çift dizisinin bir y = (ymjnk
) alt dizisi vardır öyleki lim ymjnk

= L

dir (Mursaleen and Edely 2003).

Teorem 4.3.9 Bir x = (xmn) çift dizisinin L sayısına istatistiksel yakınsak olması

için gerek ve yeter şart

xmn = umn + vmn, m, n = 0, 1, 2, ... (4.1)

lim
m,n→∞

umn = L (4.2)

ve

lim
j,k→∞

1

jk

∣∣{m ≤ j, n ≤ k : vmn 6= 0}
∣∣ = 0 (4.3)

olacak şekilde (umn) ve (vmn) dizilerinin var olmasıdır (Moricz 2003).
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Tanım 4.3.10 Herhangi reel değerli bir x = (xmn) çift dizisi verildiğinde istatistiksel

üst limit ve istatistiksel alt limit;

Gx =
{
C ∈ R : d2({(j, k) : xmn > C}) 6= 0

}
ve

Fx =
{
D ∈ R : d2({(j, k) : xmn < D}) 6= 0

}
olmak üzere, x = (xmn) reel değerli çift dizisinin istatistiksel üst limiti;

st2 − lim supx =

 supGx , Gx 6= ∅

−∞ , Gx = ∅

ve benzer şekilde x = (xmn) dizisinin istatistiksel alt limiti;

st2 − lim inf x =

 inf Fx , Fx 6= ∅

∞ , Fx = ∅

şeklindedir (Çakan ve Altay 2006).

Teorem 4.3.11

a) st2 − lim supx = β ⇔ Verilen herhangi ε > 0 sayısına karşılık

d2
(
{(m,n) : xmn > β − ε}

)
6= 0

ve

d2
(
{(m,n) : xmn > β + ε}

)
= 0

dır.

b) st2 − lim inf x = α ⇔ Verilen herhangi bir ε > 0 sayısına karşılık

d2
(
{(m,n) : xmn < α + ε}

)
6= 0

ve

d2
(
{(m,n) : xmn < α− ε}

)
= 0

dır (Çakan ve Altay 2006).
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Teorem 4.3.12 x = (xmn) herhangi reel değerli çift dizi olsun.

st2 − lim inf x ≤ st2 − lim supx

dir (Çakan ve Altay 2006).

Teorem 4.3.13 x = (xmn) dizisi st2− sınırlı bir çift dizi olmak üzere x = (xmn)

dizisinin istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter şart

st2 − lim inf x = st2 − lim supx

olmasıdır (Çakan ve Altay 2006).
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5 ÇİFT DİZİLERDE İDEAL VE İDEAL YAKIN-

SAKLIK

Bu kısımda bir önceki bölümde bahsettiğimiz çift dizilerin, ideal yakınsaklığı üzerinde

duracağız. İlk kısımda bahsi geçen tek dizilerdeki bazı özellik ve kavramların çift

dizilerdeki karşılıklarını inceleyeceğiz. Genel olarak metrik uzaylarda ve çift dizilerde

çalışacağımız için, N üzerindeki I ideali ile karıştırılmaması için N × N üzerindeki

bir ideali I2 ile göstereceğiz.

Tanım 5.0.14 I2, N×N üzerinde nontrivial (aşikar olmayan) bir ideal olsun. Eğer

her bir i, j ∈ N için, {i, j} ∈ I2 oluyorsa I2 idealine uygun ideal, her bir i ∈ N için

{i} × N ve N× {i} ∈ I2

oluyorsa I2 idealine kuvvetli bir uygun idealdir denir (Das et al. 2008).

Bu çalışmamızda I2 ideali deyince akla kuvvetli uygun ideal gelmelidir.

Kuvvetli uygun idealin aynı zamanda bir uygun ideal olduğu açıkca görülebilir. N×N

üzerinde,

I02 =
{
A ∈ N× N : (∃m(A) ∈ N) (i, j ≥ m(A)⇒ (i, j) 6∈ A)

}
idealini alalım. I02 bir kuvvetli uygun idealdir. Bir I2 idealinin kuvvetli uygun ideal

olması için gerek ve yeter şart I02 ⊂ I2 kapsamasının geçerli olmasıdır (Das et al.

2008).

Tanım 5.0.15 I2 ⊂ 2N×N ve (X, ρ) bir metrik uzay olmak üzere, X uzayında bir

x = (xmn) çift dizisini alalım. Her ε > 0 için

A(ε) = {(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, L) ≥ ε} ∈ I2

oluyorsa x = (xmn) çift dizisi L ∈ X noktasına I2−yakınsaktır denir ve

I2 − lim
m,n→∞

xmn = L

ile gösterilir (Dems 2004).
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Uyarı 5.0.16 Eğer I2 ideali I02 olarak alınırsa, I2 yakınsaklık Pringsheim anlamında

adi yakınsaklık ile çakışır ve eğer, I2 ideali

Id22 = {A ⊂ N× N : d2(A) = 0}

olarak alınırsa, Id22 yakınsaklık istatistiksel yakınsaklığa dönüşür (Das et al. 2008).

Tanım 5.0.17 I2 ⊂ 2N×N ve (X, ρ) bir metrik uzay olmak üzere, X uzayında bir

x = (xmn) çift dizisini alalım. Eğer bir M ∈ F (I2) (yani H = N×N \M ∈ I2) için

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

xmn = L

oluyorsa, x = (xmn) çift dizisi L ∈ X noktasına I∗2−yakınsaktır denir ve

I∗2 − lim
m,n→∞

xmn = L ile gösterilir (Das et al. 2008).

Teorem 5.0.18 I2 ⊂ 2N×N bir kuvvetli uygun ideal ve (X, ρ) metrik uzayındaki bir

x = (xmn) çift dizisi için, eğer I∗2 − lim
m,n→∞

xmn = L ise o zaman I2− lim
m,n→∞

xmn = L

dir (Das et al. 2008).

İspat I∗2 − lim
m,n→∞

xmn = L olduğundan, M ∈ F (I2) (yani H = N × N \M ∈ I2)

şeklinde bir M kümesi vardır ve

lim
m,n→∞

xmn = L (5.1)

dir. ε > 0 olsun. (5.1) den her m,n; (m,n) ∈ M için, ρ(xmn, L) < ε ve m,n ≥ k0

olacak şekilde bir k0 ∈ N vardır.

A(ε) = {(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, L) ≥ ε}

⊂ H ∪
(
M ∩

(
({1, 2, ..., (k0 − 1)} × N) ∪ (N× {1, 2, ..., (k0 − 1)})

))
.

H ∪
(
M ∩

(
({1, 2, ..., (k0 − 1)} ×N) ∪ (N × {1, 2, ..., (k0 − 1)})

))
∈ I2 olduğundan

A(ε) ∈ I2 dir. O halde I2 − lim
m,n→∞

xmn = L dir.
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Teorem 5.0.19 (X, ρ) bir metrik uzay olsun.

i) I2 kuvvetli bir uygun ideal olmak üzere, eğer X in herhangi bir yığılma noktası

yoksa I2 ve I∗2− yakınsaklık birbiriyle çakışır.

ii) I2 kuvvetli bir uygun ideal ve y = (ymn) bir çift dizi olmak üzere, eğer X

in L şeklinde bir yığılma noktasına sahipse I2 − lim
m,n→∞

ymn = L dir, fakat

I∗2 − lim
m,n→∞

xmn mevcut değildir (Das et al. 2008).

İspat i) L ∈ X ve I2 − limxmn = L olsun. O halde Teorem 5.0.18 gereği

I∗2 − limxmn = L olduğunu göstermek yeterlidir. X bir yığılma noktasına sahip

olmadığından,

B(L, ε) = {x ∈ X : ρ(x, L) < ε} = {L}

olacak şekilde bir ε > 0 vardır.

I2 − limxmn = L olduğundan {(m,n) : ρ(xmn, L) ≥ ε} ∈ I2 dır. Bu durum ise,

{(m,n) : ρ(xmn, L) < ε} = {(m,n) : xmn = L} ∈ F (I2)

olduğunu gösterir. O halde I∗2 − limxmn = L dir.

ii) L, X in bir yığılma noktası olduğundan, tüm noktaları L den farklı olan

ve L ye yakınsayan bir (zj) dizisi mevcuttur öyleki {ρ(zj, L)} dizisi azalarak sıfıra

yakınsar. {Ej} sonsuz doğal sayılar kümesi N de bir ayrışım olsun ve

4j = {(m,n) : min{m,n} ∈ Ej} alalım. {4j} de N×N üzerinde bir ayrışım olur ve

I2 = {A ⊂ N × N : A, ∆j nin sonlu bir birleşimi tarafından kapsanır} bir kuvvetli

uygun ideal olur.

xmn = zj olması için gerek ve yeter şart, (m,n) ∈ 4j olmasıdır. n ∈ N için

εn = ρ(zn, L) olsun. η > 0 verilsin. εγ < η olacak şekilde bir γ ∈ N seçelim. O

zaman

A(η) = {(m,n) : ρ(xmn, L) ≥ η} ⊂ 41 ∪42 ∪ ... ∪4γ

olur. Bundan dolayı A(η) ∈ I2 ve I2 − limxmn = L dir.

42



Şimdi I∗2 − limxmn = L olduğunu varsayalım. M = N×N\H olacak şekilde H ∈ I2
vardır ve

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

xmn = L

dir. I2 idealinin tanımından H ⊂ 41 ∪ 42 ∪ ... ∪ 4l olacak şekilde l ∈ N vardır

ve diğer taraftan 4l+1 ⊂ N \ H = M dir. 4l+1 in yapısından dolayı, herhangi bir

n0 ∈ N için ρ(xmn, ξ) = εl+1 > 0 sağlacak şekilde sonsuz sayıda (m,n) ∈ M ve

m,n ≥ n0 olan (m,n) vardır. Bu ise

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

xmn = L

olması ile çelişmektedir. I∗2 − limxmn = ρ ve ρ 6= L için I∗2 − limxmn = ρ olur ki bu

da çelişkidir.

Teorem 5.0.20 (X, ρ) bir metrik uzay ve x = (xmn), X de bir çift dizi olmak üzere,

a) I2 ⊂ 2N×N bir kuvvetli uygun ideal olsun.

Eğer, lim
m,n→∞

xmn = L ise, I2 − lim
m,n→∞

xmn = L,

b) I2 ⊂ 2N×N bir uygun ideal olsun. Eğer,

(i) I2 − lim
m,n→∞

xmn = L, I2 − lim
m,n→∞

ymn = K ise,

I2 − lim
m,n→∞

(xmn + ymn) = (L+K),

(ii) I2 − lim
m,n→∞

xmn = L, I2 − lim
m,n→∞

ymn = K ise,

I2 − lim
m,n→∞

(xmn.ymn) = (L.K)

dır (Das et al. 2008).
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Tanım 5.0.21 I2 ⊂ 2N×N bir uygun ideal olsun. I2 idealine ait her sayılabilir ve

karşılıklı ayrık her {A1, A2, A3, ...} ailesi için,

An4Bn ∈ I02 (n ∈ N)

(yani her bir n ∈ N için An4Bn kümesi, N×N kümesinde satır ve sütunların sonlu

bir birleşimi tarafından kapsanır) ve

B =
∞⋃
n=1

Bn ∈ I2

şartlarını sağlayan sayılabilir {B1, B2, B3, ...} ailesi varsa, I2 ideali (AP2) şartını

sağlar denir (Das et al. 2008).

Eğer, I2 ⊂ 2N×N (AP2) şartını sağlıyorsa X deki herhangi bir {xmn} çift dizisi için

I2 − limxmn = ξ ise o zaman I∗2 − limxmn = ξ dir (Teorem 5.0.22 de görülebilir).

Ancak bu durum tek diziler için farklıdır. Tek dizilerde I ve I∗−yakınsaklığın bir-

birine eşit olması için dizinin (AP ) şartını sağlaması gerekmez. Örneğin Pringsheim

anlamında yakınsaklığı sağlayan I0 idealini düşünelim. Burada açıkca görülür ki,

I ve I∗−yakınsaklık eşdeğerdir. Fakat burada Bi = {i} × N cümlelerinin, I0 a ait

olduğuna ve N×N in birer ayrışımları olduğuna dikkat edilmelidir. Eğer N×N den

herbir Bi (veya bazı Bi lerin) yalnızca sonlu elemanlarını çıkarırsak sonuç kümesi I0
a ait olmaz. Bu da I0 idealinin (AP ) özelliğini sağlamadığını gösterir.

Teorem 5.0.22 I2 ⊂ 2N×N bir uygun ideal, (X, ρ) bir metrik uzay ve x = (xmn),

X in bir çift dizisi olsun. Eğer, bu I2 ideali ( AP2) özelliğini sağlıyorsa

I2 − lim
m,n→∞

xmn = L ise I∗2 − lim
m,n→∞

xmn = L

önermesi geçerlidir (Das et al. 2008).

İspat I2 ideali (AP2) özelliğine sahip ve I2 − lim
m,n→∞

xmn = L olsun. O zaman

∀ε > 0 için,

A (ε) = {(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, L) ≥ ε} ∈ I2

dir.

A1 = {(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, L) ≥ 1} ve k ≥ 2 için
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Ak =

{
(m,n) ∈ N× N :

1

k
≤ ρ(xmn, L) <

1

k − 1

}
alalım. Açıkça görülür ki her bir i ∈ N için Ai ∈ I2 ve i 6= j için Ai ∩ Aj = ∅

dir. (AP2) özelliği gereği, her j için N×N cümlesinde, satır ve sütunların sonlu bir

birleşimi tarafından kapsanan Aj4Bj ve {Bj} dizisi vardır ve

B =
∞⋃
j=1

Bj ∈ I2

dir. Şimdi, M = N× N \B için

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

xmn = L

olduğunu ispatlayalım. η > 0 verilsin.
1

k
< η olacak şekilde k ∈ N seçelim. O zaman

{(m,n) : ρ(xmn, L) ≥ η} ⊂
k⋃
j=1

Aj

olur. Aj4Bj, j = 1, 2, ..., k satır ve sütünların sonlu bir bileşimi tarafından kap-

sandığından,(
k⋃
j=1

Bj

)
∩
{

(m,n) : m ≥ n0 ∧ n ≥ n0

}
=

(
k⋃
j=1

Aj

)
∩
{

(m,n) : m ≥ n0 ∧ n ≥ n0

}

olacak şekilde bir n0 ∈ N vardır. Eğer m,n ≥ n0 ve (m,n) 6∈ B ise (m,n) 6∈
k⋃
j=1

Bj

dir. Dolayısıyla (m,n) 6∈
k⋃
j=1

Aj olur. Bu ise ρ(xmn, L) ≥ 1

k
< η anlamına gelir.

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 5.0.23 (X, ρ) en az bir yığılma noktasına sahip ve x = (xmn), X in

elemanlarından oluşan keyfi bir çift dizi olmak üzere, her bir ξ ∈ X için,

I2 − limxmn = ξ iken I∗2 − limxmn = ξ ise, I2 ideali (AP2) özelliğine sahiptir

(Das et al. 2008).

İspat ξ ∈ X, X in bir yığılma noktası olsun. Bu durumda her bir k için zk 6= ξ

olacak şekilde X in farklı elemanlarından oluşan bir {zk}k∈N dizisi vardır ve
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ξ = lim
k→∞

zk ve {ρ(zk, ξ)}k∈N dizisi azalarak sıfıra yakınsar. k ∈ N için εk = ρ(zk, ξ)

alalım. {Aj}j∈N, I2 nın boştan farklı kümelerinin ayrık bir ailesi olsun. xmn = zj(
(m,n) ∈ Aj

)
ve xmn = ξ

(
(m,n) 6∈ Aj

)
(her bir j için) şeklinde bir x = (xmn)

dizisi tanımlayalım.

η > 0 olsun. εk < η olacak şekilde bir k ∈ N seçelim. O halde

A(η) = {(m,n) : ρ(xmn, ξ) ≥ η} ⊂ A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Ak

olur. Bundan dolayıA(η) ∈ I2 dir ve bu yüzden I2−limxmn = ξ dir. Varsayımımızdan

dolayı I∗2 − limxmn = ξ dir. O halde M = N × N \ B ∈ F (I2) olacak şekilde bir

B ∈ I2 cümlesi vardır ve

lim
m,n→∞

xmn = ξ (5.2)

dir.

j ∈ N için Bj = Aj ∩ B alalım. O zaman her bir j ∈ N için Bj ∈ I2 olur.

Diğer taraftan
∞⋃
j=1

Bj = B ∩
∞⋃
j=1

Aj ⊂ B dır. Bu durumda
∞⋃
j=1

Bj ∈ I2 olur. Eğer

Aj ∩ B, N × N in satır ve sütunlarının sonlu bir birleşimi tarafından içerilmiyorsa,

M , mk, nk → ∞ iken {(mk, nk)} elamanlarının bir sonlu dizisini içermelidir ve her

k ∈ N için xmknk
= zj 6= ξ olur bu ise (5.2) ile çelişkidir. Bundan dolayı Aj ∩ B,

N×N in satır ve sütunlarının sınırlı bir birleşimi tarafından içerilmelidir. Bu yüzden

de Aj M Bj = Aj \Bj = Aj \B = Aj ∩M nin de sonlu satır ve sütunlar tarafından

içerilmesi gerekir. Bu şartların sağlanması demek, I2 nin (AP2) özelliğine sahip

olması demektir.

Akla gelen bir diğer soru da (AP ) ile (AP2) arasındaki ilişkinin ne olduğudur.

Açıkca görülmektedir ki, (AP ) özelliğini sağlayan bir ideal (AP2) özelliğini de sağlar.

Fakat karşıtının doğru olmadığını I0 idealinde gördük. I0 ideali (AP ) özelliğini

sağlamıyorken (AP2) özelliğini sağlar. Bundan dolayı çift dizilerde (AP ) özelliğinin

aslında (AP2) den daha kuvvetli olduğu düşünülebilir. Diğer bir önemli ideal olan

Id22 = {K ⊂ N×N : d2(K) = 0} idealinin de (AP2) özelliğini sağlaması fakat (AP )

özelliğini sağlamaması bu duruma başka bir örnektir.

46



Teorem 5.0.24 Çift dizilerde Id22 −yakınsaklık, I∗d22 −yakınsaklığı kapsar (Das

et al. 2008).

İspat m,n ∈ N olmak üzere x = (xmn) çift dizisi ξ ∈ R ye Id22 yakınsasın.

A1 = {(m,n) : |xmn − ξ|} ≥ 1

ve

Ak = {(m,n) :
1

k
≤ |xmn − ξ| <

1

k − 1
}

olsun. Varsayımdan her bir k ∈ N için d2(Ak) = 0 olur. Ayrıca p ∈ N için

d2(
p⋃

k=1

Ak) = 0 olduğu gözlenebilir. p ∈ N, n ≥ Tp ve m ≥ Tp için,

1

m.n

∣∣∣{(j, k) : j ≤ m ∧ k ≤ n ∧ (j, k) ∈
p⋃
i=1

Ai}
∣∣∣ < 1

p

olacak şekilde bir Tp doğal sayısı alalım. Açıkca söyleyebiliriz ki {Tp} dizisi artandır.

p ∈ N için Cp =
{

(j, k) : Tp ≤ min{j, k} < Tp+1

}
, Dp = Cp∩

p⋃
i=1

Ai ve D =
∞⋃
p=1

Dp

olsun. d2(D) = 0 olduğunu göstermeliyiz. Gerçekten
1

p
< η olacak şekilde, η > 0 ve

p ∈ N varsa, o halde (m,n) ∈ Cp için,

(
{1, 2, ...,m} × {1, 2, ..., n}

)
∩D ⊂

(
{1, 2, ...,m} × {1, 2, ..., n}

)
∩

p⋃
i=1

Ai

mevcuttur. Bundan dolayı,

1

m.n

∣∣∣{(j, k) : j ≤ m ∧ k ≤ n ∧ (j, k) ∈ D}
∣∣∣ < 1

p

olan n ve m ler için, d2(D) = 0 dır.

Aynı zamanda, n ≥ Tp, m ≥ Tp, (m,n) 6∈ D için |xmn − ξ| <
1

p
dir. Dolayısıyla

x = (xmn), ξ ye I∗d22 −yakınsaktır. Bundan dolayı Id22 , (AP2) özelliğine sahiptir.

Şimdi, Id22 nin (AP ) özelliğini sağlamadığını gösterelim,

Öncelikle
∞⋃
p=1

Ep = N olacak şekilde N in alt kümelerinden, sıfır yoğunluklu,

{Ep} dizisini alalım. p ∈ N için Ap = Ep×N alalım. d2(Ap) = 0 olduğu kolayca

görülür. {Bp}, card(Ap M Bp) < ℵ0 olacak şekilde N×N in alt kümelerinden oluşan
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keyfi bir dizi olsun. O halde, Bp ⊃ Ap \ Fp olacak şekilde sınırlı cümlelerin bir {Fp}

dizisi vardır. Şimdi, d2(
∞⋃
p=1

Bp) 6= 0
(

Aslında d2
( ∞⋃
p=1

(Ap \ Fp)
)

= d2
( ∞⋃
p=1

(Bp)
)

= 1
)

olduğunu göstermeliyiz. Keyfi bir m doğal sayısı alalım. Şimdi, her bir η > 0 için

n ≥ m ve

1

m.n

∣∣∣{(j, k) : j ≤ m ∧ k ≤ n ∧ (j, k) ∈
∞⋃
p=1

(Ap \ Fp)
}∣∣∣ > 1− η

olacak şekilde n ∈ N olduğunu göstermeliyiz.

Bunun için önce, (
∞⋃
p=1

Ei = N)
p0⋃
i=1

Ei ⊃ {1, 2, ...,m} olduğundan olacak şekilde

p0 ∈ N seçelim. Bu durumda,
p0⋃
i=1

⊃ {1, 2, ...,m} × N olur. Bundan dolayı,

p0⋃
i=1

(Ai \ Fi) ⊃
(
{1, 2, ...,m} × N

)
\ F

(F sonlu bir küme) dir. O halde her bir n ∈ N için

(
{1, 2, ...,m} × {1, 2, ..., n}

)
∩

∞⋃
i=1

(Ai \ Fi)

⊃
(
{1, 2, ...,m} × {1, 2, ..., n}

)
∩

p0⋃
i=1

(Ai \ Fi)

⊃
(
{1, 2, ...,m} × {1, 2, ..., n}

)
\ F

dir (F , n ye bağlı değil).

Yeterince büyük n ∈ N için (n ≥ m),

1

m.n

∣∣∣({1, 2, ...,m} × {1, 2, ..., n}) ∩ ∞⋃
i=1

(Ai \ Fi)
∣∣∣ > 1− η

eşitsizliği geçerlidir. Bu ise, d2(
∞⋃
p=1

Bp) = 1 dolayısıyla
∞⋃
p=1

Bp 6∈ Id22 anlamına gelir.

Bu da Id22 nin (AP ) özelliğini sağlamadığını gösterir.

Tanım 5.0.25 x = (xmn) reel veya kompleks terimli bir çift dizi olmak üzere,

{(m,n) : |xmn| > M} ∈ I2 olacak şekilde bir reel M > 0 sayısı varsa, x = (xmn)

dizisi I2−sınırlıdır denir (Das and Malik 2008).
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I2−yakınsak olan bir çift dizinin sınırlı olmak zorunda olmadığını örneklendirirsek;

I2 idealini I02 ideali olarak alalım. x = (xmn) çift dizisini

xmn =

 m , n = 1

1 , n 6= 1

olarak tanımlarsak, x = (xmn) dizisinin sınırsız, fakat I02 − lim
m,n−→∞

xmn = 1 olduğu

görülür.

Tanım 5.0.26 x = (xmn) bir çift dizi olsun. Eğer her ε > 0 için

{(m,n) ∈ N× N : |xmn − xst| ≥ ε} ∈ I2

olacak şekilde s = s(ε), t = t(ε) ∈ N varsa x = (xmn) dizisine I2−Cauchy dizisi

denir (Triphaty and Triphaty 2005).

Tanım 5.0.27 I2 ⊂ 2N×N ve I ⊂ 2N birer gerçek ideal olsun. Bir x = (xmn) çift

dizisi, eğer l noktasına I2−yakınsak ve her ε > 0 için

i) Herbir n ∈ N ve bazı Ln ∈ C için {m ∈ N : |xmn − Ln| ≥ ε} ∈ I ve

ii) Herbir m ∈ N ve bazı Km ∈ C için {n ∈ N : |xmn −Km| ≥ ε} ∈ I

ise x = (xmn) dizisi regüler ideal yakınsaktır denir ve r(I2, I) − lim
m,n→∞

xmn = l ile

gösterilir (Triphaty and Triphaty 2005).

Tanım 5.0.28 (X, ρ) bir metrik uzay, I2 ⊂ 2N×N bir kuvveetli uygun ideal ve

x = (xmn), X uzayında bir çift dizi olsun.

β ∈ X olmak üzere bir M ⊂ N× N ve M 6∈ I2 için

P − lim
m,n→∞

xmn = β
(
(m,n) ∈M

)
oluyorsa, β noktasına x = (xmn) dizisinin bir I2−limit noktasıdır denir (Das and

Malik 2008).

Bir x = (xmn) dizisinin tüm Pringsheim limit noktaları kümesi ve I2 limit nokta-

ları kümesi sırasıyla L2
x ve I2(Λx) ile gösterilir. Şimdi L2

x ve I2(Λx) kavramlarının

birbirlerinden son derece farklı olduklarını aşağıda bir örnekle açıklayalım.
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Örnek 5.0.29 Id22 = {A ⊂ N× N : d2(A) = 0} olsun. x = (xmn) dizisini

xmn =

 1 , m=n

n , diğer durumlar

şeklinde tanımlayalım.

Burada L2
x = {1} olduğu ancak I2−limit noktasının olmadığı görülür. Yani

I2(Λx) =∞ dur.

Tanım 5.0.30 (X, ρ) bir metrik uzay ve x = (xmn), X uzayında bir çift dizi olsun.

Her ε > 0 için,

{(m,n); ρ(xmn, α) < ε} 6∈ I2

oluyorsa α ∈ X elemanına x = (xmn) dizisinin I2−yığılma noktası denir.

Bir x = (xmn) dizisinin tüm I2−yığılma noktaları kümesi I2(Γx) ile gösterilir. Şimdi

I2(Λx) ile I2(Γx) arasındaki ilişkiyi inceleyelim.

Teorem 5.0.31 I2 bir kuvvetli uygun ideal olsun. (X, d) uzayındaki herhangi bir

x = (xmn) çift dizisi için I2(Λx) ⊂ I2(Γx) kapsaması geçerlidir.

İspat α ∈ I2(Λx) olsun. Bu durumda

P − lim
jm,jn

xjmjn = α (5.3)

olacak şekilde bir M = {(jm, jn) ∈ N×N; j, k ∈ N} 6∈ I2 kümesi vardır. ε > 0 olsun.

(5.3) den jm ≥ n0, jn ≥ n0 olacak şekilde bir n0 ∈ N bulunabilir ve d(xjmjn , α) < ε

dur. O halde

{(m,n) : d(xmn, α) < ε} ⊃M \ {(jm, jn), jm ≤ (n0 − 1) veya jn ≤ (n0 − 1)}

dır. I2 kuvvetli uygun ideal olduğundan,

{(m,n) : d(xmn, α) < ε} 6∈ I2

olur. Bu ise α ∈ I2(Γx) anlamına gelir. Böylelikle ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 5.0.32 I2 ⊂ 2N×N bir kuvvetli uygun ideal olsun. Bu durumda,

i) (X, d) deki herbir x = (xmn) çift dizisi için, I2(Γx), X de kapalıdır.

ii) (X, d) ayrılabilir bir metrik uzay olmak üzere, Ak ⊂ N×N ve Ak 6∈ I2; k ∈ N

olacak şekilde (Ak) de α diye ayrışabilen bir dizi bulunabilir. Her bir kapalı

P ⊂ X kümesi için P = I2(Γx) olacak şekilde x = (xmn) çift dizisi mevcuttur.
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5.1 I2−Alt ve Üst Limit

Tek dizilerde I−limit supremum ve infimum kavramlarının tanım ve bir takım

özelliklerini önceki bölümde vermiştik. Bu kısımda tek dizilerdeki bu kavramların

çift dizilerdeki karşılıklarından söz edeceğiz.

Tanım 5.1.1 I2 ⊂ 2N×N kuvvetli uygun ideal olsun. Reel değerli x = (xmn) dizisi

için,

Bx = {b ∈ R; {(m,n);xmn > b} 6∈ I2}

ve

Ax = {a ∈ R; {(m,n);xmn < a} 6∈ I2}

olsun. Bu durumda, I2−limit supremum ve I2−limit infumum aşağıdaki gibidir.

I2 − lim supx =

 supBx , Bx 6= ∅

−∞ , Bx = ∅

I2 − lim inf x =

 supAx , Ax 6= ∅

∞ , Ax = ∅

Eğer I2 = I02 alınırsa, I2−limit supremum ve I2−limit infimum, P−limit supremum

ve P−limit infimum Patterson (1999) ile çakışır.

Teorem 5.1.2 β = I2 − lim supxmn ⇔ ε > 0 için,

{(m,n) ∈ N× N : xmn > β − ε} 6∈ I2

ve

{(m,n) ∈ N× N : xmn > β + ε} ∈ I2

dir (Gürdal ve Şahiner 2008).

İspat Öncelikle gerekliliği gösterelim;

ε > 0 verilsin. β + ε > β olduğundan, (β + ε) 6∈ {t : Mt 6∈ I2} ve

{(m,n) ∈ N × N : xmn > β + ε} ∈ I2 dir. Benzer şekilde, β − ε < β olduğundan,

β − ε < t
′
< β ve t

′ ∈ {t : Mt 6∈ I2} olacak şekilde bir t
′

vardır. Bundan dolayı
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{(m,n) ∈ N× N : xmn > t
′} 6∈ I2

ve

{(m,n) ∈ N× N : xmn > β − ε} 6∈ I2

dir. Şimdi yeterliliği ispatlayalım;

ε > 0 ve (β + ε) 6∈ {t : Mt 6∈ I2} ve I2 − lim supxmn ≤ β + ε dır. Diğer yandan

I2− lim supxmn ≥ β−ε olduğunu biliyoruz. Bu da demektir ki I2− lim supxmn = β

dır. Gösterilmek istenilen gösterilmiştir.

Teorem 5.1.3 α = I2 − lim inf xmn ⇔ ε > 0 için,

{(m,n) ∈ N× N : xmn < α + ε} 6∈ I2

ve

{(m,n) ∈ N× N : xmn < α− ε} ∈ I2

dir (Gürdal ve Şahiner 2008).

Teorem 5.1.4 Reel değerli her x = (xmn) dizisi için

I2 − lim inf xmn ≤ I2 − lim supxmn

eşitsizliği geçerlidir (Gürdal ve Şahiner 2008).

İspat Herhangi reel değerli bir x = (xmn) çift dizisi için üç olası durum söz konusudur.

1) I2 − lim supxmn = +∞. Bu durumda

I2 − lim inf xmn ≤ I2 − lim supxmn

olduğu açıktır.

2) I2 − lim supxmn = −∞. Bu durumda,

t ∈ R⇒Mt ∈ I2 ve t ∈ R⇒M t 6∈ I2

dir. Böylece,

I2 − lim inf xmn = inf{t : M t 6∈ I2} = inf R = −∞
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ve

I2 − lim inf xmn ≤ I2 − lim supxmn

olur.

3) −∞ < I2 − lim supxmn < +∞. Bu durumda ise,

β = I2 − lim supxmn

olacak şekilde bir β ∈ R vardır. Herhangi bir t ∈ R için,

β < t⇒Mt ∈ I2 ve M t 6∈ I2

dir. Bu ise

I2 − lim inf xmn = inf{t : M t 6∈ I2} ≤ β

anlamına gelir.

Teorem 5.1.5 Reel değerli her x = (xmn) dizisi için,

P − lim inf x ≤ I2 − lim inf x

eşitsizliği geçerlidir (Das and Malik 2008).

İspat Eğer P − lim inf x = −∞ ise P − lim inf x ≤ I2 − lim inf x olduğu açıktır.

Şimdi P − lim inf x = α > −∞ olsun. O zaman, αk = inf{xmn;n ≥ k} olmak üzere

α = supk αk dir. Bundan dolayı,

{(m,n);xmn < αk} ⊂ {(m,n),m ≤ (k − 1) ya da n ≤ (k − 1)}

dir. I2, kuvvetli uygun ideal olduğundan,

{(m,n),m ≤ (k − 1) ya da n ≤ (k − 1)} ∈ I2

dir. Bu yüzden {(m,n);xmn < αk} ∈ I2 dir.

Şimdi Ax = {α ∈ R; {(m,n);xmn < α} 6∈ I2} olmak üzere β = I− lim inf x = inf Ax

alalım. β < αk iken β ≤ α
′
< αk olacak şekilde bir α

′ ∈ Ax bulunabilir. Ancak,

{(m,n);xmn < α
′} ⊂ {(m,n);xmn < αk} ∈ I2
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dir. Bu durumda α
′ 6∈ Ax olur ki bu da çelişkidir. Tüm k lar için β ≥ αk dir. O

halde,

α ≤ β, yani P − lim inf x ≤ I2 − lim inf x

olur. Benzer şekilde

I2 − lim supx ≤ P − lim supx

olduğu gösterilebilir. Bu iki sonucu ve Teorem 5.1.4 ü kullanarak istenilen sonuç

elde edilmiş olur.

Teorem 5.1.6 Reel değerli x = (xmn) çift dizisinin Pringsheim anlamında

I2−yakınsak olması için gerek ve yeter şart,

I2 − lim supxmn = I2 − lim inf xmn

olmasıdır (Gürdal ve Şahiner 2008).

İspat Gerekliliği ispatlayalım; L = I2 − limxmn olsun. O halde,

{(m,n) ∈ N× N : xmn > L+ ε} ∈ I2

ve

{(m,n) ∈ N× N : xmn < L− ε} ∈ I2

dir. Herhangi bir t ≥ L+ ε ve t
′
< L− ε için, Mt ve M t

′
cümleleri I2 ye aittir. Bu

durumda

sup{t : Mt 6∈ I2} ≤ L+ ε ve inf{t′ : M t
′

6∈ I2} ≥ L− ε

sonuçlarını çıkarabiliriz. O halde L = I2 − lim supxmn = I2 − lim inf xmn olur.

Yeterliliği ispatlayalım; ε > 0 ve L = I2 − lim supxmn = I2 − lim inf xmn olsun.

{(m,n) ∈ N× N : |xmn − L| ≥ ε} ⊆ {(m,n) ∈ N× N : xmn > L+ ε}

∪ {(m,n) ∈ N× N : xmn < L− ε}

olduğundan L = I2 − limxmn sonucuna varırız.
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Şimdi bir sonraki teoremin ispatında bize yardımcı olacak aşağıdaki tanımı verelim.

Tanım 5.1.7 Bir reel veya kompleks terimli x = (xmn) dizisi alalım ve her reel

G > 0 olsun.

{(m,n);xmn ≤ G} ∈ I2

veya

{(m,n);xmn ≥ −G} ∈ I2

olduğunda x = (xmn) dizisi ∞ (veya −∞) a I2−yakınsaktır denir (Das and Malik

2008).

Teorem 5.1.8 Eğer I2 − lim supx = p ise o zaman x = (xmn) nın p ye

I2−yakınsak olan bir alt dizisi vardır (Das and Malik 2008).

İspat I2 ⊂ 2N×N bir kuvvetli uygun ideal ve ∅ ∈ I2 olduğundan, m,n; N nin

sınırsız alt kümelerinde değiştiğinde x = (xmn) sabit olmayan çift dizisini (xmn) ler

birbirinden farklı olacak şekilde seçecegiz,

p nin üç olasılığı vardır;

i) p = −∞

ii) p =∞

iii) −∞ < p <∞

Şimdi bu olası durumları inceleyelim;

i) p = −∞ olduğunda Bx = ∅ olur. O halde herhangi bir M > 0

için, {(m,n);xmn ≥ −M} ∈ I2 olur. Bu da gösterir ki I2 − limx = −∞ olur.

ii) p =∞ olduğunda Bx = R olur. Bundan dolayı herhangi bir b ∈ R için,

{(m,n);xmn > b} 6∈ I2

olur. xk1j1 , x = (xmn) nın keyfi bir elemanı ve

Ak1j1 = {(m,n) : xmn > xk1j1 + 1}
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olsun. O zaman Ak1j1 6∈ I2 olur. Bu yüzden Ak1j1 6= ∅ dir ve k2 > k1, j2 > j1

olacak şekilde bir (k2, j2) ∈ Ak1j1 vardır. Aksi halde,

Ak1j1 ⊂ {(m,n) : m ≤ k1 veya n ≤ j1} ∈ I2

olur ki bu da çelişkidir.

Bu şekilde işlemler yapılarak, tüm n > 1 için xknjn > xkn−1jn−1 + 1 eşitsizliğini

sağlayan x′ = (xknjn) alt dizisi elde edilebilir. O zaman, I2 bir kuvvetli uygun

ideal olduğundan herhangi bir L > 0 için,

{(kn, jn) : xknjn ≤ L} ∈ I2

olur. Bundan dolayı, I2 − limx′ =∞ dur.

iii) −∞ < p < ∞ olduğunda Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.1.3 den

{(m,n) : xmn > p− 1} 6∈ I2 olduğunu söyleyebiliriz. O halde

{(m,n) : xmn > p− 1} 6= ∅

dir. Şimdi,

xk1j1 ≤ p+
1

2
için {(m,n) : xmn > p− 1}

en az bir (k1, j1) elamanı vardır. Aksi halde

{(m,n) : xmn > p− 1} ⊂ {(m,n) :> p+
1

2
} ∈ I2

olur ki bu da bir çelişkidir. Bundan dolayı,

p− 1 < xk1j1 ≤ p+
1

2
< p+ 1

dir. Şimdi k2 > k1, j2 > j1 ve p − 1

2
< xk2j2 < p +

1

2
şartlarını sağlayacak

şekilde x = (xmn) den bir xk2j2 elemanı seçelim. Bu durumda

xmn > p − 1

2
eşitsizliğini sağlayacak m > k1, n > j1 olacak şekilde en az bir

(m,n) bulabiliriz. Aksi halde,

{
(m,n) : xmn > p− 1

2

}
⊂
{
m ≤ k1 veya n ≤ j1

}
∈ I2

olur ki bu da Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.1.3 e göre çelişkidir. O halde,
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A′k1j1 =
{

(m,n) : m > k1, n > j1 ve xmn > p− 1

2

}
6= ∅

dir. Şu halde iddia ediyoruz ki, xmn < p +
1

2
olacak şekilde en az bir

(m,n) ∈ A′k1j1 vardır. Aksi halde,

A′k1j1 ⊂
{

(m,n) : xmn ≥ p+
1

2

}
⊂
{

(m,n) : xmn ≥ p+
1

4

}
dir. Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.1.3 den

{
(m,n) : xmn ≥ p+

1

4

}
∈ I2

dir. O halde A′k1j1 ∈ I2 dir. Tekrar görüyoruz ki,

{
(m,n) : xmn > p− 1

2

}
⊂
{
m ≤ k1 veya n ≤ j1

}
∪ A′k1j1

olur ve I2 bir kuvvetli uygun ideal olduğundan, sağ tarafları birleştirdiğimizde{
(m,n) : xmn > p− 1

2

}
∈ I2 elde ederiz ki bu da Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.1.3

e göre çelişkidir. O halde iddiamızı göstermiş olduk. Şimdi m = k2 ve n = j2

alalım. Böylece,

p− 1

2
< xk2j2 < p− 1

2

olacak şekilde k2 > k1, j2 > j1 vardır. Bu şekilde devam edilirse, herbir n için,

p− 1

n
< xknjn < p− 1

n

olacak şekilde kn > kn−1, jn > jn−1 olacak şekilde x in bir x′ = (xknjn) alt dizisi

bulunabilir. Bu x′ dizisi p ye P−yakınsaktır. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 5.1.9 I2− lim inf x = j olmak üzere x = (xmn) çift dizisinin j ye yakınsak

olan bir alt dizisi vardır (Das and Malik 2008).

Şimdi vereceğimiz örnek çift dizilerde I2−limit noktası ile I2−limit supremum un

son derece farklı kavramlar olduğunu gösterir.
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Örnek 5.1.10 Id22 = {A ⊂ N×N : d2(A) = 0}, N×N üzerinde non-trivial (aşikar

olmayan) bir ideal olsun.

Ap = {2p−1(2k − 1) : k ∈ N}, p = 1, 2, ...

olmak üzere, açıkca görülür ki; Ap ∩ Aq = ∅ (p 6= q) dir. Şimdi, Dpq = Ap × Aq

alalım.

Dpq ∩Drs = ∅
(
(p, q) 6= (r, s)

)
ve

d2(Dpq) =
1

2p2q
(p, q = 1, 2, ...)

dir. xmn = 1− 1

pq
, (m,n) ∈ Dpq (p, q = 1, 2, ...) şeklinde bir çift dizi tanımlayalım.

(1− 1

pq
) nun herbir değeri x = (xmn) dizisinin bir Id22 −limit noktasıdır. Bu durumda

I2−limit supremum tanımından Id22 − lim supx = 1 dir.

Şimdi x = (xmn) dizisinin Id22 −limit noktasının 1 olmadığını gösterelim;

M 6∈ Id22 ve M = {(mj,mk) : j, k ∈ N} ⊂ N× N olacak şekilde bir M vardır. ve

lim
mj ,mk

xmj ,mk
= 1 (5.4)

dir. x = (xmn) dizisinin tanımından ve (5.4) den

M ∩Dpq = {(j, k) : j ≤ r ya da k ≤ r}, (p, q = 1, 2, ...)

olacak şekilde r ∈ N vardır.

N× N =
∞⋃

p,q=1

Dpq olduğunda her bir k için,

M =

(
k⋃

p,q=1

(Dpq ∩M)

)⋃(
k⋃
p=1

∞⋃
q=k+1

(Dpq ∩M)

)
⋃(

k⋃
q=1

∞⋃
p=k+1

(Dpq ∩M)

)⋃(
∞⋃

p,q=k+1

(Dpq ∩M)

)

dir. Şimdi,

Ep =
∞⋃

q=k+1

(Dpq ∩M), Eq =
∞⋃

p=k+1

(Dpq ∩M) ve
∞⋃

p,q=k+1

(Dpq ∩M)
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seçtiğimizde,

d2(M) ≤
k∑

p,q=1

d2(M ∩Dpq) +
k∑
p=1

d2(Ep) +
k∑
q=1

d2(Eq) + d2(E)

dir. Ep ⊂ {(s, q) : q, 2k nın katı} olduğundan, d2(Ep) ≤ 2−k dır. Benzer şekilde,

d2(Eq) ≤ 2−k ve d2(E) ≤ 2−2k dır. Bu eşitsizlikten dolayı, her bir k = 1, 2, ... için

d2(M) = 0 olduğu görülür. Bu ise M 6∈ Id22 olduğundan dolayı çelişkidir. Böylece

1, x = (xmn) çift dizisinin bir Id22 −limit noktası değildir.

Böylelikle x = (xmn) çift dizisinde Id22 = 1 iken, Id22 −limit noktasının olmadığını

görürüz (Das and Malik 2008).

Teorem 5.1.11 x = (xmn) reel değerli sınırlı bir çift dizi olmak üzere;

I2 − lim supx = max I2(Γx)

dir (Das and Malik 2008).

İspat I2 − lim supx = a olsun. a′ = a olacak şekilde bir a′ sayısı aldığımızda,

Bx = {b ∈ R : {(m,n) : xmn > b} 6∈ I2}

olmak üzere, a = supBx olur. Şimdi a < a′ − ε < a′ eşitsizliğini sağlayan ε seçelim.

a′ − ε 6∈ Bx olduğundan,

{(m,n) : xmn > a′ − ε} ∈ I2}

şeklindedir. I2−yığılma noktası tanımından a′ 6∈ I2(Γx) dır. Böylece a dan daha

büyük olan hiçbir sayı x çift dizisinin I2−yığılma noktası olamaz.

Şimdi a ∈ I2(Γx) olduğunu gösterelim. ε > 0 olsun. I2−limit supremum tanımından,

a− ε < r ≤ a olacak şekilde bir r ∈ Bx vardır. O halde,

{(m,n) : xmn > r} 6∈ I2} (5.5)

a+
ε

2
6∈ Bx olduğundan,

{(m,n) : xmn > a+
ε

2
} ∈ I2} (5.6)
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(5.5) ve (5.6) den

{(m,n) : |xmn − a| < ε} 6∈ I2} ve a ∈ I2(Γx)

dir.

Teorem 5.1.12 x = (xmn) reel değerli sınırlı bir çift dizi olmak üzere;

I2 − lim inf x = min I2(Γx)

dir (Das and Malik 2008).
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5.2 Regüler Anlamda İdeal Yakınsaklık ve İdeal Cauchy

Çift dizilerde Pringsheim anlamda ve regüler anlamda I2 ile I∗2−yakınsaklık çeşitlerini

ve Cauchy ile ilgili kavramları Dündar (2010) doktora tezinde çalışmıştır.

Teorem 5.2.1 (X, ρ) lineer bir metrik uzay ve I2 ⊂ 2N×N, (AP2) özelliğine sahip

kuvvetli bir uygun ideal olsun. x = (xmn), X uzayının bir çift dizisi ve L ∈ X

alalım. θ, X uzayının sıfır vektörünü göstermek üzere, aşağıdaki şartlar denktir.

i) I2 − lim
m,n→∞

xmn = L,

ii) x = y + z olacak biçimde

suppz =
{

(m,n) ∈ N× N : zmn 6= θ
}
∈ I2

ve

lim
m,n→∞

ρ(ymn, L) = 0

şartlarını yerine getiren y = (ymn) ve z = (zmn) dizileriX uzayında bulunabilir.

İspat (i)⇒ (ii) : I2− lim
m,n→∞

xmn = L olmak üzere, I2 ideali (AP2) şartını sağlayan

kuvvetli bir uygun ideal olduğundan Teorem 5.0.22 gereği bir M ∈ F (I2) (yani,

H = N× N \M ∈ I2) için,

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

ρ(xmn, L) = 0

olur. Her m,n ∈ N için,

ymn =

 xmn , (m,n) ∈M

L , (m,n) ∈ N× N \M
(5.7)

ve

zmn = xmn − ymn, m, n ∈ N (5.8)

olacak şekilde, (ymn) ve (zmn) dizileri alalım. Bu durumda (5.7) eşitliğinden,

lim
m,n→∞

ρ(ymn, L) = 0

ve {
(m,n) ∈ N× N : xmn 6= ymn

}
⊂ N× N \M ∈ I2
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olduğundan ve (5.8) den,

{
(m,n) ∈ N× N : zmn 6= θ

}
∈ I2

sağlanır ve tekrar (5.8) den

x = y + z

bulunabilir. Böylelikle istenilen gösterilmiştir.

(ii)⇒ (i): x = y + z olacak şekilde

suppz = {(m,n) ∈ N× N : zmn 6= θ} ∈ I2

ve

lim
m,n→∞

ρ(ymn, L) = 0

şartlarını yerine getiren y = (ymn) ve z = (zmn) dizileri X uzayında bulunabilsin.

N× N çarpımının bir alt cümlesi,

M = {(m,n) ∈ N× N : zmn = θ}

olsun.

suppz = {(m,n) ∈ N× N : zmn 6= θ} ∈ I2

olmasından dolayı, M ∈ F (I2) ve (m,n) ∈M için, xmn = ymn olup

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

ρ(xmn, L) = 0

bulunabilir. Bu takdirde,

I∗2 − lim
m,n→∞

xmn = L

olur. Bu durumda Teorem 5.0.18 den biliyoruz ki ,

I2 − lim
m,n→∞

xmn = L

olur. İspat tamamlanmıştır.
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Sonuc. 5.2.2 I2 ⊂ 2N×N, kuvvetli uygun idealini ve (X, ρ) metrik uzayını alalım.

x = (xmn), X uzayının bir çift dizisi ve L ∈ X olmak üzere,

I2 − lim
m,n→∞

xmn = L

olması için gerek ve yeter şart,

lim
m,n→∞

ρ(ymn, L) = 0 ve I2 − lim
m,n→∞

zmn = θ

olmak üzere,

xmn = ymn + zmn (5.9)

eşitliğini sağlayacak şekilde y = (ymn) ve z = (zmn) dizilerinin X uzayında bulun-

abilmesidir

İspat I2 − lim
m,n→∞

xmn = L kabulümüz olsun. z = (zmn) dizisi (5.8) eşitliği ve

y = (ymn) dizisi (5.7) eşitliği ile tanımlansın. Bu durumda

lim
m,n→∞

ymn = L

ve I2 kuvvetli bir uygun ideal olduğundan dolayı,

I2 − lim
m,n→∞

ymn = L

olur. Teorem 5.0.20 ve (5.8) den

I2 − lim
m,n→∞

zmn = θ

olur. Aksine,

lim
m,n→∞

ρ(ymn, L) = 0 ve I2 − lim
m,n→∞

zmn = θ

olmak üzere, (5.9) eşitliğini alalım. I2 kuvvetli bir uygun ideal olduğundan,

I2 − lim
m,n→∞

ymn = L

olup Teorem 5.0.20 ve (5.9) dan,

I2 − lim
m,n→∞

xmn = L

bulunur.
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Dikkat edilmelidir ki, Teorem 5.2.1 in ispatında, eğer (ii) sağlanırsa, bu durumda

I2 idealinin (AP2) özelliğini sağlamasına gerek yoktur. Gerçekten de, I2, (AP2)

özelliğine sahip olmayan bir ideal olsun ve

xmn = ymn + zmn, lim
m,n→∞

ρ(ymn, L) = 0 ve sup pz ∈ I2 (5.10)

alalım. I2 bir kuvvetli uygun ideal olduğundan dolayı,

I2 − lim
m,n→∞

ymn = L

ve ∀ε > 0 için,

{(m,n) ∈ N× N : ρ(zmn, 0) ≥ ε} ⊂ {(m,n) ∈ N× N : zmn 6= θ} ∈ I2

dir. O halde,

I2 − lim
m,n→∞

zmn = θ

olup (5.10) dan,

I2 − lim
m,n→∞

xmn = L

bulunur.

Tanım 5.2.3 (X, ρ) lineer bir metrik uzay ve I2 ⊂ 2N×N kuvvetli uygun ideal olmak

üzere, X uzayının bir x = (xmn) dizisini alalım.

Her ε > 0 sayısı için (m,n), (s, t) ∈M ve m,n, s, t > k0 = k0(ε) alındığında,

ρ(xmn, xst) < ε

olacak şekilde bir M ∈ F (I2) (yani H = N × N \M ∈ I2) cümlesi ve k0 = k0(ε)

doğal sayısı mevcutsa x = (xmn) çift dizisi X uzayında I∗2−Cauchy dizisidir denir.

Teorem 5.2.4 (X, ρ) lineer bir metrik uzay ve I2 ⊂ 2N×N kuvvetli uygun ideal

olmak üzere, eğer X uzayında bir x = (xmn) çift dizisi I∗2−Cauchy dizisi ise

I2−Cauchy dizisidir.

İspat x = (xmn) çift dizisi I∗2−Cauchy dizisi olsun. O halde her ε > 0 sayısı için

(m,n), (s, t) ∈M ve m,n, s, t > k0 = k0(ε) alındığında,

ρ(xmn, xst) < ε
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olacak şekilde bir M ∈ F (I2) yani H = N × N \ M ∈ I2 cümlesi bulunabilir.

Buradan,

A(ε) = {(m,n) ∈ N × N : ρ(xmn, xst) ≥ ε}

⊂ H ∪
[
M ∩

(
({1, 2, 3, ..., (k0 − 1)} × N

)
∪
(
N× {1, 2, 3, ..., (k0 − 1)})

)]
bulunabilir. I2 kuvvetli bir uygun ideal olduğundan dolayı,

H ∪
[
M ∩

(
({1, 2, 3, ..., (k0 − 1)} × N

)
∪
(
N× {1, 2, 3, ..., (k0 − 1)})

)]
∈ I2

olup, idealin tanımından dolayı A(ε) ∈ I2 olduğu görülebilir. Bu ise, x = (xmn)

dizisinin bir I2−Cauchy dizisi olduğu anlamına gelir.

Teorem 5.2.5 (X, ρ) lineer bir metrik uzay ve I2 ⊂ 2N×N kuvvetli uygun ideal

olmak üzere, eğer X uzayında bir x = (xmn) çift dizisi I2−yakınsak ise I2−Cauchy

dizisidir.

İspat L noktasına I2−yakınsak olan bir x = (xmn) çift dizisi alalım. O halde ε > 0

için

A
(ε

2

)
=
{

(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, L) ≥ ε

2

}
∈ I2

olur. I2 kuvvetli bir uygun ideal olduğundan boştan farklı ve F (I) sınıfına ait

Ac
(ε

2

)
=
{

(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, L) <
ε

2

}
cümlesinin varlığından söz edilebilir. A( ε

2
) cümlesine ait olmayan k, l sayıları için,

ρ(xkl, L) <
ε

2

olur. Şimdi,

B(ε) = {(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, xkl) ≥ ε}

cümlesini tanımlayalım ve

B(ε) ⊂ A
(ε

2

)
olduğunu ispatlayalım.

(m,n) ∈ B(ε) alalım. O halde (k, l) 6∈ A( ε
2
) için,

ε ≤ ρ(xmn, xkl) ≤ ρ(xmn, L) + ρ(xkl, L)

< ρ(xmn, L) +
ε

2
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bulunur. Bu durumda
ε

2
< ρ(xmn, L)

ve dolayısıyla (m,n) ∈ A( ε
2
) olduğu anlamına gelir. Buna göre

B(ε) ⊂ A(
ε

2
)

kapsamasından söz edilebilir.

A( ε
2
) ∈ I2 olduğundan ve idealin tanımından dolayı B(ε) ∈ I2 dir. O halde

x = (xmn) çift dizisi bir I2−Cauchy dizisidir.

Teorem 5.2.6 (X, ρ) lineer bir metrik uzay ve I2 ⊂ 2N×N (AP2) şartını sağlayan

kuvvetli uygun bir ideal iken, I∗2−Cauchy dizisi ile I2−Cauchy dizi kavramları

çakışır.

İspat Bir dizinin (AP2) şartına ihtiyaç duymadan I∗2−Cauchy dizisi ise I2−Cauchy

dizisi olduğunu daha önce gösterdik. Şimdi bu durumun tersini gösterelim;

x = (xmn), I2−Cauchy dizisi olsun. Tanımdan, her ε > 0 için,

A(ε) = {(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, xst) ≥ ε} ∈ I2

önermesini sağlayan s = s(ε), t = t(ε) ∈ N sayılarının varlığından söz edilebilir.

si = s(1
i
), ti = t(1

i
) olmak üzere,

Pi = {(m,n) ∈ N× N : ρ(xmn, xsiti) ≤
1

i
}, (i = 1, 2, ...)

olsun. i = 1, 2, ... için P (i) ∈ F (I2) olduğu açıkca görülebilir. I2 kuvvetli bir uygun

ideal olduğundan, her bir i = 1, 2, ... için P \ Pi cümleleri sonlu adette satır ve

sütunlardan oluşan ve P ∈ F (I2) olan bir P ⊂ N× N in varlığından söz edilebilir.

ε > 0 ve j >
2

ε
olacak şekilde j ∈ N alalım. Eğer, (m,n), (s, t) ∈ P ise bu durumda

P \ Pi sonlu satır ve sütundan ibaret olan bir cümle olduğundan, m,n, s, t > k(j)

iken (m,n), (s, t) ∈ Pj olacak şekilde k = kj sayısının varlığından söz edilebilir. O

halde, tüm m,n, s, t > k(j) için,

ρ(xmn, xsjtj) <
1

j
, ρ(xst, xsjtj) <

1

j
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eşitsizlikleri sağlanır. Böylece m,n, s, t > k(j) için,

ρ(xmn, xst) ≤ ρ(xmn, xsjtj) + ρ(xst, xsjtj)

<
1

j
+

1

j
=

2

j
< ε

olur. Buradan, her ε > 0 için, (m,n), (s, t) ∈ P ve m,n, s, t > k(ε) olduğunda

ρ(xmn, xst) < ε

eşitsizliğini sağlayacak bir k = k(ε) bulunabilir. Bu ise x = (xmn) ∈ X dizisinin

I∗2−Cauchy dizisi olduğunu gösterir.

Tanım 5.2.7 I2 ⊂ 2N×N ve I ⊂ 2N birer gerçek ideal olsun. Bir x = (xmn) çift

dizisi, eğer l noktasına I2-yakınsak ve her ε > 0 için,

i) Her bir n ∈ N ve bazı Ln ∈ C için,

{m ∈ N : |xmn − Ln| ≥ ε} ∈ I2,

ii) Her bir m ∈ N ve bazı Km ∈ C için,

{m ∈ N : |xmn −Km| ≥ ε} ∈ I2

şartları sağlanıyor ise, x = (xmn) dizisine regüler yakınsaktır denir ve

r(I2, I)− lim
m,n−→∞

xmn = l

ile gösterilir.
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Tanım 5.2.8 I2 ⊂ 2N×N ve I ⊂ 2N birer gerçek ideal olsun. (X, ρ) metrik uzayından

alınan bir x = (xmn) çift dizisi için

lim
m,n→∞

xmn ((m,n) ∈M)

her bir n ∈ N için

lim
m→∞

xmn (m ∈M1)

her bir m ∈ N için

lim
n→∞

xmn (n ∈M2)

şeklindeki limitler var olacak şekilde M ∈ F (I2) ve M1,M2 ∈ F (I) cümleleri bulu-

nabiliyorsa x = (xmn) çift dizisine regüler I∗2−yakınsaktır denir ve r(I∗2 , I∗) şeklinde

ifade edilir.

Teorem 5.2.9 (X, ρ) lineer metrik uzay, I2, N×N cümlesinde kuvvetli uygun ve

I, N cümlesinde uygun bir ideal olmak üzere, X uzayında bir x = (xmn) çift dizisi

r(I∗2 , I∗)−yakınsak ise r(I2, I)− yakınsaktır.

İspat X uzayında bir x = (xmn) çift dizisi L noktasına r(I∗2 , I∗)−yakınsak olsun. O

zaman x = (xmn) dizisi L noktasına I∗2−yakınsaktır. Bu durumda Teorem 5.0.18 den

biliyoruz ki x = (xmn) dizisi I2−yakınsaktır. x = (xmn) dizisi r(I∗2 , I∗)−yakınsak

olduğundan, her bir her bir n ∈ N için

lim
m→∞

xmn (m ∈M1)

her bir m ∈ N için

lim
n→∞

xmn (n ∈M2)

şeklindeki limitler var olacak şekilde M1,M2 ∈ F (I) cümleleri bulunabilir. O halde

ε > 0 için m ∈ M1 iken, her m ≥ m0 için ρ(xmn, Ln) < ε, (n ∈ N) ve n ∈ M2

olduğunda, n ≥ n0 için ρ(xmn, Km) < ε, (m ∈ N) olacak şekilde m0, n0 ∈ N ve

Ln, Km ∈ X elemanları vardır. Buradan, H1 = N \M1, H2 = N \M2 ∈ I için,

A1(ε) = {m ∈ N : ρ(xmn, Ln) ≥ ε} ⊂ H1 ∪ {1, 2, ..., (m0 − 1)}, (n ∈ N)

ve
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A2(ε) = {n ∈ N : ρ(xmn, Km) ≥ ε} ⊂ H2 ∪ {1, 2, ..., (n0 − 1)}, (m ∈ N)

şeklindeki kapsamalardan söz edilebilir. I bir uygun ideal olduğundan,

H1 ∪ {1, 2, ..., (m0 − 1)} ∈ I ve H2 ∪ {1, 2, ..., (n0 − 1)} ∈ I

ve bundan dolayı,

A1(ε) ∈ I ve A2(ε) ∈ I

dır. Böylelikle ispat tamamlanmış olur.

Tanım 5.2.10 (X, ρ) lineer metrik uzay, I2, N×N cümlesinde ve I, N cümlesinde

gerçek birer ideal olmak üzere, X uzayında bir x = (xmn) çift dizisi düşünelim. Eğer

x = (xmn) dizisi I2−Cauchy ve her ε > 0 için,

A1(ε) = {m ∈ N : ρ(xmn, xknn) ≥ ε} ∈ I, (n ∈ N)

ve

A2(ε) = {n ∈ N : ρ(xmn, xmlm) ≥ ε} ∈ I, (m ∈ N)

önermelerini sağlayan kn = kn(ε), lm = lm(ε) ∈ N şeklindeki değerler mevcut ise,

x = (xmn) dizisine regüler anlamda I2−Cauchy dizisi denir ve r(I2, I)−Cauchy

şeklinde ifade edilir.

Tanım 5.2.11 (X, ρ) lineer bir metrik uzay, I2, N×N cümlesinde ve I, N cümlesinde

bir gerçek ideal olmak üzere, X uzayında bir x = (xmn) dizisi düşünelim. Her ε > 0

için (m,n), (s, t) ∈M ve m,n, s, t > N = N(ε) iken, ρ(xmn, xst) < ε,

m ∈M1 sayıları için

ρ(xmn, xknn) < ε, (n ∈ N),

ve n ∈M2 sayıları için

ρ(xmn, xmlm) < ε, (m ∈ N)

eşitsizliklerini sağlayan M ∈ F (I2) ve M1,M2 ∈ F (I) kümeleri bulunabiliyorsa ve

s = s(ε), t = t(ε), kn = kn(ε), lm = lm(ε) ve N(ε) sayıları varsa, x = (xmn)

dizisine regüler anlamda I∗2−Cauchy dizisi denir ve r(I∗2 , I∗)−Cauchy şeklinde ifade

edilir.
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Teorem 5.2.12 (X, ρ) lineer bir metrik uzay, I2, N×N cümlesinde kuvvetli uygun

ve I, N cümlesinde uygun bir ideal olmak üzere, X uzayında bir x = (xmn) dizisi

için r(I∗2 , I∗)−Cauchy dizisi ise r(I2, I)−Cauchy dizisidir.

İspat x = (xmn) dizisi bir r(I∗2 , I∗)−Cauchy dizisi olsun. O halde x = (xmn) dizisi

bir I∗2−Cauchy dizisidir. Bu durumda x = (xmn) dizisinin bir I2−Cauchy dizisi

olduğunu Teorem 5.2.4 de gösterdik.

x = (xmn) dizisi bir r(I∗2 , I∗)−Cauchy dizisi olduğundan ε > 0 için m ∈M1, n ∈M2

ve m,n > N = N(ε) olduğu takdirde,

ρ(xmn, xknn) < ε, (n ∈ N),

ve

ρ(xmn, xmlm) < ε, (m ∈ N)

eşitsizliklerini sağlayan M1,M2 ∈ F (I) cümleleri vardır ve kn = kn(ε), lm = lm(ε),

N(ε) sayıları bulunabilir. Buradan, H1 = N \M1, H2 = N \M2 ∈ I için,

A1(ε) = {m ∈ N : ρ(xmn, xknn) ≥ ε} ⊂ H1 ∪ {1, 2, ..., (N − 1)}, (n ∈ N)

ve

A2(ε) = {n ∈ N : ρ(xmn, xmlm) ≥ ε} ⊂ H2 ∪ {1, 2, ..., (N − 1)}, (m ∈ N)

şeklindeki kapsamalardan söz edilebilir. I bir uygun ideal olduğundan,

H1 ∪ {1, 2, ..., (N − 1)} ∈ I

ve

H2 ∪ {1, 2, ..., (N − 1)} ∈ I

olur ve bundan dolayı,

A1(ε) ∈ I ve A2(ε) ∈ I

dır. Bu ise x = (xmn) dizisinin bir r(I2, I)−Cauchy dizisi olduğunu anlamına gelir.

Teorem 5.2.13 (X, ρ) lineer bir metrik uzay, I2, N×N cümlesinde kuvvetli uygun

ve I, N cümlesinde uygun bir ideal olmak üzere, X uzayında bir x = (xmn) dizisi

için r(I2, I)−yakınsak ise r(I2, I)−Cauchy dizisidir.
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İspat x = (xmn) dizisi r(I2, I)−yakınsak olsun. Bu durumda x = (xmn) dizisinin

I2−yakınsak iken I2−Cauchy olduğunu Teorem 5.2.5 de gösterdik.

x = (xmn) dizisi r(I2, I)−yakınsak olduğundan, her ε > 0 için,

i) Herbir n ∈ N ve bazı Ln ∈ X için

A1

(ε
2

)
=
{
m ∈ N : ρ(xmn, Ln) ≥ ε

2

}
∈ I,

ii) Herbir m ∈ N ve bazı Km ∈ X için

A2

(ε
2

)
=
{
n ∈ N : ρ(xmn, Km) ≥ ε

2

}
∈ I

önermeleri geçerlidir. I uygun ideal olduğundan,

i) Ac1(
ε
2
) = {m ∈ N : ρ(xmn, Ln) < ε

2
}, (n ∈ N)

ii) Ac2(
ε
2
) = {n ∈ N : ρ(xmn, Km) < ε

2
}, (m ∈ N)

cümleleri boştan farklıdır ve F (I) sınıfına aittir. n ∈ N için A1(
ε
2
) cümlesine ait

olmayan ve pozitif olmayan kn sayısı için,

ρ(xknn, Ln) <
ε

2
, (n ∈ N)

olur. Şimdi kn = kn(ε) olmak üzere, her bir n ∈ N için

B1(ε) = {m ∈ N : ρ(xmn, xknn) ≥ ε}

cümlesini tanımlayarak,

B1(ε) ⊂ A1(
ε

2
)

olduğunu ispatlarsak, m ∈ B1(ε) alalım. Bu durumda, kn 6∈ A1(
ε
2
) için

ε ≤ ρ(xmn, xknn) ≤ ρ(xmn, Ln) + ρ(xknn, Ln)

< ρ(xmn, Ln) +
ε

2

elde edilir. Bu ise,
ε

2
< ρ(xmn, Ln)
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ve dolayısıyla m ∈ A1(
ε
2
) olduğunu gösterir. Buna göre,

B1(ε) ⊂ A1(
ε

2
)

kapsaması geçerlidir. Benzer şekilde, m ∈ N için A2(
ε
2
) cümlesine ait olmayan pozitif

lm sayısı için

ρ(xmlm , Km) <
ε

2
, (m ∈ N)

elde edilir. Buradan, lm = lm(ε) olmak üzere her bir m ∈ N için

B2(ε) = {m ∈ N : ρ(xmn, xmlm) ≥ ε}

cümlesini tanımlayarak,

B2(ε) ⊂ A2(
ε

2
)

kapsamasının geçerliliğinden söz edilebilir. Böylelikle ispat tamamlanmış olur.
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