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OZET

Yiksek Lisans Tezi
CIFT DIZILERIN IDEAL YAKINSAKLIGI

Feyza KOC
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dalh

Danigsman : Yrd. Do¢. Dr. Yurdal SEVER

Bu galisma, beg ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, girig kismi i¢in ayrilmigtir.
Ikinci boliimde, caligma icin gerekli kavramlarin tanimlar: ve bazi teoremlerin yaninda,
yogunluk ve tek dizilerde istatistiksel yakinsaklik kavramlar verilmistir. Uclincii
boliimde, tek dizilerde Z—yakinsaklik, Z*—yakinsaklik kavramlar:1 ve bu kavramlar
arasindaki iligkiden bahsedilmisgtir. Caligmamizin doérdiincii boltimi, ¢ift dizilerle
ilgili baz1 tanim ve teoremleri ve ¢ift dizilerde istatistiksel yakinsaklik kavramlarini
icermektedir. Beginci boliimde, ¢ift dizilerde ideal ve ideal yakinsaklik, ¢ift diziler-
de Z—yakmsaklik ve Zj—yakinsaklik, (AP2) ozelligi ve bu kavramlarla ilgili baz
teoremler verilmigtir. Bunlarin yaninda regiiler anlamda ideal yakinsaklik ve ideal

Cauchy anlatilmistir.

2014, v+76 sayfa

Anahtar Kelimeler : (ift diziler, Z—yakinsaklik, Z* —yakinsaklik, Regiiler yakinsaklik,
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis
IDEAL CONVERGENCE OF DOUBLE SEQUENCES
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Department of Mathematics

Supervisor : Assist. Prof. Yurdal SEVER

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the intro-
duction. The second chapter includes definitions of necessary concepts and some
theorems. And density and statistically convergent of single sequences are given. In
the third chapter Z and Z*—convergent of single sequences are given and relation-
ship between these convergence are explained. The fourth chapter includes some
definitions and theorems related to double sequences and statistically convergent of
double sequences. The fifth chapter of this thesis involve ideal and ideal convergent
and Z and Z;—convergent of double sequences and (AP2) property and some the-
orems related to these concepts. Also convergence of double sequences in regular

sense and ideal Cauchy are given.
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SIMGELER DIZINI

Aciklama

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Yakinsak diziler uzayi

Reel sayilarin bir dizisi

A kiimesinin dogal yogunlugu

N tizerinde tanimlanan ideal
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)
)
x,,) dizisinin Z—y1g1lma noktalarimin kiimesi
)
)

T

z =
=
z =
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=
x = (z,) dizisinin Z—limiti

Reel sayilarin bir ¢ift dizisi

T = (Typ) cift dizisinin istatistiksel limiti

T = (Tmn) ¢ift dizisinin Z—limiti

* = (Tpy) dizisinin tim Pringsheim noktalarimin kiimesi
= (Zyy) dizisinin tiim limit noktalarinin kiimesi
Simirh ¢ift dizilerin uzayi

C tizerinde tamimh biitiin ¢ift dizilerin uzay1

Pringsheim yakinsak c¢ift dizilerin uzay1

Prigsheim yakinsak ve sinirh ¢ift dizilerin uzayi

Regiiler yakinsak c¢ift dizilerin uzay1

e yakinsak cift dizilerin uzay1

Regiiler anlamda (Z,, Z)—yakinsaklik



1 GIRIS

Reel sayilarda iyi bilinen yakinsaklik kavramindan farkli olan ve temeli pozitif tam-
sayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk
olarak Steinhaus (1949) tarafindan tammlanmig olup ilerleyen yillarda Fast (1953)
tarafindan calgilmistir. Ilerleyen yillarda ise Fridy (1985;1993) Rath ve Tripathy
(1994) istatistiksel Cauchy dizileri iizerinde galigilmigtir. Daha sonra bu yakisaklik
tiiri Mursaleen ve Edely (2003) tarafindan ¢ift dizilere tagmmuigtir. Ilerleyen yillarda

ise Cakan ve Altay (2006) cift dizilerde istatistiksel limit supremum ve limit infimum

kavramlarini incelemislerdir.

Istatistiksel yakinsakligin pozitif tamsay: kiimelerinin dogal yogunluguna iligkin ol-
mas1 ve dogal yogunlugu sifir olan pozitif tamsay1 kiimelerinin ailesinin bir ideal
olugturmasindan yola gikarak istatistiksel yakinsakligin bir genellemesi olan “ideal

yakinsaklik” kavrami ortaya ¢ikmigtir.

Ideal yakimsaklik kavrami ilk olarak tek indisli dizilerde Kostyrko vd. (2000)
tarafindan tanimlanmigtir. Caligmalarinda Z*— yakisaklik kavrami ve (AP) 6zel-
ligini tammlamglardir. Ilerleyen yillarda ise Kostyrko vd. (2005) Z — limsup,

Z — liminf, ve Z— limit noktalarini ¢aligmiglardir.

Cift dizilerde Das vd. (2008) baz1 ideal gesitlerini, Z— yakinsaklik Z*— yakinsaklik
ve (AP2) ozelliklerini tammlamiglardir. Caligmalarinda bu kavramlarla ilgili teo-

remlere yer vermislerdir.

Tek diziler igin yapilan galigmalar Das ve Malik (2008) ve Giirdal ve Sahiner (2008)

tarafindan cift dizilere taginmigtir.

Benzer gekildeki galigmalar Kumar (2007), Triphaty, Triphaty (2005) tarafindan da

yapilmigtir.



Cift dizilerde Zo— yakinsaklik ve Zo— Cauchy kavramlarini Pringsheim anlaminin

yamsira regiiler anlamlar1 Diindar (2010) tarafindan ¢ahgilmigtir.

Boos vd. (1997) ise ¢ift dizilerde e—, be— ve c— yakinsaklhigi tanimlamiglardir. Zel-

ster (2001) bu yakinsaklik gesitlerinin topolojik uzaylarmi incelemistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamiz icin gerekli olan temel kavramlar verilecek ve sonraki

boliimlerde ihtiyag duyulacak birtakim ozelliklerden bahsedilecektir.

2.1 Genel Tanimlar

Tanim 2.1.1 Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Dizi

r =z, : N — R bic¢iminde gosterilir (Balc1 1997).

Tanim 2.1.2 z = (x,,) bir reel say1 dizisi ve a € R olsun. Her ¢ > 0 igin n > ng
oldugunda

|z, —al <e

olacak bigimde ¢ a bagh bir ng sayis1 bulunabiliyorsa = = (x,,) dizisi @ € R noktasina
yakinsaktir denir ve,

limz, =a veya (z,) — «
ile gosterilir (Kreyszig 1989).

Tanim 2.1.3 ¢ >0vea € Rolsun. K ={z: |z —al|<e, x € R} kilmesine a

sayisinan € komsulugu denir.

Tanim 2.1.4 Her n € Nigin |z,| < M olacak sekilde bir M pozitif reel sayis1 varsa

(x,) dizisine sinarl dizi denir.

Tanim 2.1.5 Here > Oigin {n : |z,—x0| < £} yani x¢ sayisinin her ¢ komgulugunda
(z,) dizisinin zy haricinde sonsuz tane elemani varsa xo € R sayisima z = (z,)

dizisinin ygilma noktas: denir. Burada x( dizinin terimi olmak zorunda degildir.

Tanim 2.1.6 z : N —» R, =z = z, dizisi verilsin. £ : N — N, k(n) = k,
dizisi(fonksiyonu) bir artan dizi olmak {izere zok: N — R bilegke fonksiyonuna x

dizisinin bir alt dizisi denir ve
(xok)(n) =z(k(n)) = z(k,) = xs,

seklinde gosterilir (Balc1 1997).



Tanim 2.1.7 (z,,), (x,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (z,,) yakmsak ve limiti «

ise bu a noktasina (x,,) dizisinin bir limit noktas: denir (Balc1 1997).

Tanim 2.1.8 Bog olmayan bir X kiimesi ile p : X x X — R fonksiyonu verilsin ve

her z,y, z € X icin asagidaki ozellikler saglansin.
(1) plz,y) 20
(2) plz,y) =0 z=y
(3) p(z,y) = p(y, ) (simetri 6zelligi)
(4) p(z,2) < p(x,y) + p(y, 2) (licgen esitsizligi)

Bu durumda bu p fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik, (X, p) ikilisine de bir

metrik uzay denir (Kreyszig 1989).

Tanim 2.1.9 (X, p) bir metrik uzay ve (z,) bu uzayda bir dizi olsun. Herhangi
bir ¢ > 0 i¢gin m,n > ny oldugunda p(x,,,z,) < € olacak sekilde bir ny = ng(e)
sayist bulunabiliyorsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir. X deki her (x,) Cauchy
dizisi € X noktasmma yakinsaksa yani, x,, — = € X ise (X, p) metrik uzayma tam

metrik uzay denir (Kreyszig 1989).

Tanim 2.1.10 X bir kiime 7, X in alt kiimelerinin agagidaki kosullar1 saglayan

bir ailesi olsun.

(1) X ervelerdr.
(2) 7 ailesinin sonlu sayida elemanlarinin ara kesiti 7 ya aittir.

(3) 7 nun herhangi sayida elemanlariin birlesimi 7 ya aittir.

Bu takdirde 7 ya X ftizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine de topolojik uzay denir. T
ailesinin her bir elemanima da a¢ik denir (Toeplitz and Kéthe 1934).

Tanim 2.1.11 (X, 7) bir topolojik uzay, A C X olsun. Eger X \ A agksa A
kiimesine kapalidir denir (Toeplitz and Kothe 1934).



Tanim 2.1.12 A kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiimeye A nin kapanist denir

ve A ile gosterilir (Toeplitz and Kéthe 1934).

Tanmim 2.1.13 (X, 7) bir topolojik uzay, A C X olsun. A = X ise A ya X

kiimesinde her yerde yogun kiime denir (Toeplitz and Kothe 1934).

Tanim 2.1.14 X bir kiime, A C X olmak iizere,

1, z€A

xa(z) =
0, ze(X\A

bigiminde tanimlanan y4 : X — {0,1} fonksiyonuna A nin X deki karakteristik

fonksiyonu denir.

Tanim 2.1.15 Bos olmayan bir X kiimesi verilsin. K reel veya kompleks sayilarin

bir cismi olsun.

+: X x X=X

ve

o Kx X —- X

fonksiyonlar: eger x,y,z € X ve A\, u € K igin
) z+y=y+zx
2) (x+y)+z=2+4+(y+2)
3) x4+ 0=z olacak sekilde bir 0 € X
4) x + (—x) = 0 olacak sekilde bir —z € X mevcut
5) la==x
6) Mz +y) = v+ Ay
7)) (A +p)x = x+ px
8) Apx) = (Ap)z

sartlar saglanirsa, X kiimesine K cismi iizerinde bir lineer uzay (veya lineer vektor

uzayr) denir.



X, K cismi tizerinde bir lineer uzay ve Y C X iken, Y ciimlesinin de X ciimlesi
lizerinde tanimlanan + ve - iglemleri altinda lineer uzay olmasi i¢in A € R

ve yi1,y2 € Y alindiginda Ay; + y» € Y saglanmas yeterlidir.

Tanim 2.1.16 Reel veya karmasik K cismi iizerinde bir vektor uzayr X alalim.
| - |l - X — R, bi¢gimindeki fonksiyon agagidaki ii¢ 6nermeyi saghyorsa || - || ye X

tizerinde bir norm denir.
1) Her x € X, x # 0 igin ||z|| > 0,
2) Her A € K vez € X igin [|[Az|| = |A] - ||z,
3) Her z,y € X i¢in [lz + yl| < [lzf| + [ly]-

(X, |l - ||) ikilisine de bir normlu uzay denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.17 X, bir £ kiimesinde tanimlanmig sinirli fonksiyonlar uzay1 olmak

lizere,
Il = sup |f(z)|
zeFE

normuna supremum normu (sup-norm) denir.

Tanim 2.1.18 (X, | - ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X

uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay: denir.



2.2 Yogunluk Kavrami

Bu kisimda ileriki bolimlerde kullanacagimiz bazi yogunluk cesitlerinin tanimlar:

verilecek ve orneklendirmeler yapilacaktir.

Tanim 2.2.1 A, N nin bir alt kiimesi, 4, = {k < n:k € A} ve |A| = cardA, A

ciimlesinin kardinalitesi olmak tizere

d(A) = liminf Al

n

ve

d(A) = limsup |A—n”|
limitlerine sirasiyla A ciimlesinin alt ve dist yogunluklar: denir. Eger d(A) = d(A) ise
(%) dizisinin limitinin mevcut olmasi durumunda bu limite A ciimlesinin dogal

yogunlugu denir ve d(A) seklinde ifade edilir. Yani d(A) esitliklerinin saglanmasi

halinde A C N kiimesinin dogal yogunlugu,

A 1
d(A):lim| nl =lim—|{k <n:ke A}
n n
dar.

N An
Ornek 2.2.2 A ={2,4,6,8,...} ¢ift dogal sayilar kiimesi olsun. <u> dizisi,
n

0112233

1234’56’ 7

seklindedir. Buradan;
AN 1
A :l =
d(A) = lim " 5

dir.

Ornek 2.2.3 A = {1,4,5,6,13,14,...,24,49,50, ...,96, 193,194, ...} kiimesi icin

A
<| n’) dizisinin tst limitini olusturan alt dizisi,
n

4 16 64

2
R

1
Ia
ve alt limitini olugturan alt dizisi,

1 4 16 64 1

S Ay TS Tan T
3127487192 3
seklindedir. O halde A kiimesinin alt ve tist yogunluklari mevcut olmasina ragmen,

bu degerler birbirine egit olmadigindan yogunlugu mevcut degildir.
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Tanim 2.2.4 ACN ¢ ,stamsayivet >0, s > 1 olarak belirtilsin. AN[t+1,¢+s]

kiimesinin elaman sayist A(t + 1,¢ + s) olarak belirlensin.
as = liminf A(t+ 1,¢ + s)
t—o00

ve

o =limsup A(t + 1,t + s)

t—o00

olmak tizere,
S

U(A) = lim % e U(A) = lim «

s—o0 8§ s—o0 8§

degerlerine swrasiyla A nin  alt ve ust dizgun yogunluklar, denir. Eger,
U(A) = U(A) = U(A) ise U(A) sayisma A kiimesinin diizgiin yogunlugu denir
(Brown and Freedman 1990).

Tanim 2.2.5 A C N igin,

1 1

5 p— i 1 — -

34) = liminf g0 3
a€A,a<n

ve

0(A) = lim sup IL Z 1

nn a
n—eo acA,a<ln
sayilarina sirasiyla A kiimesinin alt ve st logaritmik yogunlugu denir.

Eger,

ise,

5(4) = lim — 3 é

n—oo Inn
sayisina A kiimesinin logaritmik yogunlugu denir (Halberstam and Roth 1966).
Yogunluklar arasindaki iligkiyi inceleyecek olursak, keyfi bir A C N igin,
0 <U(A) <d(A) <§(A) <H(A) <d(A) <T(A) <1
esitsizligi saglanir (Brown and Freedman 1990; Halberstam and Roth 1966).

Bu egitsizlikten de goriilecegi gibi, U(A) mevcut ise d(A) da mevcut ve d(A) = U(A)’
dir. Eger d(A) mevcut ise §(A) da meveut ve 6(A) = d(A) dir. Ancak bu durumlarin
tersi dogru degildir.



Bundan sonraki boltimlerde yogunluk denilince dogal yogunluk anlasilacaktir.

Tanim 2.2.6 Her € > 0 icin
A=A)={neN:|z, - ¢ >¢}
kiimesinin yogunlugu sifir yani,
1
hmE‘{n <k:lx,—¢ > 5}‘ =0

ise x = (z,,) dizisi £ € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limx = £ ile

gosterilir (Steinhaus 1951).
Ornek 2.2.7 = = (x,,) dizisini,

n , n=k, keN ise
Ty =
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. % den kiiciik olacak gekilde herhangi bir £ > 0 igin,
K={n:l|z,—0]>¢c}={1,49,..}

olur ve K kiimesinin dogal yogunlugu d(K) = 0 dir. O halde z = (xz,,) dizisi £ = 0
noktasina istatistiksel yakinsaktir. st—limx, = 0 dir. Fakat bu dizinin € komsulugu

diginda kalan elemanlar1 sonlu olmadigindan yakinsak degildir.

Tanim 2.2.8 Herhangi bir J reel sayisi igin,
d{neN:z,>J}) =1

ise (x,,) dizisi 400 a istatistiksel wraksaktur,
d{neN:z, < J})=1

ise (z,,) dizisi —oo a istatistiksel wraksaktir denir (Tripathy 1998).

Tanim 2.2.9 (z,,) dizisi (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. K = {nj : k € N}
kiimesi (z,,) alt dizisinin indis kiimesi olsun. Eger d(K) = 0 ise (x,,) alt dizisine
seyrek alt dizi veya sifir yogunluklu alt dizi denir. Eger d(K) > 0 ise veya K kiimesi
dogal yogunluga sahip degilse (x,,) alt dizisine seyrek olmayan alt dizi veya sifur

yogunluga sahip olmayan alt dizi denir (Fridy 1993).



2.3 Ideal ve Filtre

Bu kisimda ideal ile filtre kavramlarindan bahsedilecek, gesitli ideal tanimlar1 veri-

lecek ve orneklendirmeler yapilacaktir.

Tanim 2.3.1 X # () olmak iizere X in alt kiimelerinin bir S C 2% simifi,
i) Des,
ii) A,B e Sise AUB € S (toplamsallik)

iii) A€ Sve BC Aise Be S (kalitsallik)

kogullarini sagliyorsa X de bir ideal olarak adlandirilir ve eger X ¢ S ise S ye X de

bir nontrivial(asikar olmayan) ideal denir (Kuratowski 1958).

Ornek 2.3.2 T, = {0} olsun. Zy, N de bostan farkh en kiiciik nontrivial (asikar

olmayan) bir idealdir. §imdi bunu gésterelim;
i) 0 € I,
i) 0eZy=0Ud=0¢€ I,
iiil) 0 € Zy, 0 C 0 =0 €Ly,
ve N # () oldugundan N ¢ Z, olup Zy, N de bir nontrivial (agikar olmayan) idealdir.

Simdi Zy in N de bogtan farkli oldugunu gosterelim;

Kabul edelim ki; Z; C Z, olacak sekilde bir Z;, N de nontrivial (agikar olmayan)
ideal olsun. Bu durumda bir A C N kiimesi vardir 6yle ki A € Zy \ Z;. Buradan
AeTyve A¢ T dir. Ty = {0} oldugundan A = ) ve O & Z; olur ki; bu ise; Z; in N
de nontrivial (agikar olmayan) ideal olmast ile geligir. O halde Zy, N de bogtan farkh

en kiiciik nontrivial (agikar olmayan) bir idealdir.
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Ornek 2.3.3 0 # M C N, M # N olsun. Z); = 2™ olarak alalim. Buradan Z,;, N

de bir nontrivial (agikar olmayan) idealdir.
i) 0 ey (0e2M),
i) A, B €Ty = AUB € Ty, (In = 2),
iii) A€ Zyy ve BC A= B eIy, (Iy=2M),
M # N oldugundan N ¢ 7T, olup Z,;, N de bir nontrivial (agikar olmayan) idealdir.

Tanim 2.3.4 X # () olmak iizere X in alt kiimelerinin bostan farkli bir F' C 2%

sinifi agagidaki ozellikleri saghiyorsa; X de bir filtredir.

) D& F,

ii) A,Be€ Fiken ANB € F,

iii) A€ F ve AC B iken B € F' (Nagata 1974).
Simdi bir onermeyle filtre ve ideal tanmimlar1 arasindaki iligkiyi anlamaya ¢alisalim.
Lemma 2.3.5 Z, X in nontrivial (agikar olmayan) ideali ve X # () olmak lizere,

FZ)={McCcX:JAecZT :M=X)\A}

smifi, X {izerinde bir filtredir (Kostyrko et al. 2000).

Ispat Filtrenin sartlarimi sagladigini gosterelim,
i) X\ X =0 oldugu halde X ¢ Z olup 0 ¢ F(Z) dir.

i) My, My € F(Z) = M, = X\ A, M,;= X\B olacak sekilde 3A, B € Z vardur.
Buradan,

MinM,=(X\A)N(X\B)=X\(AUB)

dir. AU B € T oldugundan M; N M, € F(Z) dir.
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iii) My € F(Z) ve My C My = M; = X \ A olacak bigimde JA € 7 vardir ve
M, = X \ B olacak gekilde 3B € Z bulmaliy1z.

M, C M= (X\A) C(X\B)=BCA

dir. A € 7 oldugundan B € T olup M, € F(Z) dir.

Tanmim 2.3.6 S, X de bir nontrivial (agikar olmayan) ideal olmak tizere her bir
r € X igin {z} € S ise S ye X de bir admissible (uygun) ideal denir (Kostyrko et
al. 2000).

Ornek 2.3.7 N in tiim sonlu alt kiimelerinin simfini 1y ile gosterelim. Z¢, N de bir

admissible(uygun) idealdir.
i) 0 sonlu oldugundan 0 € Zy,

ii) A, B € Z; = A ve B sonlu kiimelerdir. Iki sonlu kiimenin birlesimi yine sonlu

bir kiime olacagindan AU B sonlu olup AU B € Z; dir.

iii) A€ Z; ve B C A= A sonlu bir kiime ve sonlu bir kiimenin alt kiimeleri de

sonlu olacagindan B € Z; dir.

N, sayilabilir sonsuz oldugundan N ¢ Z; dir. Bundan dolay1 Zy, N de bir nontrivial
(agikar olmayan) idealdir. Ayrica Vn € N igin {n} tek nokta kiimesi sonlu bir kiime
oldugundan, Vn € N i¢in {n} € Z; olup Z;, N de bir admissible (uygun) idealdir
(Kostyrko et al. 2000).

Ornek 2.3.8 N = U;il D;, N de bir ayrigim olsun. (i # j igin D; N D; = 0). D;

nin,

D;={2"12s-1): s=1,2,3,..}, (1=1,2,3,..)

seklinde sonsuz kiimeler oldugunu varsayalim.
J:{AQNAngLJDQUDgUUDP, pEN}

kiimesini tammlayalim. Simdi J nin N de bir admissible (uygun) ideal oldugunu

gosterelim;
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i) 0 C DyUDyUD3U...UD,, p €N oldugundan () € J dir.

11) A,BE J olsun. AngLJDQUDgUUDT VeBngLJDQUDgU...UDS,
r,s € Ndir. r < solsun. O halde AUB C D;UD,UD3U...UD,UD, 1U...UDy,
r,s € N oldugundan AU B € J dir.

iii) Ae Jve BC Aolsun. Bu durumda A C Dy UDyUD3U...UD,, pe Ndir.
B C A oldugundan B C Dy UD,UDsU...UD,, p€ Nolup B € J dir.

N = Uj’;l D; oldugundan N ¢ J dir. Bu durumda J, N de bir nontrivial (asikar
olmayan) idealdir. Ayrica Vn € N ic¢in {n} € Dy UD,UDsU..UD,, p €N
oldugunda {n} € J olup J, N de bir admissible idealdir.

13



3 IDEAL YAKINSAKLIK

Daha onceki boliimde sozii gegen istatistiksel yakinsaklik kavrami bu boliimii an-
lamamiza yardimci olacaktir. Bu bolimde oncelikle Z—yakinsaklik kavrami ile
T*—yakinsaklik kavramlarimin tanimlari, bu kavramlarla ilgili baz1 ozellikler veri-

lecek ve aralarindaki iligkiden soz edilecektir.

3.1 7Z—Yakinsakhk

Bu kisimda Z—yakinsaklik kavraminin tanimi verilecek ve bazi yakinsaklik aksiyom-

larmmin Z benzerlerinden bahsedilecektir.

Tanmim 3.1.1 Z, N de bir nontrivial (agikar olmayan) ideal olsun. Eger her ¢ > 0
icin

Ale) ={n:|on — ¢ = €}
kiimesi Z ya ait ise, = = (x,) dizisi £ € R sayisima Z—yakinsaktir denir ve
7 — limx,, = & seklinde gosterilir. ¢ € R sayisina da © = (z,) dizisinin Z—limiti

denir (Kostyrko et al. 2000).

Simdi yakinsaklik kavraminin bilinen aksiyomlarindan hangilerinin Z—yakinsaklik
¢esidi i¢in saglandigini inceleyelim. Bilinen bir¢ok yakinsaklik aksiyomlarinin Z ben-

zerleri su sekildedir;

a) Her x = {£,&,¢, ..., €, ...} sabit dizisi £ sayisina Z—yakinsaktir.

b) Yakinsak dizilerin Z—limiti tek olarak bellidir. Yani, eger; Z — limz = £ ve

Z —limx =nise £ = n dir.
c) Eger Z — limx = £ ise x in her y alt dizisi igin Z — limy = ¢ dir.

d) Eger z dizisinin her alt dizisi £ ye Z—yakinsak bir z alt dizisine sahipse, x

dizisi £ ye Z— yakinsaktir.

Uyar1 3.1.2 Eger bir Z admissible (uygun) ideali sonsuz kiime igermiyorsa, Z, N
nin biitiin sonlu alt kiimelerinin sinifi ile cakisir ve Z—yakinsaklik R deki aligilmig

yakinsakhiga denk olur. Bundan dolay1 (c) aksiyomu saglanir.
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Teorem 3.1.3 X in en az iki noktasi oldugunu diisiinelim ve Z C 2% bir admissible

(uygun) ideal olsun. Buradan,
i) Z—yakinsaklik (a), (b), ve (d) aksiyomlarin saglar.

ii) Eger Z sonsuz bir kiime igeriyorsa Z—yakimsaklik (c) aksiyomunu saglamaz
(Kostyrko et al. 2000).
Ispat i) Z—yakinsakligin (a) aksiyomunu sagladigini gosterelim:

Her n € N igin (z,,) = £ sabit bir dizi olsun. O halde,
Ale)={n:|z, = ¢ >e}={n:0>e} =10

olur. Z nontrivial (agikar olmayan) ideal oldugundan A(e) € Z olup z dizisi £

ye Z—yakinsaktir.

Z—yakinsakhgin (b) aksiyomunu sagladigini gosterelim:

| & —n
2

Z—limzx=¢ Z—limx=nve #mnolsun. € € <0, ) olarak secelim.

7 —limzx =& ve Z — limx = n oldugundan, sirasiyla

Ale)={n: |z, — & >} el

ve
Ble)={n:|e, —n[>e} el
dir. O halde,
N\ A(e) ={n: |z, = &| <} € F(I)
ve

N\ B(e) ={n: |z, —n| <e} € F(I)
dir. N\ A(e)NN\ B(e) € F(Z) ve 0 ¢ F(Z) oldugundan 6yle bir m € N sayisi
vardwr ki, |z, — | < e ve |z, —n| < e dir.
€ =nl = [(@m—n) = (zm =)
< lam =]+ =&
< €+¢

= 2e.
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ii)

Yani | — 7| < 2¢ bulunmus olur. Ancak bu durum ¢ un segimiyle geligir. O

halde & = n dir.
Z—yakimsakhgin (d) aksiyomunu sagladigini gosterelim:

Kabul edelim ki; Z — limx # £ iken x in bir y alt dizisi vardir 6yle ki y nin &
ye ZT—yakinsak hi¢bir alt dizisi yoktur. Z — lim x # £ oldugundan bir g5 > 0

vardir Oyle ki

Aleo) ={n:|zn — €| Z e} €7 (3.1)
dir. Buradan Z admissible (uygun) ideal oldugundan A(eg) sonsuz bir kiimedir.

Algg) ={ni <ma <mnzg < -+ <mp <ngy <---}CN

olsun. yx = =, (k= 1,2,3,...) olarak alirsak y = y,, = in bir alt dizisidir ve
(3.1) den dolay1

Ble) = (k: |y — € >0} ¢ 1 (32)
olur.
(3.2) den dolay1 y nin hicbir z = (z,,) (m =1,2,3,...) alt dizisi Z—yakinsak
degildir. Eger Z—yakinsak olsaydi {m : |z, — £| > €o} € Z olurdu ki bu ise
N ¢€ 7 olmasi ile geligir. O halde (d) aksiyomu da saglanir.

Varsayalim ki; A = {n; <ng <ng < - - <np <ngp1 < ---} C N sonsuz bir

kiime ve Z ya ait olsun.
B=N\A={mi<mag<mg<--<mp<mgy <- -}

olarak alalim. B de sonsuz bir kiimedir. (Eger B sonlu bir kiime olsaydi

N\ B = A sonsuz olup A ¢ Z olur ki bu durumsa A € Z olmast ile geligir.)

xr = (x,) dizisini agagidaki gibi tanimlayalim.

Tp, =0, =1 (k=1,2,3,..)

N\B=A ve A€Z oldugundan A(e) = {n: |z, — 1] > e} € T olup
Z —limx, = 1 dir. Buradan y = (z,,) (k = 1,2,3,...) X in sabit bir alt
dizisidir. (a) aksiyomundan dolayr Z — limy = 0 dir. Bu durumda

Z—yakinsaklik (c) aksiyomunu saglamaz.
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Z7—Yakinsakhigin Temel Aritmetik Ozellikleri

Bu kisimda alisilmig yakinsaklik icin gegerli olan bazi aritmetik ozellikleri Z—yakinsakligin

da sagladigini gosteren teoremi verecegiz.

Teorem 3.1.4 Z, N de bir nontrivial (agikar olmayan) ideal olsun.
(i) Eger Z —limz, = ve Z — limy, =nise Z — lim(x, +y,) =&+ 17
(ii)) Eger Z —limz, =€ ve Z — limy, = nise Z — lim(x,, - y,) =& -7

(iii) Eger Z, N de bir admissible (uygun) ideal ise lim x,, = £ olmas1 Z —lim z,, = ¢
olmasini ifade eder (Kostyrko et al. 2000).
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3.2 7T*—Yakinsakhk

Bu kisimda Z*—yakinsaklik kavrami tizerinde durulacak ve daha once bahsettigimiz
T —yakinsaklik kavrami ile Z* —yakinsaklik kavrami arasindaki iligkiden bahsedilecek,

bir takim ozellikler verilecektir.

Simdi, istatistiksel yakinsaklik teorisinin iyi bilinen bir sonucunu vermekle baglayalim.
xr = (z,,) reel say1 dizisinin £ sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter
kosul d(M) =1 ve lim z,,,, = £ olacak bigimde M = {m; <mo < --- <my <---}

kiimesinin olmasidir.

Bu sonugtan yola cikarak Z—yakinsakliga paralel olan Z*—yakinsaklik kavramini

inceleyelim.

Tanim 3.2.1 (X, p) bir metrik uzay ve Z, N iizerinde nontrivial (agikar olmayan)
bir ideal olmak tizere, X in elemanlarimdan olusan bir = (z,,) dizisinin £ € X
sayisina Z*—yakinsak olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, limg o0 p(@mi, &) = 0
olacak sekilde bir M = {m; < my < -+ < myp < ---} € F(I) (N\M € I)
kiimesinin var olmasidir. Bu durum Z* — limy_,o 2, = € ile gosterilir (Kostyrko

et al. 2000).

Teorem 3.2.2 Z, N de bir admissible(uygun) ideal olmak tizere, eger Z*—lim z,, = £

ise Z — limz,, = £ dir (Kostyrko et al. 2000).

Ancak dikkat edilmelidir ki Z—yakinsaklik ile Z* —yakinsaklik arasinda bu iligkinin

tersi gecerli degildir. Simdi bunu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.2.3 Z =J olsun. N = U;; D;, N de bir ayngmm olmak {zere
(D;ND; =0) (j #1) ve

D;={2"12s-1):5=1,2,3,..}, (j=1,2,3,..)
seklinde sonsuz kiimeler olmak tizere
J:{AQNAngLJDQUDgUUDp, pGN}

kiimesini tammlayalim. J, N de bir admissible (uygun) idealdir.
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xr = (x,) dizisi asagidaki gibi tanimlansin.
1
Ty = —, nEDj (j:1,2,3,)
J

Buradan, Z — limx,, = 0 dir. Simdi Z* — limz,, = 0 olmadigin1 gosterelim. Eger

H € T ise oyle bir p € N vardir ki,
HCD UDyU...UD,

dir. Buradan,

N\ (D;UDyuU..UD,) CN\ H
dir. Teorem 3.2.2 nin ispatindaki ifadeyi kullanarak,
Derl QN\H:{ml < Mo < -+ <mk<}

yazilabilir.

my € Dp+1

Ty,

:m7

olan bir dizi olup lim z, = —— dir.

Yani, lim z,, # 0 oldugundan Z* — lim z,, # 0 olur (Kostyrko et al. 2000).

sonsuz coklukta k£ lar icin her terimi

Teorem 3.2.4 (X, p) bir metrik uzay olsun.

(1) Eger, X in bir yigilma noktasi yoksa her Z C 2% admissible (uygun) ideali igin
I ve IT*—yakinsaklik aynidir.

(2) Eger X, £ seklinde bir yigilma noktasina sahipse, Z C 2 admissible (uygun)
ideali ile Z — limy,, = & olacak sekilde X in elemanlarindan olugan bir (y,)

dizisi vardir, ancak Z* — lim y,, yoktur.

Simdi bir Z ideali i¢in Z ve Z*—yakinsaklhigin egdeger olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sartlar1 verelim.

Tanmim 3.2.5 Z C 2" admissible (uygun) ideal olmak iizere,
Eger AinA; =0 (i #j,4,j=123,...) ve A; € T ise her 1 € N igin A; A B,
sonlu kiime ve

=1

olacak bigimde B; kiimeleri varsa Z admissible (uygun) ideali (AP) kosulunu saglar

denir (Kostyrko et al. 2000).
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Uyar: 3.2.6 Butanmimdaki B; C N (i = 1,2,3,...) kiimelerinin her biri Z ya aittir.

Teorem 3.2.7 Z C 2" bir uygun ideali (AP) 6zelligine sahip ve (X, p) keyfi metrik
uzay olsun. X in elemanlarindan olusan keyfi bir x = (x,,) dizisi igin Z — lim z,, = &

iken 7* — lim x,, = ¢ dir (Kostyrko et al. 2000).
Ispat Z, (AP) ozelligini saglasin. Z — lim z,, = £ olsun. O halde £ > 0 i¢in
Ae)={neN: plen & 2 e} €T

dir. n >2, n € Nigin,

ve

alalhm. Agkca i # j igin A; N A; = 0 olur. (AP) kosulu saglandigindan j € N ve
B = |J Bj € T ve A;AB, sonlu kiimeler olacak sekilde {B;} kiimelerinin bir dizisi
j=1
vardir. M = N\ B iken linj\}[ x, = £ oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir. n > 0
ne

olsun.

1
1 < n olacak sekilde k£ € N secelim. Bu durumda
k41

{neN:p(x,, &) =n} c |J A

Jj=1

dir. A;,AB;, j=1,2,3,...,k+ 1 sonlu bir kiime oldugundan

<Lij>ﬁ{n€N:n>no}:(LjAj>ﬂ{n€N:n>no} (3.3)

Jj=1 J=1

k+1
olacak bicimde ny € N vardir. Eger n > ng ve n ¢ Bise n ¢ |J B, ve 3.3 den
j=1

k+1 1
dolay1 n ¢ jL:Jl A; dir. O halde p(z,,§) < i1 < n dir. Bu durumda 71161}\14 T, =&
elde edilir.

Teorem 3.2.8 Z C 2" bir admissible (uygun) ideal ve (X, p) uzay1 en az bir
yigilma noktasina sahip olsun. z = (x,), X in elemanlarindan olugan bir dizi ve her
¢ € X olmak tizere, Z — limz,, = ¢ olmasi durumunda Z* — lim x,, = £ oluyorsa Z,

(AP) ozelligine sahiptir.
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ispat ¢ € X, X in bir yigilma noktasi olsun. X in elemanlarindan olusan lim x,, = &
seklinde bir z = (z,,) dizisi vardir ve (p(z,, £)) dizisi azalarak sifira gider. n € N i¢in
en = p(xn,€) ve {A,}, Z da bostan farkl kiimelerin bir ayrik ailesi olsun. n € A;
iken y = z; olan bir (y,,) dizisi tanimlansin. 1 > 0 olmak iizere €, < 1 olacak gekilde
bir m € N secelim. A(n) ={n € N: p(y,,&) >n} C A;UAU...UA,, dir. Buradan
A(n) € Z ve T — limy,, = £ olur. Varsayimdan dolay1 Z* — limy,, = £ dir. Buradan
M =N\ B = {m; < mg < ...} olacak bi¢cimde B € Z kiimesi vardir. Buradan da,

lim y,,, =& (3.4)

olur. j € Nicin B; = A; N B seklinde ifade edilsin. Her n i¢in B; € 7 dir.
Ayrica U B; = BnN U A; C B dir. Buradan U B; € Z ve j € Ndir. (3.4) den
dolay1 AJ, M kum681] ile ortak elemanlarinin sonlu bir sayisina sahiptir. O halde
A; C (Aj N B)U{my, my,...,my} olacak bicimde bir ky € N vardir. Buradan
A; A Bj=A;\ Bj C {my,ma,...,my,} dir ve A; A B; sonlu bir kiimedir. j € N in

keyfi olmasindan dolay1 Z, (AP) ozelligine sahiptir.

Simdi kisaca Z—yakinsakligi koruyan fonksiyonlardan bahsedelim;

Tanim 3.2.9 (X, p) bir metrik uzay, g : X — X bir fonksiyon ve Z C 2" bir
admissible (uygun) ideal olmak iizere X in elemanlarindan olugan her x = (z,)
dizisi ve her ¢ € X igin Z — limx,, = & iken Z — limg(x,) = ¢(§) oluyorsa g
fonksiyonu X de Z—yakinsakligr koruyor denir.

Teorem 3.2.10 Z C 2N keyfi bir admissible(uygun) ideal olsun. g : X — X
fonksiyonunun X de Z—yakinsakligi korumasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ nin X de

stuirekli olmasidir.
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3.3 ZI-Limit Noktalar:1 ve Z—Yigilma(Cluster) Noktalar:

Bu boliimde istatistiksel limit ve istatistiksel yigilma noktalarimin Z benzerlerini
inceleyecegiz. Oncelikle istatistiksel limit ve istatistiksel yigilma noktalarinm ta-

mmlarim verelim.

€ € Rvex = (x,) reel say1 dizisi igin d(M) > 0 ve limz,, = ¢ olacak bicimde
bir M = {my,ms,...} C N kiimesi varsa £ € R sayisima z = (z,,) dizisinin bir
istatistiksel limit noktasi denir. Her ¢ > 0 icin d({n € N : |z, — £| < }) > 0 varsa

¢ € R sayisina x = (x,,) dizisinin bir istatistiksel yigilma noktasi denir.

Bu konsepti asagidaki yolla Z—yakinsakliga genisletebiliriz (Kostyrko et al., 2000).

Tanim 3.3.1 (X, p) bir metrik uzay ve x = (x,), X in elemanlarindan olusan bir

dizi olmak tizere,

a. M & T ve klim T, = & olacak sekilde bir M = {mj,mo,...} C N kiimesi
—00

bulunabiliyorsa £ € X elemanina x in Z—limit noktas: denir.

b. £ € X elemanina X in Z—yigulma (cluster) noktas: denmesi i¢in gerek ve yeter

kosul, her € > 0 olmak tizere {n € N: p(z,,,§) < e} € Z olmasidir.

X in tim Z—yigilma noktalarmm kiimeleri Z(I';) ve tiim Z—limit noktalarinin

kiimeleri Z(A,) ile gosterilir.

Teorem 3.3.2 7 bir admissible(uygun) ideal olmak iizere, X in elemanlaridan

olugan her bir z = (x,,) dizisi i¢in,
Z(As) C Z(T)
dir (Kostyrko et al. 2000).

Ispat ¢ € Z(A,) olsun.
lim p(z,,,&) =0 (3.5)

k00
olacak sekide bir M = {my, ma, ...} & Z kiimesi bulunabilir. € > 0 olmak tizere, (3.5)
den p(z,,&) < e dur ve k > ky olacak sekilde bir ky € N eleman1 vardir. Buradan
{n € N:p(x,,&) <e} DM\ {my,mg,....my,} dir ve {n € N: p(z,,§) <e} €T
dir. Buise £ € Z(I',) anlamina gelir.
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Teorem 3.3.3 7 bir admissible (uygun) ideal olsun.
(1) X in elemanlarindan olusan her z = (z,,) i¢in Z(I',) kiimesi X de kapalidir.
(2) (X, p) ayrilabilir metrik uzay olsun. n € N i¢in M,, &€ Z ve M, C N olacak
sekilde (M,,) kiimelerinin ayrik bir dizisi oldugunu diigtinelim. Her F' C X kapal
kiimesi i¢gin F' = Z(I',) olacak gekilde X in elemanlarindan olugan bir x = (z,,) dizisi

vardir (Kostyrko et al. 2000).
Simdi aligilmig tist limit ve alt limit kavramlarinin Z benzerlerinden bahsedelim.
Tanim 3.3.4 Reel terimli bir x = (z,,) say1 dizisi igin

A, ={aeR:{n:2z,<a} ¢TI}

B, ={beR:{n:z, >b} ¢TI}

olsun. Bir z = (x,,) dizisinin Z—iist limiti,

supB, , B, #0
—o0 , B,=10

7 —limsupz =

ile verilir. Benzer sekilde bir z = (z,,) dizisinin Z—alt limiti

infA, , A, #0
+oo , A, =10

Z —liminfz =

seklindedir (Demirci 2001).
Teorem 3.3.5 [ =27 — limsup x sonlu ise her € > 0 i¢in
{neN:z,>0—-¢e}¢Z ve {neN:x,>0+c}el (3.6)

dir. Kargit olarak her € > 0 igin (3.6) gergeklenirse f = Z — limsup « dir (Demirci
1997).

Teorem 3.3.6 « =7 — liminf x sonlu ise ve her € > 0 icin
{fneN:z,<a+e}¢Z ve {neN:z,<a—-c}el (3.7)

dir. Kargit olarak her € > 0 igin (3.7) gergeklenirse & = Z — liminf = dir (Demirci
1997).
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Ideal y1gilma noktas: tanimi ile Teorem 3.3.5 ve Teorem 3.3.6 dan Z — limsup z,
dizisinin en biiyiik ideal yigilma noktasidir ve Z — liminfx |, = dizisinin en kiigiik

ideal yigilma noktasidir diyebiliriz.

Teorem 3.3.7 Reel degerli herhangi bir = dizisi i¢in
Z—liminfx <7 —limsupx

dir (Demirci 2001).

Tanim 3.3.4 ve bu teoremin sonucu olarak herhangi bir x dizisi i¢in
liminfz <Z —liminfx <Z — limsupz < limsupx
oldugu gortilir.

Tamim 3.3.8 Bir z = (x,,) dizisi igin {n : |z,| > B} € Z olacak sekilde bir B sayis1

varsa, x dizisine Z—simrlidir denir (Demirci 2001).

Ayrica Z—simirh bir x dizisi, Z—limsupz ve Z—lim inf x degerlerinin sonlu olmasini

gerektirir.
Teorem 3.3.9 Z—simirh bir x dizisinin Z—yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Z —liminfx =7 — limsupz

olmasidir (Demirci 2001).

24



4 CIFT DIZILER

Bu boliimde ilk olarak ¢ift dizi tamitilarak 6zellikleri verilecektir. Ayrica tek dizilerin
aksine c¢ift dizilerdeki birden fazla yakinsaklik cegitleri olan Pringsheim anlaminda
yakinsaklik regiiler anlamda yakinsaklik gibi temel baz1 yakinsaklik cesitlerinden
bahsedilecektir. Diger yakinsaklik cesitleri olan ¢—, be— ve e— yakinsaklik gesitleri
ise Boos vd. (1997) ve Zelster (2001) tarafindan ¢aligilmigtir. Bizde bu kisimda bu

yakinsaklik cesitlerinin tanimlarini verecegiz.

4.1 Cift Dizilerde Yakinsaklik

Tanim 4.1.1 X bos olmayan herhangi bir ciimle olmak iizere,
fNxN-—=X

(m7 n) - f(ma n) = Tmn

seklinde tamimlanan f fonksiyonuna bir ¢ift indisli dizi denir (Altay 2002).

Bundan sonraki kisimlarda ¢ift indisli dizi yerine ¢ift dizi veya sadece dizi ifadesi

kullanilacaktir.

Herhangi bir x = (2,,,) ¢ift dizisinin ,,,, elemanlarini,

11 Ti2 13 ... Tin
To1 T22 T23 ... XTo2n
r31 T32 33 ... T3n
Tml Tm2 ITm3 --- Tmn

seklinde tablolagtirabiliriz. Kompleks veya reel terimli ¢ift dizilerin ctimlesi
Q= {x = (Tmn) : Vm,n € N igin x,,, € C}
seklinde ifade edilebilir. Bu ciimle Va € C ve Vx,y € Q2 i¢in

ar = (ATmn) ve 4+ Yy = (Ton + Ymn)
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iglemleri altinda bir lineer uzaydir.

T = (Tpy,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak iizere, sup,), ,, [Zmn| < 00 oluyorsa x
¢ift dizisine sinerlidir denir. Biitlin sinirh ¢ift dizilerin ctimlesini M, ile gosterilir ve
M, ={z = (2m,) € Q: ||2]|cc = sup |Tmn| < 00}

m,n

seklindedir. Bu uzay || - ||c normu ile Banach uzay1 teskil eder.

Tanim 4.1.2 Reel ya da kompleks terimli bir x = (z,,,,) ¢ift dizisi, eger verilen her
e > 0i¢in, m,n > N oldugunda, |z, —!| < ¢ olacak gekilde bir N € N dogal sayist
bulunabiliyorsa, © = (x,,,) dizisi [ € C sayisina Pringsheim anlaminda yakinsaktur
denir ve [ sayisina da x = (x,,,) dizisinin Pringsheim limiti denir. Pringsheim
anlaminda yakinsak bir z = (z,,,) dizi P —limx,,, = [ veya lim z,,, = [ seklinde

gosterilir.
Pringsheim anlaminda yakinsak ¢ift dizilerin uzayi;

Cp={2=(Tm) €Q : A €C,Ve>0,IN € NVm,n> N 3 |z, — l| <€}
seklinde ifade edilir (Altay 2002).

Tamimdan da goriilecegi lizere Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ift dizi siirh

olmayabilir.

Ornek 4.1.3 Reel terimli & = (2,,,) cift dizisi,

m , n=1I1ise
Tomn =94 —n , m=1 n>2ise
0 , diger durumlarda.
seklinde tamimlansin. Burada sup,, ,, Zm, = +00 ve inf,, ,, £pm,, = —o0 oldugu halde
dizinin P— limiti sifirdir.
Pringsheim anlaminda [ noktasina yakimsak ve siirh bir z = (z,,,) dizisine, [

noktasia Pringsheim anlaminda sinarle yakinsak dizi denir. Bu sekildeki dizilerin

climlesi Cy, ile gosterilir. Oy, climlesi,

Cop = {2 = (Tnn) € Cp 1 ||Z]|oc = SUD |Tpn| < 00} = Cp N M,

m,n
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seklindedir ve bu uzay da || - || normu ile Banach uzayidir.

Pringsheim anlaminda [ noktasina yakinsak olmasinin yaninda
lim,, Zp, (0 € N) ve lim, Z,,, (m € N) limitleri mevcut olan x dizisine, [
noktasina regiler yakinsaktir denir. Regiiler yakinsak bir z = (x,,,) cift dizisi
i¢in lim,, lim,,, ,,,,, ve lim,, lim,, x,,,,, limitleri mevcut ve Pringsheim limitine esittir.

Regiiler yakinsak dizilerin ctimlesi, C,. ile gosterilir ve C,. ciimlesi;
Cr={2=(xmn) €Cp | VM EN: (Typp)m € c ve VN € N 3 (zp)n € ¢}

seklindedir. Regiiler yakinsaklik kavraminda, yakinsak her ¢ift dizinin sinirh oldugu

kolaylikla goriiliir.

Tek indisli ¢ ve ¢q dizi uzaylarina karsilik gelen Pringsheim; sifira Pringsheim yakinsak
ve regiiler anlamda yakinsak ¢ift dizilerin C,, Cy, ve C, uzaylarmin baz ozellikleri

Moricz (1991) tarafindan incelendi.

Pringsheim anlaminda yakinsakliktan daha zayif olan ¢ift dizilerin a noktasina

e—yakinsakligi,
Ve >0, dng €N, VYn>ng, dImgeN:m >myg= |ty —al| <e

seklinde Boos vd. (1997) tarafindan tanimlandi. e—yakinsak bir = dizisi her n € N
i¢in sup,,, |Tmns| degeri sonlu ve lim,, x,,, var ise z dizisine sirasiyla be—yakinsak ve
c—yakinsak denir. c—yakinsak bir x dizisi i¢in, lim,, lim,, x,,, vardir ve e—yakinsaklik

limitine egittir. Bu durumda e—yakinsak dizilerin ctimlesi,

Cezz{a::(:vmn)GQ: Ja € C, Ve > 0 dng € N, Vn > ny,
dm, € N >3Vm >m, — \xmn—a|<€}

:{x = () € Q¢ Ja € C: limlimy, |z, — al = 0}.
seklindedir. Tamimlardan C, C C, C C, oldugu c¢ikariminda bulunulabilir.

Simdi Pringsheim anlaminda yakinsak olmayan fakat e—yakinsak olan bir ¢ift dizi

ornegi verelim.
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Ornek 4.1.4 = = (z,,,) cift dizisi,

Tmn = § 2, m <n,

seklinde tamimlanirsa, bu ¢ift dizi Pringsheim anlaminda yakinsak degil fakat

e—yakinsaktir ve e — lim,,,, ,,, = 1 dir.

Genel olarak, bir x = (2, Gift dizisinin simirhlig, diizgiin simirhhik, yani sup,, ,, [Zmn|
ifadesinin sonlu olmasi anlamindadir. Bu; r ve bp—yakinsaklik i¢in tabii bir sinirlilik
tanimidir ve yukarida tanimlanan yakinsaklik gesitlerinin kendilerine 6zgi siirlilik

tanimlar: vardir ve su gekildedir;
Tanim 4.1.5 = = (x,,,) ¢ift dizisi,
(a) Eger, limg sup,,, > |[Zmn| < 0o ise P—simrly,
(b) Eger, lim,lim,, |Z,,,| < oo ise e—smirly,
(c) BEger, sup,, lim,,|2m,| < oo ise be—smirls,
(d) Eger, sup,, | lim, Z;,| < oo ise c—simirhdir (Zeltser 2001).

Genel olarak gozoniine alinan ¢ift dizi uzaylari,

kl_l’

mn

(k,1) = (m,n)

0 , diger durumlarda
olarak tanimlanan e* dizilerinin gerdigi ® uzayimi kapsarlar.
Tanim 4.1.6 = = (z,,,) ¢ift dizi olmak {izere verilen herhangi ¢ > 0 sayis1 igin,

m,n,p,q > N oldugunda

|Zpn — Tpg| < €

olacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa © = (x,,,) dizisine Pringsheim anlaminda

Cauchy dizisi denir (Altay 2002).
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Teorem 4.1.7 = = (,,,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olsun. Bu dizinin

P—yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul bir P—Cauchy dizisi olmasidir.

Ornek 4.1.8 = = (2,) = (%) cift dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak
m-+n
degildir.  Gercekten de, wverilen her e > 0 sayis1 icin yeterince biiyiik

m,n (m =n) € N sayilar ele alindunda

T — 2] <
Tom — =| < €
2

olacaktir. Fakat n = 2m olacak sekilde yeterince biiyilk m,n € N sayilar ele

alindiginda ise

o — 2| <
Ton — =| < €
3

olur. O halde z = (z,,) dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak degildir.
. 1 1
Ornek 4.1.9 z = () = — + — cift dizisi tammmlansim. Bu dizi Pringsheim
m n
anlaminda 0 noktasina yakinsar. Ayni zamanda her n € N i¢in lim z,,, = — ve
n

m—o0

1
m € Nicin lim z,,, = — oldugundan,
n—oo m

g (g, o) = Jion (0, ) = 0

elde edilir. O halde, x = (z,,,,) dizisi 0 noktasia regiiler yakisaktir. Boylece bu

dizi sinirh bir dizidir.

Regiiler yakinsakligin Pringsheim anlaminda yakinsakliktan farki, bir ¢ift dizinin

yakinsakliginin dizisinin simirliligini gerektirmesidir.
Tanim 4.1.10 f:NXxN— X, f(n,m) = z,, dizisi verilmis olsun.
k:N—N, k(n)=k, ve r:N—=N, r(m)=rp,
artan fonksiyonlar(diziler) olmak tizere
h:NxN-—=NxN, h(n,m) = (k(n),r(m))
seklinde tanimlayalim. Bu durumda

foh : NxN—-R

(n7 m) - f © h(n’ m) = xk'rﬂ’m
bileske fonksiyonuna () ¢ift dizisinin bir alt dizisi denir (Altay 2002).
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Ornek 4.1.11 Her m,n i¢in - Ypp = 1 ve 2y, = —1 dizilerinin her ikisi de

Tmn = (—1)™*" ¢ift dizisinin alt dizileridir.

Cift dizilerde de tek dizilere benzer olarak yakinsak bir dizinin alt dizisi de ayni
sayiya yakinsaktir. Burada soziini ettigimiz yakinsaklik tiirii, Pringsheim anlaminda

yakinsakliktir.

Teorem 4.1.12 = = (4, ¢ift dizisi [ noktasina Pringsheim anlaminda yakinsak
olsun. O halde x = (2,,) ¢ift dizisinin herhangi bir alt dizisi de [ noktasina

yakinsaktir.
Tanim 4.1.13 = = (x,,,) reel sayilarm bir ¢ift dizisi ve

ap(x) = sup Tpn ve By = inf xp,
mn>k m,n>k

olsun. Bu durumda, en az bir £ € N sayis1 icin

ap(r) <00 ve B > —00

ise * = (Tyy) cift dizisi Pringsheim anlaminda bir iist ve alt limite sahiptir denir.
Buna gore, bir x = (z,,,) ¢ift dizisinin Pringsheim alt limiti,
i) Eger her bir k € N i¢in ;) = —o0 ise, P — liminfz = —o0,
ii) Eger baz1 k € N icin fjy) > —oo ise,
P —liminfz = i inf T,,) = .
iminf x kl_{go(ml’Eka ) sgpﬁk()

seklindedir. Pringsheim st limiti ise
i) Eger her bir k£ € N igin ag(z) = +o00 ise, P — limsup z = +o0,
ii) Eger baz1 k € N i¢in ag(x) < 400 ise,

P —limsupz = lim ( sup x,,,) = inf a(x)
k—o0 mn>k k

seklinde tanimlanir (Patterson 1999).

Bir ornekle herhangi bir ¢ift dizinin alttan ve iistten sinirsiz olmasina ragmen, Pring-

sheim alt ve iist limitlerinin var olabilecegini gosterelim.
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Ornek 4.1.14 = = (z,,,) cift dizisi

(

m, n=1,
—n, m =1,
Tmn =
()™, m=n>1
\O, diger durumlarda
seklinde tanmimlansin. sup z,,, = +oo ve inf z,,, = —oco olmasina ragmen k > 2 icin

ag(r) =1 ve ) = —1 oldugundan
P —liminfrxr =—-1 ve P—limsupz =1
olur.

Teorem 4.1.15 z = (z,,) ve Yy = (Ymn) reel degerli iki ¢ift dizi olmak tizere, bu
dizilerin P — liminf ve P — lim sup degerleri arasindaki iligkiler agsagidaki sekildedir

(Patterson 1999).
1) P—liminfz < P —limsupz,
2) P—limxr =L < P—liminfx =P — limsupx = L,
3) P —limsup(—z) = —(P — liminf z),
4) P —limsup(z +y) < P —limsupz + P — limsupy,
5) P —liminf(z +y) > P — liminf(z) + P — lim inf(y),
6) Eger z, x ¢ift dizisinin bir alt dizisi ise

P —liminfz < P—liminf 2 < P —limsupz < P — limsupx

dir.

Tanim 4.1.16 m < m’ ve n < n/ oldugunda $,,, < Sy oOluyorsa s,,, dizisine
monoton artan, m > m' ve n > n’ oldugunda s,,, < Sy oluyorsa (S,,,) dizisine

monoton azalandir denir.
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Teorem 4.1.17 Artan bir ¢ift dizi tistten sinirh ise limiti supremumuna, azalan

bir ¢ift dizi alttan sinirh ise limiti infimumuna esittir.
Teorem 4.1.18 1z = (x,,,) reel sayilarda bir ¢ift dizi olsun. Bu durumda

liminf z,,, = «
m,n—00

dir ancak ve ancak

i) Verilen her € > 0 sayist i¢in, bir k£ € N sayis1 vardir 6yleki, her m,n > k igin

Tyn > o — € dur.

ii) Verilen her € > 0 sayis1 ve k € N i¢in m,n > k olacak sekilde m,n sayilar

vardir oyleki z,,, < a + ¢ dur.
ispat

lim inf z,,,, = sup ( inf xmn) =«
m,n— 00 k m,n>k

olsun. Cift dizilerde supremum tanimindan, verilen her € > 0 sayisi igin

inf z,,,>a—¢
m,n>k

olacak gekilde bir k£ € N sayis1 vardir ve her m,n > k igin x,,,,, > o — ¢ elde ederiz.

Bu ifade (7) ifadesinin ispatini gosterir.

Simdi ise (i) ifadesini ispatlayalim. Farzedelim ki (éi) ifadesi ger¢eklenmesin. O
halde, her € > 0 sayis1 ve her m,n > kg i¢cin x,,, > a + ¢ olacak gekilde kg € N

sayis1 vardir. Boylece,

liminf z,,,, = sup ( inf xmn) >a+¢
m,n—00 k m,n>k

olur. Bu ifade ise a > a + ¢ olur. Fakat bu dogru degildir. Celigki elde edilmig olur.

Tersine (i) ve (i) ifadeleri saglansin. Bu durumda verilen her € > 0 sayisi ve her

m,n > kg icin x,,, > a — € olacak sekilde kg € N sayis1 vardir ve

inf zpm>a—c¢
m,n>ko
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dir. Boylece,

liminf z,,,, = sup( inf z,,) > a—c¢
m,n—00 k. mmn>k

olur. (i7) ifadesinden ise her k € N sayis1 igin x,,,, < a+¢ olacak sekilde m, n vardir.
Bu durumda, her £ € N i¢in

inf z,,, <a+e

m,n>

ve
liminf z,,, = sup( inf z,,) <a+e
m,n— 00 L mn>k
elde edilir. O halde lim inf x,,,, = « dir.
m,n—o0

lim sup i¢in ifade, benzer gekilde asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 4.1.19 = = (x,,,) reel sayilarda bir ¢ift dizi olsun. limsup z,,, = 8 dir.
m,n—00

Ancak ve ancak

i) Verilen her £ > 0 sayisina kargilik, bir £ € N vardir 6yleki, Ym,n > k igin,

Tmn < [+ € olur.

ii) Verilen her € > 0 sayis1 ve k € N igin m,n > k olacak sekilde m,n sayilar

vardir oyleki z,,, > 8 — € olur.
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4.2 (Cift Seriler

Bu kisimda ¢ift seriler hakkinda bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 4.2.1 2 = (Ty,,) ¢ift dizisini alahm. Simdi,
Smnzzzxij ) (TTL,TLGN)
=1 j=1
seklinde tanimlanan bir (s,,,) dizisi diigiinelim. Bu durumda, <(:13mn), (smn)> ikili-
sine bir ¢ift seri denir. z,,, terimine serinin genel terimi, (s,,,) dizisine de serinin

kismi toplamlar dizisi denir (Altay 2002).

Eger (S,,,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina v-yakinsak, yani

m n

ise <(a:mn), (smn)> serisi v-yakimsaktir ve serinin v-toplami s sayisidir. Yakinsak

olmayan seriye iraksak seri denir.

o0 oo
Genel terimi z,,,, ve toplami s olan yakinsak seri, > > x,,, = s seklinde gosterilir.
m=1n=1

Seri ister yakinsak ister iraksak olsun, genel terimi x,,, olan seri
0o oo
2D @
m=1n=1
ile gosterilir. v-yakinsak cift seri olusturan dizilerin uzayi CS,, ile gosterilmektedir.
Buna gore,

i J
CS, = {x = (Tmn) € Q| U—;xmn = v- lirjnz men mevcut}

m=1n=1
seklindedir. Burada v- ¢ift dizilerde herhangi bir yakinsakligi gostermektedir.

[c o lNe )

> Tmn V€ D Y. Ty serilerine sirall seriler denir. Sirali seriler, aym
m=1n=1 n=1m=1
toplama sahip olmak zorunda degildir. Gergekten z = (z,,) ¢ift dizisi i¢in

1, m=n+1,n=12,..
Tmn = -1, m=n—-1,n=1,2,..
0 , diger durumlarda

Yo0> ) T = —1 fakat > >y, =17 dir

m=1n=1 n=1m=1
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Tanim 4.2.2 Eger > > |x,,| serisi yakinsak ise, > > z,,, kompleks terimli

m=1n=1 m=1n=1
serisine mutlak yakinsaktir denir.

Mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin ciimlesi £, ile gosterilir. Yani;

L, = {x e€Q: x| = Z || < oo}

m,n

seklindedir.
Teorem 4.2.3 Mutlak yakinsak bir ¢ift seri yakinsaktir (Iyer 1985).

Teorem 4.2.4 Pozitif reel terimli bir serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter

sart bu serinin kismi toplamlar dizisinin sinirli olmasidir (Iyer 1985).

Teorem 4.2.5 Reel terimli (@) ve (biy) seklinde iki dizi diigiinelim. Her m,n € N
icin 0 < amp < by Ve D D by serisi yakinsak ise Y > ay,, serisi de

m=1n=1 m=1n=1
yakinsaktir ve

D) ILIED 39 3L

m=1 n=1 m=1

esitsizligi gecerlidir (Iyer 1985).

Yakinsak bir ¢ift indisli serinin kismi toplamlar dizisi sinirli olmak zorunda degildir.

Ornegin;
1, m=1
Tmn = -1 , m = 2
0, m>3

olarak tanimlanan Y x,,, serisi yakinsak fakat kismi toplamlar dizisi sinirh degildir.

m,n
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4.3 (ift Dizilerde Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde daha once tek dizilerde bahsettigimiz yogunluk ve istatistiksel yakin-
saklik kavramlarinin ¢ift dizilerdeki karsihigi tanitilacak, ilgili teorem ve 6zelliklerden

bahsedilecektir.

K C Nx Nolsun. K(m,n), {(j,k): (j,k) € K, j<m, k< n} kilmesinin

eleman sayisini gostermek tizere ¢ift dizilerde yogunluk agagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 4.3.1 K C N x N olmak iizere K kiimesinin alttan asimptotik yogunlugu

K

92(K) = lim inf K(m,n)

- m,n mn
olur.

K(m,n)\ . ... . . . 3
(—) dizisinin Pringsheim anlaminda limiti varsa K kiimesinin ¢ift dogal
mn
yogunlugu
K
do(K) = lim K(m,n)
m?” mn

dir.

Ornek 4.3.2 {(52,k?) : j,k € N} kiimesinin dogal yogunlugu

K Jm
dy(K) = lim 201y VYR
mn

mn  mn T omn

olur.
Tanim 4.3.3 Reel bir x = (z,,,,) ¢ift dizisi ve her € > 0 sayis1 igin
do({(m,n) e NXN: |z, — L| >€})=0

ise x = () Gift dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve sty —lim x,,,, = L

seklinde gosterilir (Mursaleen and Edely 2003).

Teorem 4.3.4 x = (x,,,) ¢ift reel say1 dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter sart K = {(m,n) e NxN: m,n=1,2,3,..}, do( K) =1 ve
lim x,,,=L
m,neK

olacak gekilde K C N x N alt kiimesinin var olmasidir (Mursaleen and Edely 2003).
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Teorem 4.3.5 sty —limx,,, = Ly, sty —limy,,, = Ly ve ¢ € R olmak tizere,
i) sty — lim(Zmn + Ymn) = L1 + Lo dir.

ii) sty —lim(czp,) = cLy dir (Mursaleen and Edely 2003).

Tanim 4.3.6 = = (2,,,) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. Verilen her € > 0 sayisina

karsilik ve her m,p > N, n,q > M igin,
dy({(m,n) :m < j, n <k, |Tpn — 3py| > €}) =0

olacak sekilde N = N(g), M = M(e) sayilar1 varsa © = (2,,,,) dizisine istatistiksel
Cauchy dizisi denir (Mursaleen and Edely 2003).

Teorem 4.3.7 x = (x,,,) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. & = (x,,,) ¢ift dizisinin
istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart © = () ¢ift dizisinin istatis-

tiksel Cauchy dizisi olmasidir (Mursaleen and Edely 2003).
Teorem 4.3.8 Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
a) * = () cift dizisi L noktasina istatistiksel yakinsaktir.
b) z = () ¢ift dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

¢) & = () cift dizisinin bir y = (ym;n,) alt dizisi vardir yleki lim yp, n, = L

dir (Mursaleen and Edely 2003).

Teorem 4.3.9 Bir z = (z,,,) ¢ift dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi

i¢in gerek ve yeter sart

T = Umn + Umn, m,n=0,1,2, ... (4.1)
mlér_nﬂ>O U = L (4.2)
ve
1
Im —[{m<j, n<k: vy, #0} =0 (4.3)
J,k—o0 jk

olacak sekilde () Ve (Umy,) dizilerinin var olmasidir (Moricz 2003).
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Tanim 4.3.10 Herhangi reel degerli bir z = (x,,,,) ¢ift dizisi verildiginde istatistiksel

ist limit ve istatistiksel alt limit;
G, ={CeR:d({(j k) : xpn > C}) #0}

ve
F,={D eR:d({(j,k): xmn < D}) # 0}
olmak tizere, x = (x,,,) reel degerli ¢ift dizisinin istatistiksel tist limiti;

supG, , G #0
—00 , Gp,=10

sty — limsupx =

ve benzer gekilde = (2,,,,) dizisinin istatistiksel alt limiti;

infF, , F,#10
o , F,=10

sto — liminf z =

seklindedir (Cakan ve Altay 2006).

Teorem 4.3.11

a) sty —limsupz = f < Verilen herhangi ¢ > 0 sayisina kargilik

dy({(m,n) : Tpn > B —}) #£0

ve
dy({(m,n) : @pn > B+e}) =0
dir.

b) sty — liminf 2 = o < Verilen herhangi bir € > 0 sayisina karsilik

do({(m,n) : Tppn < +}) #0

ve

dy({(m,n) : Tpn < —}) =0

dir (Cakan ve Altay 2006).

38



Teorem 4.3.12 z = (x,,,) herhangi reel degerli ¢ift dizi olsun.
sty — liminf z < sty — limsup x
dir (Cakan ve Altay 2006).

Teorem 4.3.13 x = (z,,,) dizisi sto— sirh bir ¢ift dizi olmak tizere x = (x,,,)

dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
sty — liminf x = sty — limsup x

olmasidir (Cakan ve Altay 2006).
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5 CIFT DIZILERDE IDEAL VE IDEAL YAKIN-
SAKLIK

Bu kisimda bir 6nceki boltimde bahsettigimiz ¢ift dizilerin, ideal yakinsakligi tizerinde
duracagiz. Ik kisimda bahsi gecen tek dizilerdeki bazi 6zellik ve kavramlarin ¢ift
dizilerdeki kargiliklarini inceleyecegiz. Genel olarak metrik uzaylarda ve ¢ift dizilerde
caligacagimiz icin, N tizerindeki Z ideali ile karigtirilmamasi icin N x N iizerindeki

bir ideali Z, ile gosterecegiz.

Tanim 5.0.14 7, N x N iizerinde nontrivial (agikar olmayan) bir ideal olsun. Eger

her bir i, 7 € Nigin, {i,j} € Z, oluyorsa Z, idealine uygun ideal, her bir i € N i¢in
{i} x Nve N x {i} € I,

oluyorsa Z, idealine kuvvetli bir uygun idealdir denir (Das et al. 2008).

Bu calismamizda Z, ideali deyince akla kuvvetli uygun ideal gelmelidir.

Kuvvetli uygun idealin ayni zamanda bir uygun ideal oldugu agikca goriilebilir. NxN

iizerinde,
Iy ={AeNxN:(3m(A) eN) (i,j>m(A) = (i,j) € A)}

idealini alahm. Z9 bir kuvvetli uygun idealdir. Bir Z, idealinin kuvvetli uygun ideal
olmas igin gerek ve yeter sart ZY C Z, kapsamasimin gegerli olmasidir (Das et al.

2008).

Tanim 5.0.15 Z, C 2" ve (X, p) bir metrik uzay olmak iizere, X uzaymda bir

T = (Tymp) ¢ift dizisini alalim. Her ¢ > 0 i¢in
A(e) ={(m,n) e NXN: p(zpn, L) > e} € I,
oluyorsa z = (Z,,,) ¢ift dizisi L € X noktasina Zy—yakinsaktir denir ve
Io— lim z,,=1L
m,n—oo

ile gosterilir (Dems 2004).
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Uyar1 5.0.16 Eger Z, ideali Z9 olarak alimirsa, Z, yakimsaklik Pringsheim anlamida
adi yakinsaklik ile cakisir ve eger, 7, ideali

T8 = {A C N x N:dy(A) =0}
olarak almirsa, 79* yakinsaklik istatistiksel yakinsakliga doniisiir (Das et al. 2008).

Tanmim 5.0.17 Z, C 2N ve (X p) bir metrik uzay olmak iizere, X uzayinda bir
T = (Tymyp) ¢ift dizisini alahm. Eger bir M € F(Z,) (yani H = N x N\ M € Z,) i¢in

lim x,,,=1L
m,n—00

(m,n)eM

oluyorsa, x = (Tyy,) ¢ift dizisi L € X noktasima Z5—yakinsaktir denir ve

Iy — lim xp, = L ile gosterilir (Das et al. 2008).

m,n—00

Teorem 5.0.18 Z, C 2N bir kuvvetli uygun ideal ve (X, p) metrik uzaymdaki bir
T = (Tyy) Gift dizisi igin, eger Z; — lim  ,,, = L ise o zaman Zo — lim 1w, = L

m,n— 0o m,n—00
dir (Das et al. 2008).

Ispat Z; — lim 2, = L oldugundan, M € F(Z,) (yani H = N x N\ M € T,)

m,n—00

seklinde bir M kiimesi vardir ve

lim ., =1L (5.1)

m,n— 00

dir. € > 0 olsun. (5.1) den her m,n; (m,n) € M igin, p(Tyn, L) < & ve m,n > ko

olacak gekilde bir ky € N vardir.

A(e) = {(m,n) e NxN: p(zp,, L) > ¢}
CHU(Mﬂ(QLzm(%—lﬂXNMMNX{LZMA%—lﬂ»)

HU (Mﬂ (({1,2, ..., (ko = 1)} x N)U (N x {1,2, ..., (ko — 1)}))) € 7, oldugundan
A(e) € Iy dir. O halde Z, — lim  ,, = L dir.

m,n—00

41



Teorem 5.0.19 (X, p) bir metrik uzay olsun.

i) Z, kuvvetli bir uygun ideal olmak tizere, eger X in herhangi bir yigilma noktasi

yoksa Z, ve 75— yakinsakhk birbiriyle cakigir.

i) Z, kuvvetli bir uygun ideal ve y = (ymn) bir ¢ift dizi olmak tizere, eger X
in L geklinde bir yigilma noktasina sahipse Zo, — lim y,,, = L dir, fakat

m,n— 00

Iy — lim 1z, mevcut degildir (Das et al. 2008).

m,n—00

ispat i) L € X ve Z, — limz,,, = L olsun. O halde Teorem 5.0.18 geregi
75 — limx,,, = L oldugunu gostermek yeterlidir. X bir yig1lma noktasina sahip

olmadigindan,

B(L,e) ={z € X :p(x,L) <e}={L}

olacak sekilde bir € > 0 vardir.

Ty — lim 24, = L oldugundan {(m,n) : p(xyn, L) > €} € Iy dir. Bu durum ise,
{(m,n) : p(xyn, L) < e} ={(m,n) : xpy = L} € F(Ly)
oldugunu gosterir. O halde Z; — lim x,,,, = L dir.

ii) L, X in bir yigilma noktasi oldugundan, tiim noktalar1 L den farkli olan
ve L ye yakimsayan bir (z;) dizisi mevcuttur oyleki {p(z;, L)} dizisi azalarak sifira
yakinsar. {E;} sonsuz dogal sayilar kiimesi N de bir ayrigim olsun ve
A = {(m,n) : min{m,n} € E;} alahm. {A,} de N x N iizerinde bir ayrigim olur ve
T, ={ACNxN:A Aj nin sonlu bir birlesimi tarafindan kapsanir} bir kuvvetli

uygun ideal olur.

Tmn = z; olmast i¢in gerek ve yeter sart, (m,n) € A, olmasidir. n € N igin
en = p(2n, L) olsun. n > 0 verilsin. e, < n olacak gekilde bir v € N secelim. O
zaman

Am) ={(m,n) : p(xpn, L) >n} C A UL U..UA,

olur. Bundan dolay1 A(n) € Z, ve Z, — lim x,,,, = L dir.
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Simdi Z; — lim 2,,,, = L oldugunu varsayalm. M = N x N\ H olacak sekilde H € 7,
vardir ve
lim z,,, =L

m,n—00
(mn)eM

dir. Z, idealinin tammmindan H C A; U Ay U ... U A olacak sekilde [ € N vardir
ve diger taraftan Ay C N\ H = M dir. A4 in yapisindan dolayi, herhangi bir
no € Nicin p(xyn,&) = 41 > 0 saglacak sekilde sonsuz sayida (m,n) € M ve

m,n > ng olan (m,n) vardir. Bu ise

lim x,, =1L
m,n—00

(m,n)eM
olmasi ile gelismektedir. Z5 — lim x,,,,, = p ve p # L i¢in Z5 — lim z,,,,, = p olur ki bu

da celigkidir.
Teorem 5.0.20 (X, p) bir metrik uzay ve x = (z,,,), X de bir ¢ift dizi olmak tizere,

a) Zp C 2N bir kuvvetli uygun ideal olsun.

Eger, lim wx,, =1L ise, o — lim x,,, =L,
m,n—00 m,n—00

b) Z, C 2N bir uygun ideal olsun. Eger,

(i) Zy — lm xp, =L, Zo— lim y,, = K ise,
m,n—oo m,n—o00

m,n— 00

(ii)) Zy — lWm @, =L, Zo — lim yy,, = K ise,

m,n—0o0 m,n—o0

o — lim (Zpn-Ymn) = (L.K)

m,n— o0

dir (Das et al. 2008).
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Tamm 5.0.21 Z, C 2"*N bir uygun ideal olsun. Z, idealine ait her sayilabilir ve

kargilikli ayrik her {A;, Ay, A3, ...} ailesi igin,
A,AB, €I (n €N)

(yani her bir n € N igin A, AB, kiimesi, N x N kiimesinde satir ve stitunlarin sonlu

bir birlegimi tarafindan kapsanir) ve

B:GBn612

n=1
sartlarim saglayan sayilabilir {By, By, Bs, ...} ailesi varsa, Z, ideali (AP2) sartin
saglar denir (Das et al. 2008).

Eger, T, C 2N (AP2) sartim sagliyorsa X deki herhangi bir {z,,, } ¢ift dizisi icin
Iy — limx,,, = £ ise o zaman Z; — lim x,,,, = £ dir (Teorem 5.0.22 de goriilebilir).
Ancak bu durum tek diziler i¢in farkhdir. Tek dizilerde Z ve Z*—yakinsakligin bir-
birine esit olmasi i¢in dizinin (AP) sartin saglamasi gerekmez. Ornegin Pringsheim
anlaminda yakinsakligi saglayan Z; idealini diigtinelim. Burada agikca goriiliir ki,
7 ve T*—yakinsaklik egdegerdir. Fakat burada B; = {i} x N ciimlelerinin, Z; a ait
olduguna ve N x N in birer ayrigimlar1 olduguna dikkat edilmelidir. Eger N x N den
herbir B; (veya bazi B; lerin) yalnizca sonlu elemanlarini ¢ikarirsak sonug kiimesi Z,

a ait olmaz. Bu da Z; idealinin (AP) 6zelligini saglamadigini gosterir.

Teorem 5.0.22 7, C 2N bir uygun ideal, (X, p) bir metrik uzay ve z = (Zun),
X in bir ¢ift dizisi olsun. Eger, bu Z, ideali ( AP2) &zelligini saghyorsa

Z,— lim =z, =Lise Z; — lim z,, =L
m,n—00 m,n—00

onermesi gegerlidir (Das et al. 2008).

ispat 7, ideali (AP2) 6zelligine sahip ve Zy — lm  2,,, = L olsun. O zaman
m,n—00

Ve > 0 i¢in,
A(e) ={(m,n) e NxN: p(xmn, L) > e} € T

dir.
Ay ={(m,n) e NxN: p(xp,, L) > 1} ve k > 2 i¢in
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1 1
Ak—{(m,n)ENXN:ESp(:UmmL)<m}

alalim. Agikga goriiliir ki her bir i € N igin A; € Zy ve i # j igin ;N A; =0
dir. (AP2) ozelligi geregi, her j i¢gin N x N climlesinde, satir ve siitunlarin sonlu bir
birlesimi tarafindan kapsanan A;AB; ve {B;} dizisi vardir ve
B=|JBje1,
j=1

dir. Simdi, M = N x N\ B igin

lim xz,,,=1L
m,n—o0

(m,n)eM

1
oldugunu ispatlayalim. 1 > 0 verilsin. z < n olacak gekilde £ € N secelim. O zaman

{(m’n) : p(mmm[’) > 77} - U AJ'

j=1
olur. A;AB;, j = 1,2,...,k satir ve siitiinlarin sonlu bir bilesimi tarafindan kap-

sandigindan,

(UB]) N {(m,n):m>nyAn>ng}
= <UA]-> N{(m,n) :m>ngAn=>mng}

olacak sekilde bir ny € N vardir. Eger m,n > ng ve (m,n) ¢ B ise (m,n) ¢ ij B;
k 1 !

dir. Dolayisiyla (m,n) ¢ jL:J1 A; olur. Bu ise p(xpy, L) > T <7 anlamima gelir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 5.0.23 (X, p) en az bir yigilma noktasma sahip ve z = (z,,), X in

elemanlarindan olusan keyfi bir ¢ift dizi olmak {izere, her bir £ € X igin,

T, — limx,,, = & iken 7 — limx,,, = £ ise, Z, ideali (AP2) ozelligine sahiptir
(Das et al. 2008).

ispat ¢ € X, X in bir yigilma noktast olsun. Bu durumda her bir k i¢in zp # £

olacak gekilde X in farkli elemanlarindan olugsan bir {zj}ren dizisi vardir ve
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¢ = ]}erolo 2k ve {p(zk, &) }ren dizisi azalarak sifira yakinsar. k € N i¢in € = p(zx, )
alalm. {A;},en, Zo nin bogtan farkhi kiimelerinin ayrik bir ailesi olsun. z,,, = z;
((m,n) € Aj) ve &y =& ((m,n) € A;) (her bir j i¢in) seklinde bir = (2n,)
dizisi tanimlayalim.

n > 0 olsun. e < n olacak sekilde bir £ € N secelim. O halde
A(n) = {(m,n) : p(Tmn, &) >0} C AU AU ..U Ay

olur. Bundan dolay1 A(n) € Z, dir ve bu yiizden Zo—lim z,,,,, = £ dir. Varsayimimizdan
dolay1 Z; — limz,,,,, = £ dir. O halde M = N x N\ B € F(Z,) olacak sekilde bir
B € T, ctimlesi vardir ve

m 2, =¢& (5.2)

m,n—oo
dir.

j € Nigin B; = A; N B alahm. O zaman her bir j € N i¢in B; € Z, olur.
Diger taraftan fj B; = Bn Ej A; C B dir. Bu durumda Ej B; € I, olur. Eger
A;NB, NxN ]1?11 satir ve siitjt;larmm sonlu bir birlegimi ta{r:alfmdan icerilmiyorsa,
M, my,ny — oo iken {(my,ny)} elamanlarmin bir sonlu dizisini igermelidir ve her
k € Nigin xp,n, = 2z; # £ olur bu ise (5.2) ile geligkidir. Bundan dolay1 A; N B,
N x N in satir ve siitunlarinin sinirli bir birlegimi tarafindan igerilmelidir. Bu yiizden
de A; A Bj = A;\ B; = A;\ B=A; N M nin de sonlu satir ve siitunlar tarafindan

icerilmesi gerekir. Bu sartlarin saglanmasi demek, Z, nin (AP2) ozelligine sahip

olmas1 demektir.

Akla gelen bir diger soru da (AP) ile (AP2) arasindaki iligkinin ne oldugudur.
Agikca gortilmektedir ki, (AP) 6zelligini saglayan bir ideal (AP2) 6zelligini de saglar.
Fakat kargitinin dogru olmadigimi Zy idealinde gordiik. Z, ideali (AP) ozelligini
saglamiyorken (AP2) 6zelligini saglar. Bundan dolay1 ¢ift dizilerde (AP) 6zelliginin
aslinda (AP2) den daha kuvvetli oldugu diigiiniilebilir. Diger bir énemli ideal olan
7 = {K C¢ Nx N: dy(K) = 0} idealinin de (AP2) 6zelligini saglamas: fakat (AP)

ozelligini saglamamasi bu duruma bagka bir ornektir.
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Teorem 5.0.24 (ift dizilerde ISQ—yakmsakhk, I;dQ—yakmsakhgl kapsar (Das
et al. 2008).

Ispat m,n € N olmak fizere z = (Zmm) cift dizisi € € R ye 792 yakimsasim.

Ay = {(man) : |Imn _gl} >1

ve
1 1
A ={(m,n) : —

olsun. Varsayimdan her bir £ € N i¢in dy(Ax) = 0 olur. Ayrica p € N igin
p

d2(J Ax) = 0 oldugu gozlenebilir. p € N, n > T, ve m > T, i¢in,
k=1

1 g 1
— Lk): g <mAkE<nA(jk At < —
m'n({(‘?, ):j<mAk<nA( )Gizul <
olacak sekilde bir T}, dogal sayis1 alalim. Acikca soyleyebiliriz ki {7},} dizisi artandir.

P
p€eN i¢in C, = {(j, k) : T, <min{j, k} < Tpﬂ}, D,=C,NnJA ve D= D,
i=1 1

o0

p=

1

olsun. dy(D) = 0 oldugunu gostermeliyiz. Gergekten — < 7 olacak sekilde, n > 0 ve
p

p € N varsa, o halde (m,n) € C, icin,

P

({1.2,...m} x {1,2,..n}) N D C ({1,2,..m} x {1,2,..n}) N J 4

i=1
mevcuttur. Bundan dolay1,

1 4 . . 1
%‘{(]ak’)-JSm/\kén/\(ij)eD}‘ <3_3

olan n ve m ler i¢in, do(D) = 0 dur.

1
Ayni zamanda, n > T,, m >1T,, (m,n) & D igin |z, — | < — dir. Dolayisiyla
p

T = (Tpp), & ye I3®—yakmsaktir. Bundan dolay1 732, (AP2) 6zelligine sahiptir.

Simdi, Z52 nin (AP) 6zelligini saglamadigim gosterelim,

Oncelikle U E, = N olacak sekilde N in alt kiimelerinden, sifir yogunluklu,
p=1

{E,} dizisini alahm. p € N i¢in A, = E,xN alalim. dy(A4,) =0 oldugu kolayca

goriilir. {B,}, card(A, A B,) < Ny olacak sekilde Nx N in alt kiimelerinden olugan
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keyfi bir dizi olsun. O halde, B, D A, \ F, olacak sekilde siirli cimlelerin bir {F,}
dizisi vardir. Simdi, dg(ij B,) #0 <Ashnda do( 6 (Ap\ Fp)) = daf Ej (By)) = 1)
oldugunu gostermeliyiz. :Il(eyﬁ bir m dogal say131p;11ahm. Simdi, her ]i):li n > 0 igin
n > m ve

o0

ﬁ’{(%k)]Sm/\kSn/\(],k)G U(Ap\Fp)}’ >1-n

p=1

olacak gekilde n € N oldugunu gostermeliyiz.

00 Po
Bunun i¢in 6nce, (J E; = N) U E; D {1,2,...,m} oldugundan olacak sekilde
p=1 i=1

Po
po € N secelim. Bu durumda, |J D {1,2,...,m} x N olur. Bundan dolay,
i=1
po
U@AN\F) S ({1.2,....m} xN)\ F
i=1

(F sonlu bir kiime) dir. O halde her bir n € N i¢in

({1,2,...,m} x {1,2,..,n}) N U(AZ.\FZ,)

i=1
Ppo
> ({L,2,...m} x {1,2,..n}) N[ J(4i \ F})
=1
o> ({1,2,...,m} x{1,2,...,n}) \ F
dir (F, n ye bagh degil).

Yeterince biiyiik n € N igin (n > m),

L2 m) x {12, n}) 0 Ui\ 7

>1-—
m.n g

esitsizligi gegerlidir. Bu ise, dy(|J B,) = 1 dolaywsiyla | B, ¢ 752 anlamina gelir.
p=1 p=1
Bu da Z¢* nin (AP) 6zelligini saglamadigimi gosterir.

Tanim 5.0.25 © = (,,) reel veya kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak {izere,
{(m,n) : |Tmn| > M} € I, olacak sekilde bir reel M > 0 sayisi varsa, £ = ()
dizisi Zo— semarlider denir (Das and Malik 2008).
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T,—yakinsak olan bir ¢ift dizinin sinirli olmak zorunda olmadigini 6rneklendirirsek;

T, idealini 79 ideali olarak alahm. = = (x,,,) cift dizisini

m , n=1
Lmn =
1, n#1
olarak tammlarsak, = (Z,,,) dizisinin sirsiz, fakat Z9 — lim  x,,, = 1 oldugu

m,n—>00

goriiliir.
Tanim 5.0.26 x = (z,,,,) bir ¢ift dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in
{(m,n) e NXN: |zp, — x| >c} €Iy

olacak sekilde s = s(¢), t = t(e) € N varsa © = (x,,,) dizisine Zy— Cauchy dizisi

denir (Triphaty and Triphaty 2005).

Tanim 5.0.27 7, C 2N ve T C 2% birer gercek ideal olsun. Bir z = (2,,,) cift

dizisi, eger [ noktasina Z,—yakinsak ve her £ > 0 i¢in
i) Herbir n € N ve baz1 L,, € Cicin {m € N: |z, — L,| > €} € T ve
ii) Herbir m € N ve baz1 K,,, € Cigin {n € N: |2}, — K,,,| > e} €T

ise © = (T, dizisi regiler ideal yakinsaktyr denir ve r(Zy,Z) — lim  Z,,, = [ ile
m,n—00

gosterilir (Triphaty and Triphaty 2005).
Tanim 5.0.28 (X, p) bir metrik uzay, Z, C 2N bir kuvveetli uygun ideal ve

T = (Tmn), X uzaymda bir ¢ift dizi olsun.

B € X olmak tizere bir M C N x Nve M ¢ 7, i¢in

P— lim zp,,=p6 ((m,n)eM)

m,n—00

oluyorsa, § noktasina x = (x,,,) dizisinin bir Zy—limit noktasidir denir (Das and

Malik 2008).

Bir x = (2,,) dizisinin tiim Pringsheim limit noktalar1 kiimesi ve Z, limit nokta-
lar1 kiimesi sirasiyla L2 ve Zy(A,) ile gosterilir. Simdi L2 ve Zy(A,) kavramlarinin

birbirlerinden son derece farkli olduklarin asagida bir 6érnekle aciklayalim.
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Ornek 5.0.29 72 = {A C Nx N: dy(A) = 0} olsun. z = (z,n,) dizisini

1 , m=n
xmn
n , diger durumlar

seklinde tanimlayalim.

Burada L2 = {1} oldugu ancak Z,—limit noktasimin olmadigr goriiliir. Yani

Zr(A,) = oo dur.

Tanim 5.0.30 (X, p) bir metrik uzay ve & = (z,,), X uzaymda bir ¢ift dizi olsun.
Her € > 0 i¢in,
{(m,n); p(Tyn, @) < e} € I

oluyorsa a € X elemanina x = (x,,,) dizisinin Zy—1y1gilma noktas: denir.

Bir = (2, dizisinin tiim Zo—y1g1lma noktalar1 kiimesi Zy(I",) ile gosterilir. Simdi

Zo(A,) ile Zy(T',) arasindaki iligkiyi inceleyelim.

Teorem 5.0.31 Z, bir kuvvetli uygun ideal olsun. (X, d) uzaymdaki herhangi bir
T = (Tmyp) ¢ift dizisi i¢in Zo(A,) C Zo(I',) kapsamas: gegerlidir.

Ispat a € Z,(A,) olsun. Bu durumda
JmsJn

olacak sekilde bir M = {(jm,Jn) € NxN;j k € N} € 7, kiimesi vardir. € > 0 olsun.
(5.3) den j,, > ng, jn > no olacak gekilde bir ng € N bulunabilir ve d(z;,,;,,a) < €
dur. O halde

{(m,n) : d(zmn, @) <} D MN\{(jm, Jn); Jm < (no — 1) veya jn < (no — 1)}
dir. Z, kuvvetli uygun ideal oldugundan,
{(m,n) : d(&mn, ) < e} €1y

olur. Bu ise a € Z,(I',) anlamina gelir. Boylelikle ispat tamamlanmig olur.
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Teorem 5.0.32 7, C 2N bir kuvvetli uygun ideal olsun. Bu durumda,
i) (X,d) deki herbir x = (x,,,) ¢ift dizisi i¢in, Z»([';), X de kapalidir.

ii) (X,d) ayrilabilir bir metrik uzay olmak tizere, Ay C NxNve Ay, € T; k € N
olacak sekilde (Ay) de « diye ayrigabilen bir dizi bulunabilir. Her bir kapali
P C X kiimesi i¢cin P = Z,(I';) olacak sekilde x = (2,,,) ¢ift dizisi mevcuttur.
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5.1 I,—Alt ve Ust Limit

Tek dizilerde Z—limit supremum ve infimum kavramlarinin tanim ve bir takim
ozelliklerini onceki boliimde vermigtik. Bu kisimda tek dizilerdeki bu kavramlarin

¢ift dizilerdeki kargiliklarindan séz edecegiz.

Tanim 5.1.1 Z, C 2"*N kuvvetli uygun ideal olsun. Reel degerli x = (z,,,,) dizisi
icin,
B, ={beR;{(m,n);xpmn, > b} €L}

ve

A, ={a e R;{(m,n);xpmn < a} &€ Lo}
olsun. Bu durumda, Z,—limit supremum ve Zy—limit infumum asagidaki gibidir.

supB, , B, #0
o — limsupzx = P 7

—00 , B,=10

sup A, , A, #0

I, — liminfz = P 7
oo , A, =10

Eger Z, = Z9 alinirsa, Z,—limit supremum ve Z,—limit infimum, P—limit supremum

ve P—limit infimum Patterson (1999) ile gakigir.
Teorem 5.1.2 [ =17, — limsup z,,, < ¢ > 0 icin,
{(m,n) e NXN:zy, >0—¢c} &I,

ve

{(m,n) e NxN:z,,>0+c} €,
dir (Giirdal ve Sahiner 2008).
Ispat Oncelikle gerekliligi gosterelim;

e >0 wverilsin. f+4+¢e¢ > oldugundan, (8+¢) & {t: M, & I} ve
{(m,n) e NxN: z,, > [+e} € I, dir. Benzer sekilde, 5 — ¢ < 8 oldugundan,
f—e<t <Bvet € {t : M; & I,} olacak sekilde bir t vardir. Bundan dolay1
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{(m,n)ENxN:xmn>tl}¢I2

ve

{(m,n) e NXN:z,,>pB—¢c} €I,

dir. Simdi yeterliligi ispatlayalim;

e>0ve (f+e) & {t: My & I} ve Iy — limsup x,,, < B + ¢ dir. Diger yandan
Iy —limsup x,,, > [ — ¢ oldugunu biliyoruz. Bu da demektir ki Z, —lim sup x,,,,, = 3

dir. Gosterilmek istenilen gosterilmistir.
Teorem 5.1.3 a =7, — liminfz,,, < ¢ > 0 i¢in,
{(m,n) e NxN:z,, <a+ec} &I,

ve

{(m,n) e NxN:z,, <a—c} €l

dir (Giirdal ve Sahiner 2008).
Teorem 5.1.4 Reel degerli her x = (x,,,) dizisi igin

Iy — liminf z,,, < Z, — limsup .,
esitsizligi gegerlidir (Giirdal ve Sahiner 2008).

Ispat Herhangi reel degerli bir z = (Tmn ) Gift dizisi igin 1ig olas1 durum s6z konusudur.

1) Zy — lim sup 2, = +00. Bu durumda
I — liminf z,,, < Z, — lim sup z,,,

oldugu aciktir.

2) Iy — lim sup x,,, = —oo. Bu durumda,
teR=M€cTI, ve tc R=M"'¢17T,
dir. Boylece,
T, — liminf z,,, = inf{t : M' ¢ I,} = inf R = —o00
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ve

Iy — liminf z,,, <Z, — limsup ,,,

olur.

3) —o0 < Zy — limsup #,,, < +00. Bu durumda ise,
8 =1Zy — limsup x,,,
olacak gekilde bir g € R vardir. Herhangi bir ¢ € R igin,
B<t= M eI, ve M'¢1I,

dir. Bu ise

T, — liminf z,,, = inf{t : M' ¢ T,} < 3

anlamina gelir.

Teorem 5.1.5 Reel degerli her z = (z,,,) dizisi i¢in,
P —liminfx <7y — liminf z

esitsizligi gecerlidir (Das and Malik 2008).

ispat Eger P — liminfx = —o0 ise P — liminfx < 7, — liminf z oldugu aciktir.
Simdi P — liminfz = a > —o0 olsun. O zaman, a; = inf{z,,,;n > k} olmak iizere

a = sup;, oy, dir. Bundan dolay,
[(m0); Tn < ax} C {(myn),m < (k1) yada n< (k—1)}
dir. Z,, kuvvetli uygun ideal oldugundan,
{(mn)ym < (k=1) yada n<(k-1)}eT
dir. Bu yiizden {(m,n); Ty, < ai} € I, dir.
Simdi A, = {a € R;{(m,n); xp, < a} € Ir} olmak tizere § = Z —liminf z = inf A,

alalim. 8 < ay iken 8 < @' < oy, olacak sekilde bir o' € A, bulunabilir. Ancak,

{(m,n); Tpn < &'} C {(m,0); T < i} € Ty
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dir. Bu durumda o & A, olur ki bu da celiskidir. Tiim k lar i¢in § > ay, dir. O
halde,

a<p, yvani P —liminfx <Z; — liminfx

olur. Benzer gekilde

I, —limsupxr < P — limsupx

oldugu gosterilebilir. Bu iki sonucu ve Teorem 5.1.4 i kullanarak istenilen sonug

elde edilmis olur.

Teorem 5.1.6 Reel degerli = = (z,,) c¢ift dizisinin Pringsheim anlaminda

Ir,—yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
Iy — limsup x,,,,, = Zo — liminf z,,,
olmasidir (Giirdal ve Sahiner 2008).
ispat Gerekliligi ispatlayalim; L = Z, — lim z,,,,, olsun. O halde,
{(m,n) e NxN:z,, >L+e} e,

ve

{(m,n) e NXN:z,, <L—c} €T,

dir. Herhangi bir t > L+ ¢ ve t' < L — ¢ icin, M, ve M ¢ ciimleleri I, ye aittir. Bu

durumda

sup{t : M, ¢ T,} < L+¢ ve inf{t : Mt €¢I} >L—¢
sonuclarii ¢ikarabiliriz. O halde L = Z, — lim sup x,,,, = Z» — lim inf z,,,, olur.
Yeterliligi ispatlayalim; € > 0 ve L = Z5 — lim sup z,,,, = Z — lim inf z,,,,, olsun.

{(m,n) e NxN: |z, —L| >¢} C {(m,n) e NxN:x,,>L+c}

U{(m,n) e NxN:x,, <L—¢c}

oldugundan L = Z, — lim z,,,, sonucuna variriz.
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Simdi bir sonraki teoremin ispatinda bize yardimci olacak agagidaki tanimi verelim.

Tanmim 5.1.7 Bir reel veya kompleks terimli @ = (2,,,,) dizisi alalm ve her reel
G > 0 olsun.
{(m,n); zpn < G} €Ty

veya

{(myn);xmn Z _G} S I2

oldugunda x = (x,,,) dizisi co (veya — 00) a Zy—yakinsaktir denir (Das and Malik

2008).

Teorem 5.1.8 Eger 7, — limsupx = p ise o zaman z = (Z,,,) nm p ye

Z,—yakisak olan bir alt dizisi vardir (Das and Malik 2008).

ispat T, C 2N bir kuvvetli uygun ideal ve () € I, oldugundan, m,n; N nin
smirsiz alt kiimelerinde degistiginde « = (x,,,,) sabit olmayan ¢ift dizisini (z,,) ler
birbirinden farkli olacak sekilde segecegiz,

p nin ¢ olasihigr vardir;

iii) —oo < p < o0
Simdi bu olast durumlar: inceleyelim;

i) p=—oc oldugunda B, =0 olur. O halde herhangi bir M >0

icin, {(m,n); Ty > —M} € I, olur. Bu da gosterir ki Z, — limx = —oo olur.

ii) p = oo oldugunda B, = R olur. Bundan dolay:1 herhangi bir b € R igin,

{(m,n); xpmn > b} €I
olur. Zj,j,, € = (Tmyn) nin keyfi bir elemani ve

Ak1j1 - {(m= n) CTmn > Thyjp + 1}
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iii)

olsun. O zaman Ay, & Z olur. Bu ylizden A ;, # 0 dir ve ko > ki, jo > j1
olacak sekilde bir (kq, j2) € Ag,;, vardir. Aksi halde,

Ay C{m,n): m <k veyan < ji} € I,

olur ki bu da celigkidir.

Bu sekilde iglemler yapilarak, tiim n > 1 i¢in xg, ; > g + 1 egitsizligini

njn n—ljn—l

saglayan @’ = (zy,;,) alt dizisi elde edilebilir. O zaman, Z; bir kuvvetli uygun

ideal oldugundan herhangi bir L > 0 igin,

{<kn7]n> " Tk < L} S IQ
olur. Bundan dolay1, Z, — lim 2’ = oo dur.

—00 < p < @ oldugunda Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.1.3 den

{(m,n) : Tpn >p—1} €Iy oldugunu séyleyebiliriz. O halde

{(m,n): 2pn >p—1} 70
dir. Simdi,
Ty <D+ % icin {(m,n) : xp, >p—1}
en az bir (ky, j;) elamani vardir. Aksi halde
{(m,n) : xpn >p—1} C{(m,n) :>p+ %} €D,

olur ki bu da bir celigkidir. Bundan dolayz,

1
p—1<xk1j1§p+§<p+1

1 1
dir. Simdi ky > k1, jo > j1 ve p — 3 < Thyjy < P+ 3 sartlarini saglayacak

sekilde 2 = (2,,,) den bir xy,;, elemanm secelim. Bu durumda
1
Ton > P — 3 esitsizligini saglayacak m > ki, n > j; olacak gekilde en az bir

(m,n) bulabiliriz. Aksi halde,
1 .
{(m,n) ST > D — 5} C {m < ki veya n §j1} e,

olur ki bu da Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.1.3 e gore geligkidir. O halde,
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!/

1
kljl:{(m’n): m>k17 n>]1V€QZmn>p_§}7é@

1
dir. Su halde iddia ediyoruz ki, x,, <p-+ 3 olacak gekilde en az bir
(m,n) € A, ;, vardir. Aksi halde,

1 1

dir. Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.1.3 den
1
{(m,n) A é_l} €I

dir. O halde A4

kjy € L2 dir. Tekrar gortiyoruz ki,

!

{(m,n) S T > P — %} C {m < ky veyan < jl} U A,

olur ve Zy bir kuvvetli uygun ideal oldugundan, sag taraflari birlestirdigimizde
1

{(m, n): Typ > P— 5} € 1, elde ederiz ki bu da Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.1.3

e gore geligkidir. O halde iddiamiz1 gostermis olduk. Simdi m = ky ve n = 5

alalim. Boylece,

1 1
p—§<$k2jz<p—§

olacak gekilde ky > ki, jo > 71 vardir. Bu sekilde devam edilirse, herbir n icin,

1 1
n n

olacak sekilde k,, > k,,_1, jn > jn—1 olacak sekilde z in bir 2’ = (2,5, ) alt dizisi

bulunabilir. Bu 2’ dizisi p ye P—yakinsaktir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 5.1.9 7, —liminfx = j olmak tizere x = (x,,,) ¢ift dizisinin j ye yakinsak

olan bir alt dizisi vardir (Das and Malik 2008).

Simdi verecegimiz ornek ¢ift dizilerde Z,—limit noktasi ile Zo—limit supremum un

son derece farkl kavramlar oldugunu gosterir.
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Ornek 5.1.10 7 = {A ¢ Nx N: dy(A) = 0}, N x N fizerinde non-trivial (asikar

olmayan) bir ideal olsun.
A, ={2""'(2k—1): keN}, p=1,2,...

olmak tizere, agikca goriiliir ki; A, N A, = 0 (p # ¢) dir. Simdi, D,, = A, x 4,

alalim.
Dy NV Dy =0 ((p,9) # (. 5))
ve
do(Dypy) = ST (p,g=1,2,...)
dir. z,,, = 1— piq’ (m,n) € Dy, (p,q=1,2,...) seklinde bir ¢ift dizi tanimlayalim.
(1——) nun herbir degeri = () dizisinin bir Z52 —limit noktasidir. Bu durumda

Zr,—limit supremum tanimindan 132 — limsupz =1 dir.

Simdi & = (%) dizisinin Z52—limit noktasmin 1 olmadigimi gosterelim;

M ¢ T ve M = {(m;,my) - j,k € N} C N x N olacak sekilde bir M vardir. ve

lim 2, n, = 1 (5.4)

mg,my
dir. = (xy,) dizisinin tanimindan ve (5.4) den

Mﬂqu:{(j7k)3j§7"yadak§7"}a (paq:172’)
olacak gekilde r € N vardir.

NxN= (J D,, oldugunda her bir k i¢in,

p,g=1

M = <O(quﬁM>U<U U qumM>

p,q=1 p=1g=k+1
k 00 o)
U(U U wanan)u( U wanmn)
q=1 p=k+1 p,q=k+1
dir. Simdi,
E, = U (DpgN M), E;= U (Dpg N M) ve U (Dpg N M)
q=k+1 p=k+1 p,g=k+1



sectigimizde,

dy(M) < ) do(M N Dyy) + Y do(E,) + Y do(Ey) + da(E)

p,q=1 p=1 q=1
dir. E, C {(s,9) : ¢, 2* nin kat1} oldugundan, do(E,) < 27% dir. Benzer sekilde,
do(E,) <277 ve dy(F) < 272F dir. Bu egitsizlikten dolay, her bir k =1,2,... igin
dy(M) =0 oldugu goriiliir. Bu ise M ¢ 7 oldugundan dolay: celigkidir. Boylece

1, = (Zpmp) cift dizisinin bir Z¢> —limit noktas: degildir.

Boylelikle z = () cift dizisinde Z52 = 1 iken, Z52—limit noktasmin olmadigin

goriiriiz (Das and Malik 2008).
Teorem 5.1.11 z = (x,,,) reel degerli sinirl bir ¢ift dizi olmak iizere;
Z, — limsup x = max Z(I',)
dir (Das and Malik 2008).
ispat T, — limsupz = a olsun. a’ = a olacak sekilde bir a’ sayis1 aldigimizda,
B, ={beR:{(m,n): xp, >b} € Lo}

olmak tizere, a = sup B, olur. Simdi a < a’ — & < d’ egitsizligini saglayan e secelim.

a' — ¢ ¢ B, oldugundan,
{(m,n) : xpn >d —e} € Tr}

seklindedir. Z,—yigilma noktasi tammindan o' & Zy(I',) dir. Boylece a dan daha

biiytik olan hicbir say1 x ¢ift dizisinin Z,—yigilma noktasi olamaz.

Simdi a € Z,(T',,) oldugunu gosterelim. € > 0 olsun. Z,—limit supremum tanimindan,

a — e < r < a olacak sekilde bir r € B, vardir. O halde,
{(m,n) : xpp > 1} € I} (5.5)
€ o
a+ 5 ¢ B, oldugundan,
{m%m:%m>a+%}e%} (5.6)
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(5.5) ve (5.6) den
{(m,n) : |xpmn —a| <e} €Iy} ve acZyl,)
dir.
Teorem 5.1.12 z = (,,,,) reel degerli sinirli bir ¢ift dizi olmak tizere;
Z, — liminf x = min Z,(T',,)

dir (Das and Malik 2008).
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5.2 Regiiler Anlamda Ideal Yakinsaklik ve Ideal Cauchy

Cift dizilerde Pringsheim anlamda ve regiiler anlamda Z, ile Z; —yakinsaklik cesitlerini

ve Cauchy ile ilgili kavramlar:1 Diindar (2010) doktora tezinde ¢aligmigtir.

Teorem 5.2.1 (X, p) lineer bir metrik uzay ve Z, C 2N (AP2) ozelligine sahip
kuvvetli bir uygun ideal olsun. x = (2,,,), X uzaymn bir ¢ift dizisi ve L € X

alalim. 6, X uzaymin sifir vektortini gostermek tizere, asagidaki sartlar denktir.

i) Zoy — lim z,, =L,
m,n—o0

ii) x =y + z olacak bi¢imde
suppz = {(m,n) € N x N: z,, # 0} € I,

ve
lim p(ymnv L) =0

m,n—00

sartlarini yerine getiren y = (Yn) ve 2 = (2my) dizileri X uzayinda bulunabilir.

Ispat (i) = (ii) : Z,— lim @, = L olmak iizere, Z, ideali (AP2) sartim saglayan
m,n—o0

kuvvetli bir uygun ideal oldugundan Teorem 5.0.22 geregi bir M € F(Z,) (yani,

H=NxN\M €1, igin,

lim  p(Tmn, L) =0

m,n—00
(m,n)eM

olur. Her m,n € N igin,

Tn , (myn) e M
L , (mn) e NxN\M

ve

Zmn = Tmn — Ymm, Mm,n €N (5.8)

olacak sekilde, (Ymn) Ve (2Zmn) dizileri alalim. Bu durumda (5.7) esitliginden,

im  p(ymn, L) = 0

m,n—00

ve

{(m,n) e NXN:Zpy # Y} CNXN\ M €T,
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oldugundan ve (5.8) den,
{(m,n) GNXN:zmn#H} €I,

saglanir ve tekrar (5.8) den

r=y-+=z
bulunabilir. Boylelikle istenilen gosterilmistir.
(17) = (i): = = y + z olacak sekilde
suppz = {(m,n) e Nx N: 2, # 0} € I,
ve

im  p(Ymn, L) = 0

m,n—00
sartlarin yerine getiren y = (Ypmn) ve 2 = (2, ) dizileri X uzayinda bulunabilsin.

N x N carpiminin bir alt ctimlesi,
M ={(m,n) e NxN: z,, =0}

olsun.

suppz = {(m,n) e Nx N: z,,, # 0} € I,

olmasindan dolay1, M € F(Z,) ve (m,n) € M i¢in, T, = Ymn olup

lim  p(xmn, L) =0

m,n— o0
(m,n)eM
bulunabilir. Bu takdirde,
7y — lim xz,,=1L
m,n— oo

olur. Bu durumda Teorem 5.0.18 den biliyoruz ki ,
Io— lim z,,=1L

m,n—00

olur. Ispat tamamlanmigtir.
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Sonuc 5.2.2 7, C 2N kuvvetli uygun idealini ve (X, p) metrik uzaymi alahm.

T = (Tmn), X uzaymn bir ¢ift dizisi ve L € X olmak iizere,

Io— lim z,,=1L
m,n—00

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

im p(ymn, L) =0 wve Zy— lim z,, =10

m,n— o0 m,n— oo
olmak fizere,

esitligini saglayacak sekilde y = (Ymn) Ve 2 = (2mn) dizilerinin X uzaymda bulun-

abilmesidir

Ispat 7, — lim =, = L kabuliimiiz olsun. z = (zp,) dizisi (5.8) esitligi ve
m,n—oo

Y = (Ymn) dizisi (5.7) esitligi ile tanimlansin. Bu durumda
lim vy, =1L
m,n—oo

ve Z, kuvvetli bir uygun ideal oldugundan dolay,

Iy — lim y,,=1L

m,n—00
olur. Teorem 5.0.20 ve (5.8) den
To— lim z,, =20
m,n—0o0

olur. Aksine,

im p(Ypmn, L) =0 wve Zy— lim 2z, =0

m,n— 00 m,n—00

olmak tizere, (5.9) esitligini alahm. Z, kuvvetli bir uygun ideal oldugundan,

Iy — lim Yy =1L

m,n— o0
olup Teorem 5.0.20 ve (5.9) dan,
I, — lm z,, =L
m,n—o00

bulunur.
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Dikkat edilmelidir ki, Teorem 5.2.1 in ispatinda, eger (iz) saglanmirsa, bu durumda
7, idealinin (AP2) ozelligini saglamasima gerek yoktur. Gergekten de, Z,, (AP2)

ozelligine sahip olmayan bir ideal olsun ve

Tonn = Ymn + Zmn, im  p(Ymn, L) =0 wve suppz € I, (5.10)

m,n— 00

alalim. Z, bir kuvvetli uygun ideal oldugundan dolay1,
Iy — lim yp, =1L
m,n—00

ve Ve > 0 igin,

{(m,n) e NxN: p(zm,,0) >} C{(m,n) e NxN: z,, #0} €I,

dir. O halde,
To— lim z,,=10
m,n—00
olup (5.10) dan,
Io— lim z,,=1L
m,n— 00

bulunur.

Tanim 5.2.3 (X, p) lineer bir metrik uzay ve Z, C 2N kuvvetli uygun ideal olmak

tizere, X uzaymin bir x = (x,,,) dizisini alalim.
Her ¢ > 0 sayis1 i¢in (m,n), (s,t) € M ve m,n,s,t > ko = ko(¢) alindiginda,
P(»’Umn; xst) <e€

olacak gekilde bir M € F(Zy) (yani H = N x N\ M € Z,) ciimlesi ve ky = ko(¢)

dogal say1s1 meveutsa & = () ¢ift dizisi X uzaymda Z5 — Cauchy dizisidir denir.

Teorem 5.2.4 (X, p) lineer bir metrik uzay ve Z, C 2N kuvvetli uygun ideal
olmak iizere, eger X uzayinda bir x = (x,,,) ¢ift dizisi Z;—Cauchy dizisi ise

T,—Cauchy dizisidir.

Ispat = = (2, cift dizisi Z;—Cauchy dizisi olsun. O halde her & > 0 say1s1 icin

(m,n), (s,t) € M ve m,n,s,t > kg = ko(e) alindiginda,

p(xmna Ist) <e€
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olacak gekilde bir M € F(Z,) yani H = N x N\ M € Z, ciimlesi bulunabilir.

Buradan,

Ale) = {(m,n) e N X N: p(Tyn, Tst) > €}
CcHU [M A (({1,2,3, ., (ko — 1)} x N) U (N x {1,2,3, ..., (ko — 1)}))]

bulunabilir. Zy kuvvetli bir uygun ideal oldugundan dolay1,
HU [M N (({1,2,3, ) (ko — 1)} x N) U (N x {1,2,3, .., (ko — 1)}))] €T,

olup, idealin tanimindan dolay1 A(e) € Z, oldugu goriilebilir. Bu ise, x = ()

dizisinin bir Z,—Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir.

Teorem 5.2.5 (X, p) lineer bir metrik uzay ve Z, C 2N kuvvetli uygun ideal
olmak tizere, eger X uzaymda bir z = (x,,,) ¢ift dizisi Z,—yakisak ise Z,—Cauchy
dizisidir.
Ispat L noktasma T,—yakinsak olan bir x = () ¢ift dizisi alalm. O halde ¢ > 0
icin

£

A<§) = {(m,n) e NXN: p(zp,, L) > g} €I,

olur. Z, kuvvetli bir uygun ideal oldugundan bostan farkli ve F(Z) sinifina ait
o/ €
A (5) ={(m,n) e NxN: p(xn, L) < 5}

climlesinin varhgindan séz edilebilir. A(5) climlesine ait olmayan k, [ sayilar igin,

DO | ™

plzp, L) <
olur. Simdi,
B(e) = {(m,n) e NxN: p(xmn,zu) = €}
ciimlesini tamimlayalim ve
B() C A(5)

oldugunu ispatlayalim.
(m,n) € B(e) alahm. O halde (k,[) ¢ A(3) icin,

3 S p(«rmna Ikl) S /)(Imm L) + P(ﬁkla L)
£

< p<xmna L) + 5
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bulunur. Bu durumda

% < p(Tmn, L)

ve dolayisiyla (m,n) € A(5) oldugu anlamina gelir. Buna gore
£
B(e) C ()
kapsamasindan so6z edilebilir.

A(5) € Z, oldugundan ve idealin tammimdan dolayr B(e) € Z, dir. O halde
T = (Tyy) ¢ift dizisi bir Zy—Cauchy dizisidir.

Teorem 5.2.6 (X, p) lineer bir metrik uzay ve Z, C 2N (AP2) sartim saglayan
kuvvetli uygun bir ideal iken, Z;—Cauchy dizisi ile Zo—Cauchy dizi kavramlar

cakigr.

Ispat Bir dizinin (AP2) sartina ihtiya¢ duymadan Z5 —Cauchy dizisi ise Z,—Cauchy
dizisi oldugunu daha once gosterdik. Simdi bu durumun tersini gosterelim;

T = (Tmn), Zo—Cauchy dizisi olsun. Tanimdan, her € > 0 igin,
A(e) ={(m,n) e NXN: p(xpn,xs) >} €Iy

Onermesini saglayan s = s(¢), t = t(e) € N sayillariin varhigindan soz edilebilir.

si = s(3), t; = t(+) olmak tizere,

| =

P, ={(m,n) e NXN: p(Tmn, Tsy,) < -

Loo(i=1,2,.)

~

olsun. ¢ = 1,2, ... icin P(i) € F(Zy) oldugu agikca goriilebilir. Z, kuvvetli bir uygun
ideal oldugundan, her bir i = 1,2,... igin P \ P; climleleri sonlu adette satir ve
stitunlardan olugan ve P € F/(Z;) olan bir P C N x N in varhgindan sz edilebilir.

e>0veyj> g olacak gekilde 7 € N alahm. Eger, (m,n), (s,t) € P ise bu durumda
P\ P; sonlu satir ve siitundan ibaret olan bir ciimle oldugundan, m,n,s,t > k(j)
iken (m,n), (s,t) € P; olacak sekilde k = k; sayisinin varhgindan soz edilebilir. O

halde, tiim m,n,s,t > k(j) icin,

1 1
p(xmnvijtj) < 3; p(wstuxsjtj) < ;
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esitsizlikleri saglanir. Boylece m,n,s,t > k(j) i¢in,

p(xmna xst) S ,O(xmna ijtj) + p(xsta $5jtj)

olur. Buradan, her ¢ > 0 i¢in, (m,n), (s,t) € P ve m,n,s,t > k(e) oldugunda

P(«Tmm CUst) <e€

esitsizligini saglayacak bir k& = k(e) bulunabilir. Bu ise z = (z,,,) € X dizisinin

75 —Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Tanim 5.2.7 Z, C 2" ve 7 C 2% birer gercek ideal olsun. Bir x = (2,,,,,) cift

dizisi, eger [ noktasina Zy-yakinsak ve her ¢ > 0 icin,

i) Her bir n € N ve baz1 L,, € C igin,

{m e N: |vy, — L,| > e} € Iy,

ii) Her bir m € N ve baz1 K,,, € C i¢in,
{meN: |z, — K,| >c} €,
sartlar saglaniyor ise, x = (x,,,) dizisine regiler yakinsaktir denir ve
r(Zy,T) — m}}ﬂm e

ile gosterilir.
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Tanim 5.2.8 Z, C 2N ve 7 C 2% birer gercek ideal olsun. (X, p) metrik uzayindan
alinan bir x = () ift dizisi igin

lim z,, ((m,n)e M)

m,n—00

her bir n € N igin

lim %, (me M)

m—0oQ
her bir m € N i¢in

lim Tmn (n S MQ)

n—oo
seklindeki limitler var olacak gekilde M € F/(Z,) ve My, My € F(Z) ciimleleri bulu-
nabiliyorsa x = (x,,,) ¢ift dizisine regiiler Z; —yakinsaktir denir ve r(Z3, Z*) seklinde

ifade edilir.

Teorem 5.2.9 (X, p) lineer metrik uzay, Zo, N x N ctimlesinde kuvvetli uygun ve

Z, N ciimlesinde uygun bir ideal olmak iizere, X uzaymda bir x = (z,,,) ¢ift dizisi

r(Zy,Z*)—yakinsak ise r(Zy, Z)— yakinsaktr.

Ispat X uzaymnda bir & = (2,,) cift dizisi L noktasma r(Z, Z*)—yakmsak olsun. O
zaman & = (&) dizisi L noktasma Z; —yakinsaktir. Bu durumda Teorem 5.0.18 den
biliyoruz ki @ = (x,,,) dizisi Zo—yakinsaktir. = = (x,,) dizisi r(Z;,Z*)—yakinsak

oldugundan, her bir her bir n € N icin

lim z,,, (me€ M)

m— 00

her bir m € N i¢in

lim z,,, (n € M)

n—oo

seklindeki limitler var olacak sekilde My, My € F(Z) ctimleleri bulunabilir. O halde
e > 0i¢in m € M, iken, her m > my i¢in p(Tpn, Ln) < €, (n € N) ve n € M,
oldugunda, n > ng igin p(Tmn, Kn) < €, (m € N) olacak sekilde mg,ng € N ve
L,, K,, € X elemanlar1 vardir. Buradan, H; = N\ M;, Hy =N\ M, € T igin,

Ai(e) ={m e N: p(xypn, L) > e} C HHU{1,2,....(my— 1)}, (n€N)

ve
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As(e) ={n e N: p(xyn, Kin) > e} C HhU{1,2,....(ng — 1)}, (m €N)
seklindeki kapsamalardan soz edilebilir. Z bir uygun ideal oldugundan,
Hyu{1,2,...,(mp— 1)} e ve HyU{1,2,...,(np—1)} €Z
ve bundan dolay1,
Ai(e) €T wve As(e)el
dir. Boylelikle ispat tamamlanmig olur.
Tanim 5.2.10 (X, p) lineer metrik uzay, Z,, N x N climlesinde ve Z, N climlesinde

gercek birer ideal olmak tizere, X uzayinda bir x = (x,,,) ¢ift dizisi diiginelim. Eger

x = (Zyyy) dizisi Zy—Cauchy ve her € > 0 igin,
Al(g) = {m eN: p(xmnaxknn) > g} € Ia (n S N)

ve

As(e) ={n e N: p(Tyn, Ty, ) > €} €Z, (meN)

onermelerini saglayan k, = k,(¢), ln = ln(e) € N geklindeki degerler mevcut ise,
r = (Tp,) dizisine regiler anlamda Zy— Cauchy dizisi denir ve r(Zy,Z)—Cauchy

seklinde ifade edilir.

Tanim 5.2.11 (X p) lineer bir metrik uzay, Z,, NxN ciimlesinde ve Z, N ciimlesinde
bir gercek ideal olmak tizere, X uzayinda bir x = (x,,,) dizisi diigiinelim. Her £ > 0

icin (m,n), (s,t) € M vem,n,s,t >N = N(¢) iken, p(zmn,Zs) < €,

m € M, sayilari i¢in

P Tony Theon) < €,  (n €N),
ve n € M, sayilari icin

P Ty Tt,,) < €,  (m € N)
esitsizliklerini saglayan M € F(Z) ve My, My € F(Z) kiimeleri bulunabiliyorsa ve
s = s(e), t=te), kn,=kne), ln=1Iln(e) ve N(c) sayilar1 varsa, v = ()
dizisine regiiler anlamda Z;— Cauchy dizisi denir ve r(Z5, Z*)—Cauchy seklinde ifade

edilir.
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Teorem 5.2.12 (X, p) lineer bir metrik uzay, Z,, N x N ciimlesinde kuvvetli uygun
ve Z, N ciimlesinde uygun bir ideal olmak iizere, X uzayinda bir © = (z,,,) dizisi

i¢in r(Z3,Z*)—Cauchy dizisi ise r(Zy, Z)—Cauchy dizisidir.

Ispat = = (2,,,) dizisi bir 7(Z}, Z*)—Cauchy dizisi olsun. O halde 2 = (z,,,,) dizisi
bir Zj—Cauchy dizisidir. Bu durumda x = (z,,) dizisinin bir Z,—Cauchy dizisi
oldugunu Teorem 5.2.4 de gosterdik.

& = (Zypy) dizisi bir r(Z3, Z*)—Cauchy dizisi oldugundan € > 0 igin m € My, n € M,
ve m,n > N = N(e) oldugu takdirde,

P(«Tmm xlm,,n) <§g, (n € N)>

ve

(T, Tot,,) < €,  (m €N)

esitsizliklerini saglayan M, My € F(Z) ctimleleri vardir ve k,, = k,,(¢), 1 = ln(e),
N (e) sayilar1 bulunabilir. Buradan, Hy = N\ M;, Hs =N\ M, € T i¢in,

Ai(e) ={m e N: p(Tpn, Tp,n) > e} C HHU{1,2,...,(N =1)}, (n€N)
ve
As(e) = {n e N: p(xpn, T, ) > €} C HoU{1,2,..., (N —=1)}, (me€N)
seklindeki kapsamalardan soz edilebilir. Z bir uygun ideal oldugundan,
Hyu{1,2,..,(N-1)}eZl

ve

HyU{1,2,.,(N-1)} ez

olur ve bundan dolay1,

Ai(e) €T wve As(e)el

dir. Buise z = (x,,,,) dizisinin bir r(Z,, Z)—Cauchy dizisi oldugunu anlamina gelir.

Teorem 5.2.13 (X, p) lineer bir metrik uzay, Z, N x N ciimlesinde kuvvetli uygun
ve Z, N ciimlesinde uygun bir ideal olmak iizere, X uzaynda bir © = (z,,,) dizisi

i¢in r(Zy, T)—yakinsak ise r(Zy, Z)—Cauchy dizisidir.
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ispat T = (Tymn) dizisi r(Zy,Z)—yakinsak olsun. Bu durumda = = (z,,,) dizisinin

T,—yakinsak iken Zo—Cauchy oldugunu Teorem 5.2.5 de gosterdik.
r = () dizisi r(Zy, Z)—yakinsak oldugundan, her € > 0 igin,
i) Herbir n € N ve baz1 L,, € X i¢in

Al(g) = {m € N: p(zmn, Ln) > %} €,

ii) Herbir m € N ve baz1 K,,, € X igin

AQ(%) ={n € N: p(@mn, Kn) > %} A
onermeleri gecerlidir. Z uygun ideal oldugundan,
) A5(5) = {m € N: p(omns L) <51 (nEN)
i) A5(5) = {n € N: p(zmn, Km) < 5}, (m€N)

cimleleri bostan farkhidir ve F'(Z) siifina aittir. n € N igin A;(5) ciimlesine ait

olmayan ve pozitif olmayan k,, sayisi i¢in,

p(Tgn, Ln) < =, (n€N)

DO ™

olur. Simdi k,, = k,(¢) olmak {izere, her bir n € N igin
Bl(g) - {m €EN: p(xmnwrknn) > 5}
climlesini tanimlayarak,
£
Bi(e) € Au(3)

oldugunu ispatlarsak, m € B, (¢) alahm. Bu durumda, k, ¢ A,(5) icin

£
< p(xmna Ln) + 5

elde edilir. Bu ise,

g < (T, L)
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ve dolayisiyla m € A;(5) oldugunu gésterir. Buna gore,
€
Bi(e) € Au(3)

kapsamasi gecerlidir. Benzer sekilde, m € Nigin Ay(5) ciimlesine ait olmayan pozitif
[, sayisi i¢in

P, Kn) < <, (meN)

27

elde edilir. Buradan, l,,, = [,,(¢) olmak tizere her bir m € N i¢in

By(e) = {m € N: p(Tyn, Tm1,,) > €}

climlesini tanimlayarak,
€

Bs(e) C A2(2)

kapsamasinin gecerliliginden soz edilebilir. Boylelikle ispat tamamlanmig olur.
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