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Bu tez calismasi alti boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina
ayrilmistir. Ikinci boliimde, dual sayilar ve D modiil ile ilgili temel kavram-
lardan sz edilmistir. Uciincii boliimde, 3 boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan
egrilerin ozellikleri incelenmistir. Dérdiincii boliimde, B2 Minkowski uzayimda
egrilerin Frenet formiilleri elde edilmis ve bu uzayda rektifiyan egrilerin tzellik-
leri incelenmistir. Beginci boliimde, dual uzayda rektifiyan egrilerin ¢zellikleri
ve altinc1 boliimde, dual Lorentz uzaymda rektifiyan egrilerin 6zellikleri ince-

lenmigtir.
2011, viii4+109 sayfa
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ABSTRACT
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Supervisor: Assist. Prof. Dr. Derya SAGLAM

This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduc-
tion section. In the second chapter, we have given about the basic concepts of
dual number and D modiil. In the third chapter, in the 3-dimensional Euclid-
ean space the properties of rectifying curves were investigated. In the fourth
section, in the Minkowski space Frenet formulas of curves were obtained and
the properties of rectifying curves in the Minkowski space were investigated.
In the fifth section and the sixth section the properties of rectifying curves

were investigated in the dual space and the dual Lorentz space.
2011, viii+109 pages
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1.GIRIS

Oklid uzayinda bir egrinin yer vektorii oskiilator diizlemde yatiyor ise egri diizlemseldir.
Eger egrinin yer vektorii normal diizlemde ise egri kiireseldir. Oklid uzayinda bir o
egrisinin yer vektorii ne zaman rektifiyan diizlemde yatar sorusuna karsilik 2003 yilinda
Chen yaptig1 bir caligmasinda egrinin yer vektoriiniin rektifiyan diizlemde olma duru-
munu incelemigtir. Chen rektifiyan egrinin p uzaklik fonksiyonunun sabit olmadigini,
yer vektoriiniin teget bileseninin (a,T) = s + b geklinde oldugunu, normal ve binor-
mal bilesenlerinin sabit oldugunu, rektifiyan egrilerin % oraninin sabit olmayan li-
neer fonksiyon oldugunu gostermis ve rektifiyan egrileri simflandirmigtir. Ilarslan ve
arkadaglar1 (2003) yilinda Minkowski uzayinda rektifiyan egrilerin 6zelliklerini, yer vek-
toril uzaysi veya zamansi olan rektifiyan diizlemde yatan rektifiyan egrilerin siniflandiril-
masini ve birim hizh egriligi 1 olan 1s1ks1 rektifiyan egrileri incelemislerdir. Yiicesan ve
arkadaglar1 (2007) yilinda dual uzayda rektifiyan egrilerin 6zelliklerini belirlemiglerdir.
Ozbey ve Oral (2009) yihnda dual Lorentz uzayinda rektifiyan egrilerin 6zelliklerini,
rektifiyan egrilerin uzaklik fonksiyonunu ve bu egrilerin yer vektorlerini belirlemiglerdir.

Bu tezde yukaridaki calismalardan yararlanilarak rektifiyan egrilerin 6zellikleri incelen-

migtir.



2. DUAL SAYILAR
2.1. Dual Sayilar Tanim ve Ozelikleri

Bu boliimde dual sayilar ve ) modiil ile ilgili temel tanim ve teoremleri verecegiz. Bu
béliim igin referansimiz (Hacisalihoglu 1983) olacaktir.
R reel sayilar ciimlesi (+) toplama ve (.) g¢arpma iglemlerine gore bir cisimdir. Reel

sayilar cismini de R ile gosterelim.

Tanim 2.1.1. Va, a* € R olmak {izere bir A = (a, a*) ikilisine bir sirali ikili denir.

Bu sekilde siral ikililerin olugturdugu R x R ciimlesi D) ile gosterilirse
D ={(a,a") : a,a” € R}

olur.

Tanim 2.1.2. (Toplama) A = (a,a*) ve B = (b, b*) olmak {izere
A& B=(a,a")® (b,0") = (a+b,a" + ")
seklinde tanimlanan @ : D x D — D i¢ islemi D deki toplama islemi olarak adlandirilir.
Tanim 2.1.3 (Garpma) A = (a,a*) ve B = (b, b*) olmak {izere
A®B=AB = (a,a") ® (b,b") = (ab,ab" 4 a*b)
seklinde tamimlanan @ : D x D — D i¢ iglemi D deki ¢carpma islemi olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.4 (Esitlik) A = (a,a*) ve B = (b,b*) € Digin a = b, b = b* ise A ile B

egittir denir ve A = B seklinde gosterilir.
Tamim 2.1.5. R reel sayilar ciimlesi olmak {izere
D=RxR

ciimlesi tizerinde toplama, carpma ve esitlik islemleri Tanim 2.1.2, Tanim 2.1.3 ve Tanim
2.1.4 deki gibi tanmimlanmig ise I ciimlesine dual sayilar sistemi ve V(a,a*) € D

elemanina da bir dual say1 denir.



Teorem 2.1.1. (D, @, ®) iicliisii birimli ve degismeli bir halkadir.

Ispat i) (D, ®) ikilisi bir degismeli gruptur.
Hy:®:DxD—Dseklinde tamimlandigindan I ciimlesi & islemine gore kapalidir.
Hs : @ isleminde birlesme 6zelligi vardir. VA, B,C € D i¢in

(AeB)eC = [(a,a") @ (b,0")] & (¢, c")
(a+b,a" +b") & (c,c")
((a+b) + ¢ (a"+0")+ )

= (a+(b+c),a"+ (b"+ "))
(a,a”)® (b+c¢,b" + ")
(a,a) ®[(0,0%) & (¢, )]

= Aa(BoC)

Hj : @ toplama iglemine gore D de bir 0 = (0, 0) etkisiz eleman1 vardir. YA € D igin
A®0=0d A= Adir.
H, : & islemine gore VA € D i¢in

ApX=XPA=0

olacak sekilde bir tek X € D ters elemani vardir. Burada A = (a,a*) € D i¢in
X = (—a,—a*) € D dir. Oyleyse (D, ®) ikilisi bir gruptur.
H; VA, Be Dicin Ap B=B® A olur. Gergekten

A& B = (a,a*)® (bb")
= (a+b,a*+b")
(b+a,b* + a*)
= (b,0*) ® (a,a")
= Ba A
olur. Oyleyse (I, ®) ikilisi bir degismeli gruptur.
Hg: ©: D x D —D geklinde tanimlandigindan © carpma islemine gore ) climlesi

kapalidir.



H; VA, B,CeDigin (A®B)©C=A06(BoC) olur.

(AoB)oC = ((a,a*) © (b,b*)) ® (c,c*)
= ((ab,ab* 4 a*b)) ® (c,c*)
((ab) ¢, (ab) c* + (ab* 4 a*b) c)
(a(bc),a(bc*) + a(b*c) + a* (be))
,a(bc* 4+ b*c) + a* (be))
© ((be, be* 4+ b*c))
O (6,5 © (e,¢")

Hg : VA, B,C € D igin
(ApB)oC=(AcC)a(BoCO)
ve
CoO(AeB)=(CoA) @ (CeB)

olur.

(AeB)oC = ((a,a") @ (b,b") ® (¢, c"))

a+ba +b")0O (c,c)

(a+b)c, (a+b)c* + (a* +b)c)

ac,ac” + a*c) @ (be,bc™ + b*c)

(a,a") © (¢, ")) @ ((b,6%) + (¢, 7))

(

(

(

= ((ac+bc) ,ac* + bc* + a*c + b*c)
(

(

(Ao C)® (BoO)

Ayni gekilde soldan dagilma 6zelligi de gosterilir. O halde (D, &, ®) tigliisii bir halkadir.



Hy: VA, B e Digin A® B= B ® A olur. Gergekten

A®B = (a,a*)® (bb")

(

= (ab,ab* + a*b)
(ba,b*a + ba*)
( a)

O halde (D, &, ®) halkas1 bir degisimli halkadur.
Hyy : Ikinci islem ® icin (1,0) bir etkisiz elemandir. VA € D i¢in
(LLO)OGA=A0G(1,00=A4

olur. O halde (D, ®, ®) halkas: bir birimli halkadir. Bundan sonra (D, &, ®) halkas1 D

ile gosterilecektir.e
Teorem 2.1.2. (D, &, ®) iigliisii bir cisim degildir.

Ispat (D—{0},®) grup olmadigindan (I, ®,®) iicliisii bir cisim degildir. Gergekten
VA € D igin
AOX=X0A=(1,0)

olacak sekilde bir tek X € I ters elemani yoktur. Ciinkii

A0X = (1,0)

(a,a*) ® (z,2*) = (1,0)

(az,ax* +a*z) = (1,0)
oldugundan
ar =1, ax* +a*x =0
1 *
olur. Buna gore X = (—, _a_2) oldugundan a = 0 olan (0,a*) € D dual sayilarinin
a  a

tersi yoktur.e



Not (Cikarma). A ® X = B denkleminin bir tek ¢ziimii vardir.
(a+z,a"+2%) = (b,b")
oldugundan dual sayilarin egitligi tanimina gore
X=B-A=(0b—-ab"—a")eD
elde edilir. Dual sayilar, ¢cikarma iglemine gore kapalidir.

Tanim 2.1.6 (Sifir Eleman) A® X = A denkleminin ¢oziimii olarak tanimlanan dual

saylya D nin sifir1 denir ve 0 = (0, 0) ile gosterilir.

Tanim 2.1.7 (B6lme) A # (0,a*) ise A® X = B denkleminin bir tek ¢oziimii vardir.
Gercekten

(a,a”) © (z,2%) = (b,b")

(ax,ax* +a*z) = (b,b")

oldugundan

ar=5b, ax* +a'x =b*
)

X_(é,ab —2(1 b)
a a

bulunur. a # 0 oldugundan X bir dual sayidir.

olur. Buna gore

Teorem 2.1.3. D dual sayilar halkasi, R reel sayilar ciimlesine izomorf bir alt ciimleyi

alt cisim olarak kapsar.

Ispat f: D — R fonsiyonunu f : (a,0) — a olarak tammlayalim. f bir izomorfizmdir.

i) f lineerdir: A = (a,0) ve B = (b,0) € D olmak {izere
f(A®B) = f(a+b,0)=a+b=f(a,0)+[(b0)=f(A)+f(B)
olur. Ayrica

f(A® B) = f(ab,0) = ab= f(a,0) f (b,0) = f (A) f (B)

6



dir.
it) f birebirdir: A = (a,0) , B = (b,0) ve A # B = f(A) # f(B) dir. Gergekten
dual sayilarin esitligi tanimina gore A # B ise a # b dir. Oyleyse f (A) # f (B) dir.
iii) f ortendir: Va € R reel sayisi bir tek (x,0) € D dual sayisinin f altindaki

goriintiisiidiir.e

Tanim 2.1.8. A = (a,a*) € D dual sayisinda "a" reel sayisina A nin reel kismi, "a*"

reel sayisina da A nin dual kism denir ve ReA = a, DuA = a* seklinde yazilir.

Tanim 2.1.9. (1,0) = 1 dual sayisina D deki garpma igleminin birim elemani veya D

deki reel birim denir.
Tanim 2.1.10. (0,1) dual sayisina dual birim denir ve kisaca ¢ ile gosterilir.
e@e=¢e*=(0,0)

dir.

Tanim 2.1.11. (0,0) € D dual sayisina D nin & iglemine gore birim elemani denir ve
f:D—>R
izomorfizminde kargilik geldigi "0" reel sayisi ile gosterilir.

Teorem 2.1.4 . A = (a,a*) € D dual sayis1 A = a + ea* geklinde yazilabilir.
Ispat A = (a,a*) € D igin

olur.e
Teorem 2.1.5. Iki dual sayinin carpimi sifir ise carpanlarindan biri sifir olmak zorunda

degildir.



Ispat Sifirdan farkli A = (0,a*) ve B = (0,b*) dual sayilan icin
A® B =(0,a") ©(0,0") = (0,0)

olur.e

Teorem 2.1.6. A= (a,a*) € Dve A € Rise A ile A nin carpimi AA = (Aa, Aa*) dur.
Ispat )\ € R oldugundan X reel sayisi (), 0) dual sayisina izomorftur.
A = (A, 0) ® (a,a") = (Aa, Aa¥)

olur.e

Tamim 2.1.12. Bir A dual sayisinin bir A reel skaler ile ¢arpimu
A = (Aa, Aa®)

olarak tanimlanir. Bu ¢arpim

RxD—D

seklinde bir dig iglemdir.

Sonug. R de tanimlanan (+) ve (.) iglemlerine ait kurallar ) de de aynen kullanilabilir.

Bundan sonra @& ve @ sembolleri yerine (+), (.) isaretleri kullanilacaktr.
2.2. Dual Diizlem
z,z* € R reel degiskenler olmak iizere Z = (x,z*) = x + ez* olarak yazlabilir.

Tanim 2.2.1. 7 = (z,2*) dual sayilariin biitiiniine dual diizlem denir ve D ile

gosterilir. Herbir (z, 2*) ikilisine dual diizlemin bir dual noktasi denir.

Tanim 2.2.2. Z = x + ez* mutlak degeri diye |z| reel sayisina denir ve |Z] = |z + ex*|
ile gosterilir. Buna gore

2] = |z + ea™| = |x]

dir.



Teorem 2.2.1. [z +ez*| =0« z =0 dir.

ispat
lzt+ex*| = 0 < |z = 0
< z = 0
olur.e
Teorem 2.2.2. ki dual saymin carpiminin mutlak degeri mutlak degerler carpimina
esittir. Yani
1 Z1.25| = | Z1] . | 22

dir.
ispat Z1, Zy € D) olmak iizere

Z1.2Z5| = |(21 + ex}) (2 + £x3)]
= |r1x0 + & (1125 + xj29)|
= |z122|
= |z1] [z2]

= |Z1]| %]

elde edilir.e

Teorem 2.2.3 (Uggen esitsizligi). VZ,, Z, € D icin
\Z1 + Zs| < | Z1] + | 22|

dir.
Ispat VY7, Z, € D icin

|Z1+ Zs| = |(21 +ex]) + (w2 + ex5)|
= |(z1 +m2) + & (2] + 23)]

= |$1—|—£L’2|
< o] + |2
< |Zy| + | Zs]

elde edilir.e



Tamim 2.2.3 (Esglenik dual sayilar). Z = z +c2* dual sayisinm eslenigi Z = z —ex*

dual sayisina denir.

Teorem 2.2.4.
i) Z € D ise Z nin dual eslenigi Z dir. Yani E = Z dir.

i) Y21, Zy € Digin Z) + Zy = Z1 + Z, dir.

_ Z Z
i11) N2y, Zy € D icin Zy.Zy = Z1.2 ve Zy # (0,2*) i¢in (71> = ?1 dir.
2 2

w)VZ € Dicin Z.Z = |Z|? dir.
v) Z+7Z =2Re(Z), 7~ 7 =2eDu(Z) ve Z = Z ise Z € R dir.
ispat

i) Z = x + ex*olmak tizere

(Z)=(@z+er*)=(z—ca*)=x+er* =2

olur.

it) Zy = (1 +exy), Zy = (x9 + cx}) € D olmak iizere

Zi+Zy = (11 +ext)+ (w2 + exl)

(

(z1 + @2) + £ (2] + 23)
= (21 +x9) —e(a] +23)

(

x1 —exy) + (29 — ex})

elde edilir.

1) Zy = (x1 + eat), Zy = (x2 + exl) € D olmak iizere

Zy = (x1+exy) (zg + exh)

= (2122 + & (125 + xa77))
= x1x9 — € (1125 + 2977)
= (1 —ex]) (w2 — ex3)

= 217,

10



7 A
olur. <—1) =21 esitligi de ayni sekilde gosterilir.
Zy Zs
iv) Z = x + ex*olmak iizere

2.7 = (x+ex*)(z—ex")

= 2 +e(—az* +2*1)

olur.

v) Z = x + ex* olmak iizere

Z+7Z = (v+ex*)+ (v +ex¥)

= (v+ez*) + (v —ex¥)
= 2z

= 2Re(2)

dir. Aym sekilde z — Z = 2e Du(z) oldugu ispatlanir. Ayrica

/Z = /J = zr+ext = x—cat
— " = -
— z* = 0
= ZcR

dir.e
2.3. Dual Vektorler Uzay: (D Modiil)

Tanim 2.3.1. Birimi 1 olan degismeli bir halka H olsun. H {izerindeki bir modiil diye

bir S degigmeli grubu ile agagidaki ozelliklere sahip olan S iizerindeki bir

HxS — §

(a,0) — a«
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dis islemine denir.
a,be H ve a, f € S olmak iizere

M :a(a+5) =aa+bp

M, : (a+b)a = aa + ba

Ms : (ab) o = a (ba)

My :l.a=a.
D dual sayilar halkasi iizerinde I x ID x D = D? bir modiildiir. I nin, birimi (1,0) = 1
olan degismeli bir halka oldugu Teorem 2.1.1 de gosterilmisti. D? iin I {izerinde bir
modiil oldugunu gostermek igin énce (D3, +) mn bir degismeli grup oldugunu sonra da

D x D3 — D3 dis isleminin M, My, My, M, aksiyomlarim sagladigi gosterilmelidir.
HD3 = {(A17A27A3) : A17A27A3 € ]D)}

ciimlesinin herbir elemam biiyiik harf ile gosterilirse A € D? i¢in A = (Ay, Ay, A3) veya

A= (A4), (i =1,2,3) gosterimlerinden birisi kullanilir.
Tamm 2.3.2. A= (4;),B = (B;) € D? i¢in

dir.
Tanmim 2.3.3. A= (4;),B = (B;) € D? igin

+: DPxD — D3

seklinde tanimlanan i¢ isleme D? de A ile B nin toplam denir.
Tanmim 2.3.4. A € D ve A € D3 i¢in

Dx D} — D3
MA) — M = (M) (1=1,2,3)

seklinde tanimlanan dis isleme A nin A skalar1 ile garpim denir.

Teorem 2.3.1. (D3, +) sistemi bir degigmeli gruptur.
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ispat
G1:VA, B € D? icin Tanim 2.3.3 den A + B € D? diir.
Gy : VA, B,C € D? icin Tamum 2.3.3 ve H, den

A+(B+C)=(A+B)+C

dir.
G3:0=(0,0,0) € D3 olmak iizere Tanim 2.3.3 ve Hs den YA € D3 igin

A+0=0+A4

dir. Buna gore 0 = (0,0, 0) eleman (+) islemine gére D* deki birim elemandir.

Gy:VA e D3icin A+ X = X + A =0 olacak sekilde bir tek
X=-A=—(A)eD? (1<i<3)

eleman vardir. —A, (4) iglemine gore A nin tersidir.
Gs : VA, B € D? igin Tamm 2.3.3 den A+ B = B+ A dir. O halde (D3, +) bir

degismeli gruptur.e
Teorem 2.3.2. (D?, +,.) sistemi D iizerinde bir modiildiir.

Ispat Teorem 2.3.1 den (D?, +) nin bir degismeli grup oldugu ve Teorem 2.2.1 den D
nin birimi 1 ve degisimli bir halka oldugu da bilinmektedir.
Simdi Tanim 2.3.4 de tamimlanan skaler ile carpma igleminin Tanim 2.3.1 deki M;,
My, M3, M, aksiyomlar1 sagladigi gosterilecek:

M, : Vo € D ve VA, B € D? igin Tamim 2.3.4 den o (A + B) = oA + aB dir.

My : Vo, 3 € D ve VA € D? igin Tamim 2.3.4 den (o + 3) A = aA + BA dir.

Mj: Vo, € D ve YA € D? igin Tamim 2.3.4 den (o8) A = a (BA) dir.

M, : (1,0) € D elemaninin R deki izomorfu 1 olmak tizere Tanim 2.3.4 ve Hg dan
VA e D?icin 1.A= A dir.e
Bundan sonra D dual sayilar halkas: {izerinde tanimlanan bu modiil ) -Modiil olarak

adlandirilacaktir.
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Tanim 2.3.5. ) -Modiil’iin elemanlar1 olan sirali dual iigliilere dual vektorler denir.

Teorem 2.3.3. @, @ € R3 (R3 ii¢ boyutlu reel vektor uzaym gostermektedir.) olmak

iizere D -Modiil’de herbir Z’

dual vektorii

A =T +ed, e=(1,00€D

seklinde yazilabilir.

Ispat A= (A1, Ao, A3), A; = a; +eaf, 1 < i < 3 oldugundan

—

A

= (@ +eaj,ay +eay, a3 + €aj)

= (ay,a9,a3) +¢(aj,ay, a3)

— — —
seklinde yazilabilir. @ = (a1, as, a3), a* = (a%, a},a3) dersek A = @ + ca* olur.

Bu teoremde goriiliiyor ki dual vektorler birer sirali reel vektor ikilileridir. Yani

Z = (7, ?) dir.e

— —
Teorem 2.3.4. A = a +ea*

dir.

— 3 :
= ( a, a*) dual vektoriiniin A € R skalar: ile ¢arpimi

AA = (A?, A?)

Ispat \ € R sayist (), 0) dual sayisma izomorftur.

N
AA

dir.e

— = —
Teorem 2.3.5. A = (a,a*), B =

— ()\,0) (7, ?) _ (AE’,A?)

— —
b ) € D -Modiil igin

- —

X:§@7: b vea*:ﬁ

dir.
. —
Ispat A = (Al,AQ,Ag), Az

olmak iizere

—
A

— 4, +eat, B = (B1,By,By), Bi = b +ebf, 1 <i<3

= (a1 +eaj,as + €al, a3 + €a3)
= (a1, az,a3) + ¢ (aj, a3, a3)

H
—
= dad +ea”
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dir. Aym sekilde

sl

= (bl +€bi,b2 +€b;,b3+€b§>
= (b1, b2, b3) + & (b7, b3, b3)
— —
= b +4eb"
dir. Tanim 2.3.2 dual vektorlerin esitliginden

A =B & A =B(i=1,2,3)

& a; =b;vea; =bf
— — —

ﬁ
& a=0bwvea =b*

dir.e

Teorem 2.3.6. D -Modiil’iin, elemanlar: (7,6) seklinde olan bir alt ctimlesi R?

vektor uzayina izomorftur.

Ispat Bir f : D -Modiil— R? fonksiyonu f (7, ﬁ) = @ olarak tanimlansin. f nin bir
izomorfizm oldugunu gosterelim.

i) f lineerdir: VA = (a, O) , B = <b, 0) € D -Modiil olmak {izere

f(2>+§) - 7+?,ﬁ>)

olur. YA€ D ve VA — (?, ﬁ) € D -Modiil igin

f (AZ’) — (w, U)

olur.
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i1) f birebirdir: vZ’ = <E>, ?) ,§ = (?, F) € D -Modiil olmak tizere

— —

A

Sy

oldugundan f birebirdir.
iti) f ortendir: V' € R® reel vektorii, bir tek X = (x, 0) dual vektoriiniin f
altindaki goriintiisiidiir. Yani f (?, 6)) =7 dir.e

Bu teoremden goriildiigii gibi I -Modiil, R? reel vektor uzaymdan daha genistir.

Tanim 2.3.6. (6), ﬁ) € D -Modiil dual vektoriine sifir dual vektor denir ve Teorem

2.3.6 da verilen f izomorfizminde karsilik geldigi 0 reel vektorii ile gosterilir.
2.4. D -Modiil Uzerinde I¢ Carpim

— _ — — — — L
Tanim 2.4.1. D—Modiil de alilnan A = a 4+ ca* ve B = b 4+ €b* dual vektorlerinin
i¢ carpimi

f:DPxD*—D

seklinde bir doniisiimdiir ve

olarak tanimlanir.
Vektor uzay1 tizerinde oldugu gibi i¢ carpim 6nermelerini D—Modiil {izerinde de kabul

edebiliriz. Bu 6nermeler sunlardir.

. — =
I, : VA, B € D—Modiil i¢in
- — — —
(4. B)-(B.4)

(Simetri ozeligi)

. — —
I, : VA, B € D—Modiil ve Va € D icin



(Skalar ile garpimin birlegme 6zeligi)

I V_A>, §, 5) € D—Modiil i¢in
<7f + ?,8> = <Z,5>> + <§,5)>
(A, B+C)=(AB)+(4,70)
(Dagilma ozeligi)
iy : VA € D—Modiil icin

—

>=0<:>Z= 0

|

&

Bu onermeler reel vektor uzayindaki i¢ carpim ¢nermeleri ile aynidir. Buna gore
(3.B)= (7. 5V 4 [(@F) + (@ T = (742 T +7)

yazilabilir.

2.5. Dual Vektorlerin Normlanmasi

. = N —
Tanim 2.5.1. Bir A = a + ea” dual vektoriiniin normu
(7.0°)
1 a,a
|4 = ((A.4))" = a1, e R
a
dual sayisina denir. Bu dual say1

a = HE)” ve a*zw

olmak {izere

H
7] =a+ e

olarak yazilir.

Tamim 2.5.2. Normu reel birime kargilik gelen (1, 0) dual sayis1 olan dual vektére birim

dual vektor denir.
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Teorem 2.5.1. A = a + €a* birim dual vektor ise

|@) =1,(@.a") =0

dir.
Ispat Norm tanmimindan

— 3
(™)
L9

1<l

HE)H (1,0) = ||| = 1 ve

=
oldugundan || @[] = 1 ve < a, a* = 0 elde edilir.e
—
— — — — A o
Teorem 2.5.2. A # <O ) a*) € D -modiil olmak tizere U = HT bir birim dual
A

vektordiir.

Ispat {e], e, ¢3} sistemi R? de standart baz olsun.

— —
H
A = d +ead*

— — — — — —
= aje] +ases +ages +e(aje] +azes +azes)

= (a1 +eay) el + (az +eay) 3 + (ag +ea3) es

ve
e *
|4 =a+ea
oldugundan
H
i A _a1+€a’{e_> ag—l—aa;? ag—iré‘a;;e_>
= = 1+ ———F€é+——Fr
HZH a+ea* a+ ea* a+ea*

elde edilir. Her terim icin bolme iglemi yapilirsa

— ay aaj — a*a; ap aas — a*as\ — as aa; —a*as ) —
U = + 8—2 1 + + 6—2 62 + - + 6—2 63
a a a a a a

ap as as aa] aa; aas a*a; a*as a*as
= 7= =)t 20 20 5 | € 2 0 2 ' o
a a’ a a’’ a®’ a a a a
1 1 a*

= E(alaa27a3>+55 (GT,CL;,G;) _gg (alaa27a3)
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— 3
a,a

oldugundan a = || @’|| ve a* = e konulursa
a
L7 2 (a.7) 7
U= 3 - .
@\ @ P Tl

— 3
(@)
elde edilir. k = —~

— alinirsa

dir. (W, W) =1ve <ﬂ>, §> — 0 olduklarindan U bir birim dual vektordiir.

Yukaridaki teoreme goére

seklinde yazilabilir. Bu esitlik
Z:a7+5<a§—l—a*ﬂ>>
bi¢iminde veya a* = k||@|| = ka oldugundan
— —
A=a(l+ck)U
olarak yazilabilir.e
2.6. E-Study Doniisiimii

Tanim 2.6.1 (Birim Dual Kiire). {)_(z =T ter: H)_(ZH =(1,0); 7, € ]RS} clim-

lesine D - Modiil’de birim dual kiire denir.

— —
Teorem 2.6.1 (E-Study). A # <0, a) € D—Modiil olmak tizere D—Modiil'de

denklemi

XH = (1,0) olan birim dual kiirenin dual noktalar1, R® deki yonlii dogrulara

birebir karsilik gelir.
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Ispat R? deki bir dogru, bir 0 baglangic noktasma gore, iizerindeki bir M noktas: ve

dogrunun yoniinii belirten @ vektorii tarafindan tamamen belirlenir.

Sekil 2.6.1. R’ de baglangi¢c noktasi 0 olan yonlii dogru

Boyle bir dogrunun vektorel denklemi

(T -M)AT =0 (2.6.1)

dir.
(2.6.1) denkleminde  yerine A, (A € R), alinirsa yine aym dogru belirtilmis olacagin-
dan  birim vektor olarak almabilir.
H
T

— —
u u

Sl

AW =mA

N

denirse u;; vektoriine  birim vektoriiniin 0 noktasina gére vektorel momenti olarak
é

bakilabilir. g, X noktasimin dogru tizerinde segiliginden bagimsizdir. Eger dogru {iz-

erinde X den bagka bir Y noktasi alinirsa

<]

—TAT =0

(

dir. Buradan

— A = — — A =
TRVANKT! U= Nu

—
=1m

>

A

S

(2.6.2)

H
oldugu goriiliir. u; vektoriiniin boyu 0 noktasimin dogruya olan dik uzakhgima esittir.
_)
0 noktasindan dogruya inilen dikmenin ayag1 Z olsun. u; vektorii, X noktasimnin dogru

iizerindeki secilisinden bagimsiz oldugundan

—
— =
Uy = 2 N u
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—
dur. ug vektiirtiniin boyu

|

dir. Son esitlige gore 273) , 0 baglangi¢ noktasinin segilisine baghdir. Eger (ﬂ), 17{%) vektor

.
wp|| =17 AT =77 sing| = [IZ']| =0 (2.6.3)

cifti verilmis ise R? deki yonlii dogru tek anlamli olarak tamamen bellidir.

Sl

— =
T u

A

oldugundan u_{‘; 1L 7 ve 173) L W dur. 0 dan gegen ve 173) vektoriine dik olan diiz-
lem icinde, 0 merkezli ve § yaricaph cember cizilirse, 0 dan u vektoriine cizilen dik
dogru cemberi iki noktada keser. Bu noktalardan ¢embere c¢izilen tegetler (ﬂ’, u_g))
ve (7, —u_£> vektor ciftlerine kargilik gelen yonlii dogrulardir. Momentin pozitif oldugu,
yani <7,u_§> vektor ciftine karsilik gelen yonlii dogru gozoniine alinirsa bu da bir
tanedir. Boylece R? deki yonlii dogrularla (7, u_é) vektor ciftleri birebir karsilik gelmek-

— —
tedir. (7, u(’;) vektor cifti o, ui € R3 olmak tizere
ﬁ
(0, ) =1ve <7,u8> =0 (2.6.4)
kosullarin saglamaktadir. R? deki standart baza gore
— — — — — £ = £ = N
U = uje] + ug€a +uUzez ve Uy = Ugy €1 + Ugg €2 + Ugz €3
diir. (u , ug) vektor ¢iftinin
H
(77 US) = (U’l’ Uz, U3; ugl? ng, U83>

alt1 bileseni normlanmis homojen olmayan Pliicker dogru koordinatlaridir.
o — .= — -3 . 3 —
Eger p > 0 olmak iizere u yerine v = pu ve ug yerine de vj = pug almirsa (2.6.4)

esitliginden dolay1

kosulu saglanir. Burada
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—

dir. <7, vy ) vektor ¢iftinin
— _*) * * *
(U 5 Uo) = (pu1, pug, pus; pugy, Plgy, Pligs)

alt1 bileseni normlanmamis homojen Pliicker dogru koordinatlaridir.

U, ug ) = (ur, ug, us; Uy, Uy, Ugs)

seklindeki normlanmis homojen olmayan Pliicker dogru koordinatlar1 R® uzaymm bir
eleman: gibi diigiiniilebilir ve (2.6.2) esitliginden dolayr RS uzaymm R* alt uzay1 alin-
abilir. E. Study’nin yaptig1 gibi R® uzay1 yerine D - Modiil alinacaktur.

— — e ..
A ="d +eca* € D — Modiil birim dual vektor olsun. Teorem 2.5.1 den
(@) =1, <7,E@> —0

*

oldugu bilinmektedir. Bu ise (2.6.4) ifadesi ile aymdir. Yani @, W vektoriine ve a
— . — — . — —

vektoril de uf, vektoriine karsihik gelmektedir. O halde (u , u{';) vektor ciftine (a , a*)

vektor cifti kargilik gelmektedir.

A=7 + ca* birim dual vektorii verildiginde R?® deki bir tek yonlii dogru tamamen

belirlidir. R? deki yonlii dogrularla I) - Modiil’tin birim dual vektorleri birebir karsilik
. ) - — —2 o . . -~ - .

gelirler. Eger A = @ + ea* birim dual vektorleri OA = A olarak alimirlarsa R? deki

yonlii dogrular, denklemi

-0

olan birim dual kiirenin dual noktalarina birebir kargilik gelirler.e

Teorem 2.6.1 de gosterildigi gibi A=1 + ca* birim dual vektorii R? bir tek yonlii
dogru belirtmektedir. @ birim vektorii dogrunun yoniinii, @ ise 0 baglangic nok-
tasina gore @ birim vektoriiniin vektdrel momentini ifade gostermektedir. Ay dogru
0 baslangic noktasindan bagka bir P noktasina gore de tek anlamlh olarak belirtilebile-
ceginden a* vektorel momenti, 0 yerine bagka bir P noktasi alindiginda, a_;;) seklinde

ﬁ
belirtilir. Boylece a*'in, @ birim vektoriiniin hangi noktaya gére vektorel momenti

oldugu anlagilir.
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Teorem 2.6.2. 0 baslangic noktasi yerine bagka bir P noktasi secildiginde R3 deki

yonlii dogruyu belirten birim dual vektor
A=a+2(PONT +d)

dir.
ispat

Sekil 2.6.2. R’ de baslangic noktasi P olan yonli dogru

Yonlii dogruyu P noktasina gore belirten birim dual vektor A=7 + 5a_;§> dir.

e

a;:PXAﬁveﬁ:P—O)—l-O—)X:P—O)—F?

oldugundan
@ = (PO+7)na
— PONT+TAT
- PONT+a*
dir. Boylece A=7 +e (P—>O Aa + E‘)) elde edilir.e
— N — — A .
Tanim 2.6.2. A = a +eca* € D—Modiil olmak iizere U = m birim dual vektoriine

ﬁ
A vektoriiniin ekseni denir.

(BF) ot
Tanim 2.6.3. k = ————" reel sayisima A = @ + ca* dual vektoriiniin adimi veya,
a
yiikselisi denir.
ﬁ ﬁ . .
A =a(l+¢ek)U dual vektoriinii i¢in
i) k sonlu bir say1ise @ # 0 ve a* # 0 dir. A dual vektoriine has dual vektor

veya vida denir.
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— — — —
ii) k =0 = A = aU dur. Buna gore A dual vektorii U ekseni ile gakigik bir
dogru gosterir.

iii) k = 00 => @ = 0 du. Gergekten

<7,E">> 1| || cos® a*|| cos
I o

esitliginde k=00 olmasi igin
@) =0<=a =0
. — — — —
olmalidir. Oyleyse A dual vektorii sirf dual vektordiir. Yani A = (0,a*> sek-

lindedir. Bu tip dual vektorlere ¢ift (couple) denir. Cift dual vektorler igin a* vektori

baglangic noktasinin secilisine bagh degildir.

s — — o A — —
Teorem 2.6.3. Bir N = n"+&en* dogrusunun, normali V = v 4<cv* olan ve baglangig

noktasindan gecen bir £ diizlemi i¢inde kalmasi icin gerek ve yeter sart
H
(T, 7)) =0 ve <7,7An*> —0

olmasidir. Ayrica N dogrusunun baslangi¢ noktasindan ge¢mesi ve E diizlemi iginde

kalmasi icin gerek ve yeter sart
(T, 7)) =0 ve HE)H —0

esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat N dogrusu iizerinde bir A noktasini gézoniine alalim. OA = @ olsun. Teorem
H

2.6.1 den dolay1 n* vektorii A noktasinin N dogrusu iizerindeki yerinden bagimsizdir.

Bu nedenle @ | 7 alinabilir.

Sekil 2.6.3. R’ de baslangic noktasindan gecen diizlem ve dogrunun durumu
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*

— —
n* = a A7 oldugundan @ = 7 An* yazlabilir. (v, %) = 0 olmast N dogrusunun

E' diizlemine paralel olmasi demektir. Bu kosul ile birlikte ayni zamanda
(T, @) = <7,ﬁm’> — det (7,7,7?) —0

H
= 9, N dogrusunun 0

—
n

esitligi de saglanirsa N dogrusu FE diizlemi iginde kalr. ‘

baglangi¢ noktasina olan uzakhigidir. Eger

*

n |l =0

esitlikleri de saglaniyorsa N dogrusu 0’dan gecer ve F diizlemine paralel olur. Dolayisiyla

N dogrusu £ diizleminde kalir.e
2.7. Dual Acg1

— — — —
A ve B birim dual vektorler olsunlar. A ile B nin Tamim 2.4.1 ile verilen

(3.5)=(.7) v (2.7)+ (2.7))

i¢ carpimini inceleyelim. Teorem 2.6.1 geregince A ve B birim dual vektorleri R? de

H
iki yonlii dogru belirtirler. Bu dogrular sirasi ile dy, dy olsun. d; in yonii @, yeri a* ve

do nin yonii b, yeri de b* ile belli olduklarindan « ile b arasindaki aci ¢ ise

(A B)=(@.0)+e((T.07) + (7))
i¢ carpiminin reel kismi

<7,?> = || H?Hcosgpzcosgp,oggogﬁ

—
*

<A, B > i¢ carpiminin dual kismi olan < a,b* > + <a , b > ifadesinin geometrik anlama:
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Sekil 2.7.1. Dual ag

— —
a*, b* sirasi ile d; ve dy yonlii dogrular iizerindeki X ve Y noktalarinin secilisinden

bagimsiz olduklarindan X ve Y noktalari, d; ve ds dogrularinin ortak dikmesinin ayak-

lar1 olarak diistiniilebilir. Bu ortak dikme yoniindeki birim vektor

- TAD
n::I:_) —
|77

77 = aAb o
7~ 7]

— — —
dir. a* =2 AW ve b* =Y A b oldugundan

- (@7 7)
- _<7A?,7>
- _<7,3A7>
ve
<$,7> - <?A7,?>
- <7,7A?>
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dir. Buna gore

<7,?> + <§,7

I
ol

o

>
Z

L=l

> | >

=[] =l

I
H-
—

*

€
>

P e
2] s,
> -
-~ =l
- >
2| SH
> ~——

6 >
el
:l

= +¢*|

— —
bulunur. Sonug olarak <A, B> nin i¢ ¢arpimi
— —
<A, B> = cospEtep*sinp

olur. Son idade de (—) ifadesi goz 6niine alinirsa ¢ = ¢ + £¢* bir dual say1 olmak iizere

Taylor formiiliine gore
— =
<A,B> = cosp — e sing = cos (¢ + €p”) = cos ¢ (2.7.1)

elde edilir.

Sekil 2.7.2. A ve B birim vektorleri arasimdaki dual acl

Tanim 2.7.1. ¢ = ¢+ c¢* dual sayisina A ve B birim vektorleri arasimdaki dual agl1

denir.
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Goriildiigii gibi ¢ dual agisi, A ve B birim dual vektorlerinin R? de belirttikleri yonlii

dogrular arasindaki ¢ agisi ile bu iki dogru arasindaki en kisa uzaklik olan ¢* dan
—

olugmaktadir. OA = A ve OB = B birim dual vektorlerinin uglar1 - Modiil’de 0
merkezli birim dual kiirenin A ve B dual noktalarim belirteceginden A ile B arasmdaki
¢ = p+ep* dual agist A ve B dual noktalarindan gegen dual biiyiik dairenin AB dual
yay uzunlugu olarak diisiiniilebilir.

Eger A ve B dual vektorleri birim degiller ise bunlarin

|
‘ ool

—)
ve V =

—
U =

|
vl

.

eksenleri birim dual vektorlerdir (Teorem 2.5.2). U ve V arasmdaki dual agl ¢ olsun.
— —
<U , V> = Cos ¢

oldugundan

(7.5 = ][ B] coso 272

dir. Yukandaki esitlikten yararlanarak R? deki yonlii dogrularin birbirlerine gore du-
rumlar: incelenebilir:
i)
— =
<A, B> = sifdual & cosp = 0, *#0
7r
e v =5 ¢#0
—> —
oldugundan A ve B birim dual vektorlerinin belirttikleri yonlii dogrular dik durumlu
fakat aykiridirlar.

— =
<A,B> = sirf reel & " =0

oldugundan yonlii iki dogru kesisir ve

(@.F)+ (@) =0

esitligi bu iki dogrunun kesigsme kosuludur.
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i11)
— =
<A,B> = 0 & cosp = 0
T
& = — " =0
2 5 ¥
oldugundan yonlii dogrular birbirlerini dik olarak keser.
iv)
— =
<A, B> = (1,0) = cosp = 1
= ¢ =0
oldugundan yonlii dogrular paralel ve ayn1 yonliidiir. Eger ¢* = 0 ise bu iki dogru ayni1
zamanda cakigiktir.
v)
— =
<A, B> = —(1,0) = cosp = -1
= © = 7
oldugundan yonlii dogrular paralel ve zit yonliidiirler. Eger ¢o* = 0 ise dogrular cakigik-

tir.
2.8. D—Modiil Uzerinde Dig Carpim

Tamm 2.8.1. ‘v’z, B € D—Modiil dual vektorlerinin dis carpimi A : D3 x D? — D3

seklinde bir iglemdir ve
ANT = @AY +e (@AY +a'AD)
olarak tanimlanir.
— =
Teorem 2.8.1. A, B € D—Modiil i¢in

- = —I1l = —
AANB :HAH HB( sin gV

dir.
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Ispat A ve B nin eksenleri sirasi ile, U ve V' olsun.

A =yUn

Sekil 2.8.1. D — Modiil de karma carpim

u ile v vektorleri arasindaki agi ¢ olmak {iizere

ﬁ)/\l_/) = <7+5?)/\<v ~|—627
= 7/\7+s<7/\?+17/\7)
= UAT+e(WA(YAD)H (T AUW)ATD)
= UANT+e[{(W, )Y —{(u,y)V +{(Z,7)
= UANV 4T, 00 — (W, y) v —(u,7)
= UANV AT, 0T — (U, y)V — (T

dir. n* =z An =y A n oldugundan
n. = rxAn
A
= x/\(i— Uny >
[l Al

= £

z A (uAv)
[l Ao

= £

o ((x,v) u — (z,u) v)

veya x yerine y yazilirsa

bulunur. Son iki esitlikten

(x,v)u— (y,u)v =£tn*siny
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elde edilir.

UAT
HHAHHzfﬁziﬁA?:iﬁwmw?meziﬁmw
u A
yazilabilir.
T =Y N, WAT =xnsing ve (r,0)u — (y,u)v=+n*sinyp

- =
esitlikleri U A V' de kullanilirsa
UANV = +7 singp + ¢ [:I:??‘)singo + ©* 71 cos @

elde edilir. Bu son ifade de (+) isareti dikkate alinirsa ve 2 = 0 oldugundan 5%0*77 CoS ¢
terimi ilave edilirse
R — BN — . .
UNV = <n +en ) (sing + ep” cos p)
bulunur. N = n 4 en* bir birim dual vektordiir ve Taylor formiiliinden de

sin g + ep* cos p = sin ¢

dir. Oyleyse

- = —
UANV = Nsing (2.8.1)
bulunur.
— — || = — — || =
A = HAH Uve B = HBH Vv
olduklarindan
T — —= || =
AAB:HAMB”Nm¢ (2.8.2)

elde edilir.

A ve B dual vektorlerinin adimlar sirast ile ko ve ky olmak iizere (2.8.2) formiilii ve

— —
A = a(l+ke)U
— —
B = b(l4+ke)V
esitliklerini kullanarak
- = —
ANB =ab[l+c¢(kq+ kp)|sinp N (2.8.3)
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seklinde yazilabilir. Burada k, = k, = 0 ise

— = —

ANB =absingN (2.8.4)
dir.e

Teorem 2.8.2. A ve B gibi iki has dual vektoriin dig carpim sifir ise bu dual vektor-

lerin eksenleri cakigiktir.

. — — — = —
Ispat A ve B has dual vektorler olduklarindan A A B = absin ¢ N esitliginde sin ¢ = 0

olmalidir. Buna gore

sing = 0 = sin ¢ + ep™* cos ¢ =0
= sinp=0ve p*cospy = 0
dir.
sing=0<=p=0veyap =7
ve

prcosp=0= ¢" =0
elde edilir.e
2.9. D—Modiil Uzerinde Karma Carpim
Tanmim 2.9.1. VZ, §, C € D—Modiil dual vektsrlerinin karma garpimi
fDPxD?*xD*—D
seklinde bir doniigiimdiir ve
fC&Ei?):<ZA§J?>:<7A?;€}m(<€A?J§>+<7A7;?>+<¥A?;?»
olarak tanimlanir.

Teorem 2.9.1. Z, §, 5} has dual vektorlerinin eksenleri paralel veya ortak bir normale

sahip ise
- = =
<AAB,C>:O
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dir.

. - = =
Ispat A, B, C has dual vektorlerinin eksenleri paralel ise

olacagindan
- = =
<AAB,C>:O
— = — — —
dir. Eger A, B ve C' nin eksenleri ortak bir normale sahip ise bu normal AA B has

dual vektoriiniin eksenidir. Bu eksen 6 nin eksenini de dik keseceginden
—_ = —
<AAB,C>:0

olur.e

Reel vektorler icin var olan 6zellikler dual vektorler icin de gegerlidir:

) (ANB.@) = (BB, 7) = (On A, B)

2.10. Dual Vektorlerin Lineer Bagimhihigl, Lineer Bagimsizlig: ve Bazlar

— = —
Tanim 2.10.1. A, B, C € D—Modiil has dual vektorler ve \; = c¢f+ec; € D, 1 <4 < 3,

Y

olmak iizere
ﬁ

— — —
MA+XMB+XC =0

esitligi VA; = 0 icin saglaniyorsa _A>,§>,6> has dual vektorleri lineer bagimsizdir

denir.
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—_ = =
Tamim 2.10.2. A, B, C € D-Modill ve \; =¢f +ec; € D;¢; #0,1 <i <3 igin
— — - =
)\1A+)\QB+)\30 - 0

egitligi en az bir \; # 0 icin saglaniyorsa, Z, ?, 6’) dual vektorleri lineer bagimlhidir
denir.
Dual vektorler igin lineer bagimhlik, lineer bagimsizlik tanimlarinin reel vektorlerden

farkli olusunun iki nedeni vardir:
— — — — — - =
i) X = <O,x*> ve A = (0,0*) ise A X = 0 dur.
i) A= <6>, ?) seklindeki dual sayilarla boliim tanimsizdir.

Teorem 2.10.1. @ # 0 ise S = { A=7 + 5;} climlesi lineer bagimsizdir.

Ispat A\ = ¢+ e¢* olsun.
H

H
AA =0
ifadesi bilegenleri cinsinden yazilirsa
AA)=0,1<i<3
elde edilir. Dual sayilarin skalar ile carpimi ve egitlik tanimindan
a;c=0ve a;c*+ac=0
dir. @ # 0 oldugundan
c=0vec=0= X=0
elde edilir.e
— — —
Tamim 2.10.3. A;, Ay, A3 birim dual vektorlerinin R? deki temsil ettikleri yonlii dogru-
lar bir noktada dik olarak kesigirlerse Ei , E, 1?; birim dual vektorlerine ortonormal

dual vektorler denir.

—_— — — — — —
Teorem 2.10.2. A, Ay, A3 ortonormal ii¢ birim dual vektor ise S = {Al, 2 3}

climlesi lineer bagimhdir.
ispat
— — — —
MAL+ XA+ A3435= 0, )\, €D, 1<7<3,
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ifadesinin her iki tarafinin z ile i¢ carpimi alinirsa
— — — — — — —
A1 <A17A1> + A <A2,A1> + A3 <A3,A1> =0=A=0
— —
elde edilir. Ayni iglemleri A; ve As ile yaparsak Ay = 0 ve A3 = 0 bulunur.e
Tanmim 2.10.4. - Modiil’iin bir S alt ciimlesi agagidaki iki 6zelige sahipse bu ciimleye
D- Modiil’tin bir baz1 denir.
i) S lineer bagimsizdir.

i) S, {S} = D- Modil'diir.

Yani VA € D- Modiil elemani S deki sonlu saylida elemanin bir lineer bilegimidir.

— — — — — —
Teorem 2.10.3. Ay, Ay, A3 € - Modiil vektorleri ortonormal ise S = {A]_,AQ,A?,}

ciimlesi - Modiil’iin bir bazidir.

Ispat i) Teorem 2.10.2 den ortonormal vektorler kiimesi S lineer bagimsizdir.
i1) A € - Modiil elemani A—i,A—;,E ortonormal dual vektorlerinin bir lineer

bilesimidir. Yani \; € D, 1 <7 < 3 igin
—> — — —
A == )\1141 + )\2142 + )\3143 (2101)
seklinde A dual vektoriiniin yaziligi tektir. Gergekten \; € I, 1 <1 < 3 olmak iizere
— — — —
A = N A+ XAy + \jA;3 (2.10.2)

olarak yazildigim kabul edelim. (2.10.1) ve (2.10.2) esitliklerinin her iki tarafinin Z{ ile

ic carpimmi almirsa
- — — —
<A,A1> — Ay ve <A,A1> — N
oldugundan \; = \| diir. Benzer sekilde Ay = X\, ve A3 = \; bulunur. Oyleyse A dual

vektoriiniin yazilig1 tek tiirlidiir.
— — — — =
)\0A -+ )\1141 + )\2142 -+ )\3143 == O

— — — —
ifadesi lineer bagimhdir. Eger A, A;, Ay ve A3 dual vektorleri lineer bagimsiz olsaydi
bu vektorlerin reel kistmlar: da lineer bagimsiz olurdu. Halbuki R™ de, n+1 tane vektor

— — — —
lineer bagimhidir. O halde A, Ay, As ve Az vektorleri lineer bagimhdir.e
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Teorem 2.10.4. - Modiil’de S = {)?1) , )72)} lineer bagimsiz bir ciimle ise - Modiil’iin
E= {E) , E; , E;,} gibi bir ortonormal bir baz sistemi vardir.

Ispat Gram-Schmidt ortogonallestirme yontemi burada da kullanilabilir.
— —
i = Xy
— - —
Yo = \Y1+Xo,A€D

denirse

olacak sekilde \ bulunabilir.

esitliginden
N
(¥1.%2)
)\_
x|
bulunur. . R
X Y-
Bl = = ve By= —
|5 |7
aliirsa
—)
Es=FE NE,
dir.e

2.11. D-Modiilde Dual izometriler

Tamim 2.11.1. 0 ve A € D3 dual noktalarinin belirttigi 071 — A dual vektoriiniin
normu

ﬁ
[ aver

sayisidir. Bu dual sayiy:
— — —
4] =a(7.4)
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ile gosterirsek P ve (Q € D? dual noktalarmin belirttigi P_Q) dual vektoriiniin normu
- —
|P-Ql=d(P,q)
— —
olur. VP, ) € D-Modiil igin F': D-Modiil — D-Modiil doniistimiinde
— — — —
a[r (P).r(q)]=a(P.9)
ise F' ye D-Modiil’iin bir dual izometrisi denir.
Tanim 2.11.2. Elemanlar1 dual sayilar olan bir A matrisine dual matris denir ve
A= [Al]] , Aij = Q5 + 6(1;}

seklinde gosterilir.

Reel matrisler icin gecerli olan islemler dual matrisler icinde gecerlidir.

Tanim 2.11.3. A = [A;;] _ karesel bir dual matris olmak tizere

(1’0) , 1=7
(0,0) , i#j

seklinde gosterilir.

Tamim 2.11.4. A € D7 i¢in
AAT = ATA =1,

ise A dual matrisine ortogonal dual matris denir.

— N —
X = 1 +ex* € D-Modiil dual vektorii

Ty +ex]
X = | xy+ex}

T3 + €T} -
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seklinde bir dual siitiin matrisi olarak yazilabilir. X ve Y iki dual vektor iseler i¢ carpim

tanimi ve dual matrislerin carpim kuralindan
— —
<X, Y> — xTy
oldugu gortiliir.

Teorem 2.11.1. A = [A;;], . bir dual matris olmak {izere

3x3

Ly : D—Modil — D— Modil
X — AX

doniigiimii lineerdir.

. - =
Ispat X,Y € DD— Modiil iki dual vektor olsun.

La(X) = AX
La(Y) = AY

oldugundan

LaX+Y) = AX+Y)
= AX 4+ AY

= La(X)+ La(Y)

elde edilir. Bir skaler ile bir matrisin ¢arpimimin tanimi dual matrislerde de aynen

alinarak C' € D i¢in
La(CX)=A(CX)=C(AX) =CL4s(X)

dir.e

Teorem 2.11.2. A bir dual ortogonal matris ise

Ly : D—Modil — D— Modiil
X — AX

lineer doniigiimiinde
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i) I¢ carpim degismez kalir.
i1) L4, D— Modiil’de bir izometridir.

i11) L4 doniigiimii dual agilar1 degigsmez birakir.
. N ..
Ispat i) X, Xy € D— Modiil igin

La(Xa) = AX, =Y,
La(X)) = AX; =Y,

olsun. Buna gore
(Vi.Y2) = v/'a = (X AT) (AXp) = XT (474) X, = X[ = (X1, s

bulunur.
i)

- (M) =v'm
= (X7AT) (AX,)
— X7 (ATA) X,

dir. Buradan

4(0,Y1) = d[L4 (0, La (X1)] = d (0, X))

dir. Ayni sekilde

[F-% = vi-w)Tri-v)
= (W' -Y) (i)
= (X[A" - XTAT) (AX; — AX)
%

=

elde edilir. Oyleyse
d(Y1,Y2) =d[La(X1), La(X)] =d(Xy, X2)
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dir.
— —
ii1) X1, X5 has dual vektorlerinin eksenleri arasindaki dual a¢i ¢ ve f altindaki
goriintiileri 171, 17)2 dual vektorlerinin eksenleri arasindaki dual aci da ¢’ olsun. 2.7.2

dual acg1 formiiliinden

Cos¢p = <)?1)7 )?2)>

==
ve
— —
003¢I =T =0
7] =]

teorem 2.11.2 nin ¢ sikkindan

ve 12 sikkindan
— —
|7 |7

bulunur. Buna gore ¢ = ¢ + ep* ve ¢’ = ¢’ + ep* olmak iizere

Cosp = Cosd' = ¢' = 2km & ¢ ve o™ = o*

elde edilir.e
XTX, = 0ise Y'Yy = 0 olacagindan ortogonal has dual vektorler yine ortogonal

has dual vektorlere doniisiir.
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3. E* OKLID UZAYINDA REKTIFIYAN EGRILER
Bu boliimde referanslarimiz Sabuncuoglu (2006) ve Chen (2003) olacaktir.
3.1. Frenet Vektor Alanlar:

Bu boliimde o : I — R3 egrisini R® uzaymda birim hizh bir egri olarak goz ¢niine
alacagiz. s € [ igin egrinin «(s) noktasmdaki hiz vektoriinii o/(s) olarak gosterecegiz.
o/ (s) vektorii a(s) noktasinda egriye teget bir vektordiir. Uzunlugu 1 dir. s degigkeni
I da artarak degistirildiginde a(s) vektorii hangi yonde ilerliyorsa o/(s) vektorii de o

yondedir.

T(s) = d(s) (3.1.1)

esitligi ile belirli T'(s) egrisine, « egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii

denir.

a (9 a®

—

| s sth

n

Sekil 3.1.1. « egrisinin birim teget vektorii

T, I araliginin her bir s noktasina, «(s) noktasindaki 7'(s) teget vektoriinii karsilik
getiren bir fonksiyondur (Sekil 3.1.1). Buna gore T', « egrisi iistiinde bir vektor alanidir.
Bu vektor alanina, « egrisinin birim teget vektor alanmi denir ve T=a’ olarak yazilir.
T'(s) vektorii, a(s) noktasinda Ty (R?) vektor uzaymin bir alt vektor uzayim gerer.
Bu alt vektor uzay 1 boyutlu bir alt vektor uzaydir. Geometrik olarak a(s) noktasindan
gegen ve T'(s) vektoriine paralel olan bir dogrudur. Bu dogruya egrinin «(s) noktasimn-

daki teget uzay denir ve T, (a(I)) olarak gosterilir.

kT =R, k(s)=[T(s) (3.1.2)
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fonksiyonuna, « egrisinin egrilik fonksiyonu denir.  (s) sayisina egrinin «(s) nok-
tasindaki egriligi denir.
T = « oldugundan k(s) = ||a”(s)|| olur. Bu nedenle 7"(s) vektoriiniin uzunluguna

egrilik ad1 verilir.

N(s) = ——T'(s) (3.1.3)

K ()
esitligi ile belirli N(s) vektoriine, o egrisinin «(s) noktasindaki birinci dik vektorii
(asli normali) denir. N vektor alanina, « egrisinin birinci dik vektor alam (asli
normal vektdr alani) denir.

(T, T), I arahgmin her bir noktasma, (T'(s),T(s)) sayisina karsilik getiren
(I,T): I =R, (T,T)(s) = (T(s),T(s))
bi¢iminde bir fonksiyondur. Her s € [ igin
(T'(s),T(s)) =1

oldugundan (7, T) : I — R fonksiyonu sabit fonksiyondur. Buna gore her s € [ i¢in
(T, T) =0 dur.

Sekil 3.1.2. « egrisinin normal vektorii
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bulunur. O halde I araliginin herbir s noktasinda 7”(s) vektorii, 7'(s) vektoriine diktir.
Yani 7" vektor alam 7' vektor alanmna diktir. (Sekil 3.1.2)
Tanim 3.1.3 e gore N vektor alani da 7" vektor alanina diktir. x(s) = ||77(s)|| oldugun-

dan (3.1.3) esitligi
1
N(s) =
17" (s)ll

bi¢iminde de yazlabilir. Oyleyse, her s € I i¢gin, || N(s)|| = 1 dir.

T'(s) (3.1.4)

T x N, I arah@mn herbir s noktasma, «(s) noktasidaki Ty (R?) teget uzaymmn

T(s) x N(s) elemanim karsilik getiren bir fonksiyondur.

B(s) = T(s) x N(s) (3.1.5)

esitligi ile tammh B(s) vektoriine, v egrisinin «(s) noktasindaki ikinei dik vektorii
(binormali) denir B vektor alanina, « egrisinin ikinci dik vektér alami (binormal
vekt6r alani) denir. Vektor carpiminin 6zelliklerinden dolayr B(s) vektorii, T'(s) ve
N(s) vektorlerinin her ikisine de diktir. {7'(s), N(s), B(s)} pozitif yonlii bir ¢atidir.

Ayrica her s € [ igin

B = IT(IHN)

sinz‘ =1
2

dir. Sonug olarak {7T'(s), N(s), B(s)} kiimesi ortanormal bir tabandir. (Sekil 3.1.3)

Sekil 3.1.3. « egrisinin binormal vektorii

Tanim 3.1.5. T(s), N(s), B(s) vektorlerine, o : I — R3 egrisinin a(s) noktasindaki

Frenet vektorleri denir.
{T'(s),N(s), B(s)}
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kiimesine, «v egrisinin «/(s) noktasindaki Frenet catisi denir. 7', N, B vektor alanlarina,

« egrisi iistiinde Frenet vektor alanlar: denir.

Tamim 3.1.6. R3 uzaymda birim hizh o : I — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar:
T, N, B olmak iizere
7:1 =R, 7(s) = —(B'(s), N(s)) (3.1.6)

fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin «(s) nok-

tasindaki burulmasi denir.

Teorem 3.1.1. R3 uzaymda birim hizh « : I — R3? egrisinin Frenet vektor alanlar

T,N,B ise

T = kN
N = —kT+71B (3.1.7)
B = —1N

dir.
Ispat (3.1.3) esitliginden 7" = &N elde edilir. N’ = aT + bN + ¢B oldugunu kabul
edelim. Egitligin her iki yamm T ile i¢ ¢arpimm yapilarak (N, T) = a bulunur. Diger

taraftan

(N,T7) = 0 = (N, T)+ (N, T") =0
= (N, T)=—(N,T7") = —(N,kN) =—k
oldugundan a = —k olur.
N' = aT 4 bN + ¢B esitliginin her iki yanim N ile i¢ ¢carpimi yapilarak (N', N) = b
bulunur. Diger taraftan
(N,N) =1 = (N, N)+(N,N') = 0
= 2(N',N) =0
= (N',N) =0

oldugundan b = 0 olur.
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N’ = aT+bN +¢B esitliginin her iki yamm B ile ¢arpimu yapilarak (N’, B) = ¢ bulunur.
Diger taraftan
(N,B) = 0 = (N B)+(N,B") =0
= (N,B)=—(N,B') = 71
oldugundan ¢ = 7 bulunur. O halde N’ = —gT + 7B dir.
Simdi B" = dT + eN + fB oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki yanmm 7 ile ig
carpimu yapilarak (B’,T) = d bulunur. Diger taraftan

(B,T) = 0 = (B, T)+(BT) = 0
= (B'T)=—(B,T") = —(B,—kN) =0

oldugundan d = 0 olur.
B’ = dT + eN + fB esitliginin her iki yanim N ile i¢ ¢arpimu yapilarak (B', N) = e

bulunur. Diger taraftan

(B,Ny = 0 = (B',N)+(B,N') =0
= (B',N)=—-(B,N') = —(B,—kT+71B) =-71
oldugundan e = —7 olur.

Simdi B’ = dT+eN + f B egitliginin her iki yanim B ile i¢ carpim yapilarak (B, T') = f

bulunur. Diger taraftan
(B,By = 1 = (B',B)+(B,B') = 0
= (B',B)=0
oldugundan f = 0 bulunur. Oyleyse B’ = —7N dir.e

Bu teoremden elde edilen egitliklere, birim hizli « egrisi i¢in Frenet formiilleri denir.

Frenet formiillerinin katsayilar matrisi

0 k 0
- 0 7
0O —7 0

ters simetrik bir matristir.
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Tanmim 3.1.7. R3 uzayindaki birim hizh o : I — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar 7T,

N, B olsun.

{T'(s), N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, «(s) noktasindaki oskiilatoér diizlem (dokunum
diizlemi) denir.

{T'(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, «(s) noktasindaki rektifiyan diizlem (dogrultma
diizlemi) denir.

{N(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki normal diizlem (dik diiz-
lem) denir.

a(s) noktasindaki oskiilator diizlem , B(s) vektoriine dik olan diizlemdir.

a(s) noktasindaki rektifiyan diizlem , N(s) vektoriine dik olan diizlemdir.

a(s) noktasindaki normal diizlem , T'(s) vektoriine dik olan diizlemdir.

Teorem 3.1.2. a : I — R3 birim hizh egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olduguna

gore
NxB =T
BxT = N (3.1.8)
dir.
Ispat Her u, v, w € R? icin
ux(vxw) = (u,w)v— (u,v)w
(uxv)xw = (u,w)v— (v,w)u

egitliklerinden yararlanarak

NxB = Nx(TxN)=(N,NYT—(N,T)N =T
BxT = (TxN)xT=(T,TYN —(N,T\T =N

elde edilir.e
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3.2. Rektifiyan Egrilerin Karakterizasyonlari

Egriligi ve burulmas: sifirdan farkli olan bir egriye biikiimlii egri denir. E® Oklid
uzayinda bir egrinin yer vektorii her noktada oskiilator diizlemde yatiyor ise egri dii-
zlemseldir. Eger egrinin yer vektorii her noktada normal diizlemde yatiyor ise egri
kiireseldir. Oyleyse su soruyu sorabiliriz: Ne zaman o : I — E? egrisinin yer vektorii
rektifiyan diizlemde yatar? o : I — E? bir rektifiyan egri olmak iizere « (s) yer vektorii

A, i fonksiyonlar: icin

a(s)=A(s)T (s)+ u(s)B(s) (3.2.1)

seklinde verilebilir.
Teorem 3.2.1. o : I — E? birim hizh ve egriligi pozitif olan bir rektifiyan egri olsun.
O halde agagidaki 6nermeler dogrudur:

i) p = ||a|| uzaklk fonksiyonu bazi ¢; ve ¢y sabitleri i¢in
p2 :32—1-015—1—02

esitligini saglar.

i1) Egrinin yer vektoriiniin teget bilegeni baz1 b sabit sayisi igin
(@, T)=s+0

esitligi ile verilir.

ii1) Egrinin yer vektoriiniin o™ normal bilegeni sabit uzunlukludur ve p uzaklik fonksiyo-
nu sabit degildir.

iv) T burulma fonksiyonu sifirdan farklidir ve egrinin yer vektoriiniin binormal bilegeni
sabittir. Yani

(v, B) = sabit

olur.
Karsit olarak egriligi pozitif olan bir o : I — E3 egrisi (i), (i), (1), (iv) sartlarindan

birini sagliyor ise a bir rektifiyan egridir.
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Ispat «, E® de birim hizli bir egri ve o egrisinin yay uzunlugu parametresi s olsun. a nin
bir rektifiyan egri oldugunu kabul edelim. « bir rektifiyan egri oldugundan A (s), u (s)

fonksiyonlar: icin

a(s)=A(s)T (s)+ u(s)B(s) (3.2.2)

olarak yazlabilir. (3.2.2) esitliginin tiirevini alirsak

o (s) = N(8)T(s)+A(s) T () 4t (5) B(s) + pu(s) B ()
T(s) = N(s)T(s)+A(s)k(8) N () + p' (5) B(s) + pu (s) (~7 () N (s))
T(s) = X($)T(s)+\(s)r(s) = p(s)7 ()] N () + st () B (s)

oldugundan
[N (s) = T (s) + [A(s) r (s) = () 7 ()] N () + 4/ (s) B(s) =0

elde edilir. {7, N, B} Frenet catis1 lineer bagimsiz oldugundan katsayilar sifira esit

olmalidir. Buna gore
N(s)=1, A(S)k(s)=pu(s)T(s), W (s)=0 (3.2.3)
elde edilir. Ilk esitlikte \'(s) = 1 oldugundan b bir sabit say1 olmak tizere
A(s)=s+b

dir. 3.2.3 esitliginde 4’ (s) = 0 oldugundan p sabit bir fonksiyondur. Ak = pu7 esitligine
gore k # 0 oldugundan y sabiti de sifirdan farklidir. Oyleyse

(0, T) = (\T+ uB,T)
= MT,T) + pu(B,T)
= A

= s+b

elde edilir. Boylece (i) ispatlanmig oldu.
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= ¢ sifirdan farkh sabit oldugundan

(a,) = (NT'+ puB,\T + uB)
= N{T,T) + 2\ (T, B) + u* (B, B)
— )\2 +,L62
— )\2 +£2
bulunur. Buna gore p uzaklik fonksiyonu 2b = ¢;, b* + £* = ¢, olmak iizere

p2 = ’<O‘va>’

= e
= [(s+b)*+
= ‘32 + 25b + b? +12|
= ‘52 + 18+ 02’
dir. Boylece (i) ispatlandi.
(3.2.2) esitliginden « egrisinin yer vektoriiniin normal bilegeni o¥ = B dir.
(o, B) = (A['+puB,B)
— (T, B)+ (B, B)
= u
ve u sabit oldugundan o sabit uzunlukludur. Béylece (ii4) ispatlandi.
(a, B) = p ve p sabit oldugundan («, B) sabittir. £ > 0, A = s+b ve u sabit oldugundan
(3.2.3) esitligine gore 7 sifirdan farklidir. Boylece (iv) ispatlanir.
Karsit olarak (i) veya (i7) sartlarindan biri saglansin. O halde b bir sabit say1 olmak
iizere (o, T) = s + b dir. Bu esitligin tiirevini alirsak,
(T +{a,T") = 1
(I'T)+ (a,ckN) = 1

elde edilir. Buna gore

k{a,N) =0
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ve Kk > 0 oldugundan

(a, N) =0

bulunur. Oyleyse egri rektifiyandir.
Eger (i71) tin saglandigim kabul edersek, egrinin yer vektoériiniin normal bilegeni oY
sabit uzunlukludur ve uzaklik fonksiyonu p sabit degildir. Buna goére A € R olmak

lizere

a=\T+ao"

bi¢iminde yazilabilir. Buradan

(a,a) = (AT +aV, AT +a™)
= X(T,T) 42X (T, ™) + (o, a")

= N+e (3.2.4)
bulunur.

(a,T) = (AT +a™,T)
= MT,T)+ (a™,T)
= A

degerini (3.2.4) esitliginde yerine yazarsak
(a,a) = (a,T)" + ¢
elde edilir. Burada c sabittir ve s ye gore tiirev alirsak

(o a) +{a, 0y = 2(a,T)[(,T) + (a, T")]
(T,a) + (o, T) = 2{a,T)[(T,T) + {cv, kN)]
2{(a,T) = 2{(a,T)[1+ k{a,N)]

bulunur. Uzaklik fonksiyonu p sabit olmadigindan (o, T) # 0 dir. k£ > 0 oldugundan
esitligin saglanabilmesi icin (o, N) = 0 olmahdir. Oyleyse a bir rektifiyan egridir.
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(1v) iin saglandigim kabul edelim. Yani (a, B) sabit olsun.

(a, B = (d/,B)+ (o, B')
0 = (t,B)+ (a,—7N)

0 = —7{(a,N)
7 sifirdan farkh oldugundan (o, N) = 0 olur. Buna gore « rektifiyan egridir.e
3.3. Helislerin Rektifiyan Egrilere Genellenmesi

E? de en iyi bilinen biikiimlii egri genellestirilmis helistir. Bir egrinin genellestirilmis
helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul E oraninin sifirdan farklh sabit olmasidir. Diger
yandan rektifiyan egriler icin 2 orani gdyle verilebilir.

Teorem 3.3.1. o : I — E3 egriligi pozitif olan bir egri olsun. « nin bir rektifiyan egriye

denk olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ci, co sabit reel sayilari igin
T
E:cls—i-cQ,cl;éO

esitliginin saglanmasidir.
Ispat o : I — E? egriligi pozitif birim hizli bir egri olsun. Eger o rektifiyan egri ise

(3.2.3) den

A
T_A_s® (a ve b sabit)
K 1 a
dir. Boylelikle egrinin burulmasinin egriligine orami sabit olmayan lineer fonksiyondur.
Kargit olarak a : I — E? egrisi icin K > 0 ve ¢; # 0 ve ¢, sabitleri icin — = ¢;5 + ¢
1 b
olsun. ¢; = — ve ¢ = — alirsak T2 + olur. at = sk + bt oldugundan
a a K a
d
7 [a(s) = (s+b)T(s)—aB(s)] = a'(s)=T(s)—(s+b)T" (s) —aB'(s)
s

= T(s)=T(s)—(s+b) kN (s)—a(—7)N(s)
= —(s+b)kN(s)—a(—7)N(s)
= (—sk —bk+at) N (s)

= 0
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bulunur. Oyleyse D bir sabit say1 olmak tizere
a(s)—(s+b)T(s)—aB(s)=D

dir. Uygun bir tteleme ile o (s) = (s +b) T (s) — aB (s) seklindedir. Buna gore o bir
rektifiyan egridir.e

3.4. Rektifiyan Egrilerin Siniflandirilmasi

S? merkezi orijin olan E? de birim kiire olsun. Asagidaki teorem E® deki biitiin rekti-

fiyan egrileri belirtir.

Teorem 3.4.1. o : I — E? egriligi pozitif olan bir egri olsun. « nin rektifiyan egri

olmasi icin gerek ve yeter sart
a(t) = (asect)y (t) (3.4.1)
olmasidir. Burada a bir pozitif say1 ve v, S? de birim hizl bir egridir.

Ispat o : I — E® egriligi pozitif rektifiyan egri olsun. Genelligi bozmaksizin 0 € I
ve @ = « () nin birim hizhi egri oldugunu kabul edelim. Teorem 3.2.1 e gore uzaklik
fonksiyonu p = |la|| ve ¢y, ¢y sabitleri igin p? = s + ¢15 + ¢p dir. Uygun 6telemeyle
p? = s> + ¢ (c > 0 sabit) olarak yazlabilir. ¢ > 0 oldugundan ¢ = a® olacak sekilde

pozitif a sayis1 vardir. Simdi S? de v = e egrisini tanimlayalim. Buna gore
P
a(s)=p(s)y(s) = Vs +a*y(s) (3.4.2)

esitliginin tiirevini alirsak
s
' (s) = ——=~(8) + Vs2+a?y (s 3.4.3
(8) = o () 4 VT () (343

olur. I arahigindaki herbir s i¢in (v,7) = 1 ve 7' (s) ile v (s) ortogonaldir. Buna gore

2

S
(o) = == (1) +25(1,7) + (s +a®) (v, 7)
2
S
(TT) = ot (s*+a®) (+/,7)
82 2 2 / /
1 = Tra + (S +a ) ',
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oldugundan
2

a 2
FrapR A =1
dir. Oyleyse
a
n—
ny ” - 82 +(12

dir. v nin yay uzunluk fonksiyonu f olmak iizere

fls) =

_ /OW (= = olursa )

_ /a dx
o 1+ 2

= arctan (z) |g

S
= arctan (—)
a

bulunur. Buna gére s = atant dir. (3.4.2) esitliginde s yerine atant yazarsak (3.4.1)

esitligini elde ederiz.

Karsit olarak « : [ — E3 egrisi, a pozitif say1 ve v = 7 (s) , S? de birim hizli egrisi i¢in

a(t) = (asect)y (t)
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olarak tamimlanirsa

asint a

a(t) = v () +

!
t
cos?t 7 (#)

a .
= [sinty (t) + costy' (t)]

cost

olur. v (t) ve 7/ (t) ortonormal vektor alanlari oldugundan

2 2

.2 2 I a
¢ ¢ _
[sin®t (7, 7) + cos®t (v',7)] —3

<O/7 O/> =

costt

dir. Buna gore
2

a /

= =
L= o)
elde edilir. (3.4.4), (3.4.5) ve (3.4.6) esitliklerinden

(0,0’ @) _
o ()P

2
||O/|| = ot = asec’t

(a0 = g2 (1) -

(3.4.5)

(3.4.6)

elde edilir. Oyleyse yer vektoriiniin normal bilegeni o sabit uzunlukludur ve p uzaklik

fonksiyonu p = asect sabit degildir. Buna gore Teorem 3.2.1 den « rektifiyan egridir.e
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4. 3 BOYUTLU MINKOWSKIi UZAYINDA REKTIiFiYAN EGRILER

Bu boliimde E? Minkowski 3-boyutlu uzayimda rektifiyan egrilerin baz1 karakterizasy-
onlar1 incelenecektir ve burada referanslarimz O.Neil (1983), Giingor (2007), Lopez

(2008) ve Tlarslan (2003) olacaktir.
4.1. E? Minkowski Uzay1
Tamim 4.1.1. x = (21,22, ..., T,) ve y = (Y1, Y2, ---, Yn) € E" olmak iizere,

(T, y) = —T1y1 + Tay2 + ... + TpYy

i¢ carpimina Minkowski(Lorentz) i¢ ¢arpim denir.

Tamm 4.1.2. Minkowski i¢ carpimu ile tanimlh E® Oklid uzayma Minkowski uzay1
yada Lorentz uzayi denir ve E7 ile gosterilir.
Ozel olarak n = 3 alnir ise, E? uzayma 3-boyutlu Minkowski uzay1 denir. Bu
durumda bu uzaym standart metrigi, © = (z1, 9, 23) ve y = (y1,%2,y3) € E3 olmak
lizere
(T,y) = —m191 + T2y + T3Y3

dir.
Tamm 4.1.3. z € E olmak iizere,

i) (z,x) > 0 veya x = 0 ise x vektoriine uzays1 (spacelike) vektor,

i1) (x,x) < 0 ise x vektoriine zamans: (timelike) vektor,

i11) (x,x) =0 ve x # 0 ise x vektoriine 1s1ks1 (lightlike, null) vektor denir.

v vektoriiniin uzunlugu ||v|| = 1/ (v, v) ile tanimlanir.
x = (z1,79) € E? olmak iizere E? uzayinda uzaysi, zamansi ve 151ks1 vektorler su sekilde

bulunur:

(x,z) = 0
—zi 422 = 0
T = :i:[[‘g
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Bu denklemler E? de 1. ve II. agiortay dogrularidir. Bu dogrular iizerindeki vektorler

—_
1g1ks1 vektorlerdir (0 harig).

¥ N

Sekil 4.1.1. E? uzayinda uzaysi, zamansi ve 1siks1 vektorler

E? Minkowski uzayinda uzaysi, zamansi ve 1g1ks1 vektorler su sekilde bulunur:

(x,xz) = 0

2., .2, .2 _
—ryt+ry+az = 0
2., ,2 2
:L‘z + 1‘3 — l‘l

elde edilir. Bu ise koni denklemidir. Bu koniye 151k konisi denir. Koni yiizeyinde
yatan vektorler 1siksi, koninin i¢ bolgesinde yatan vektorler zamansi, dig bolgesindeki

vektorler uzays1 vektorlerdir.

ekil 4.1.2. inkowski uzayinda 151k konisi
kil 4.1.2. E? Minkowski da 151k konisi

Tanim 4.1.4. E3 de m sabit bir nokta ve r > 0 olmak iizere,

St(m,r) ={u€E}: (u—m,u—m)=r’}
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climlesine yar1 Riemann kiiresi,
Hi(m,r) ={u € E}: (u—m,u—m)=—r"}
ctimlesine yar1 Riemann hiperbolik uzayi,
C(m) ={ueE}: (u—m,u—m)=0}
ciimlesine yar1 Riemann 151k konisi(quadrik koni) denir.

Tamm 4.1.5. E? de « : [ — E? diferansiyellenebilir bir egri olsun. « egrisinin teget
vektor alanm1 T olmak {izere;

i) (T, T) > 0 ise « egrisine uzays: (spacelike) egri,

it) (T,T) < 0 ise « egrisine zamansi (timelike) egri,

iii) (T,T) = 0 ise « egrisine 151ks1 (lightlike veya null) egri denir.

Tanim 4.1.6. o : [ — B3 bir egri olsun. A\ : I — R ve u : I — R diferensiyellenebilir

fonksiyonlar ve Vs € I C R i¢in o min yer vektorii,
a(s) = Ms)T(s) + pu(s)B(s)

bigiminde ise, o egrisine rektifiyan egri denir. Bagka bir ifade ile o egrisi rektifiyan

diizlemde yatiyor ise, « egrisine rektifiyan egri denir.

Teorem 4.1.1. E} (n > 3) Minkowski uzay1 ve o : I — E} de diferensiyellenebilir
bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki Frenet vektorleri {V;, V5, ...,V } ve

ei—1 = (V;, Vi) olmak iizere, a egrisinin egrilikleri,
ki = g <Vi/, Vz‘+1>

dir. Ozel olarak n = 3 olsun. V; =T, Vo = N ve V3 = B olmak tizere,

eo = (I,T)
g1 = <N,N>
Eo = <B,B>
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dir. Buradan egrilikler

KR = ]{71261 <T,,N> (411)

T = k2 282 <N/,B> (412)
olarak bulunur.
4.2. E3 Minkowski Uzayinda Egrilerin Frenet Formiilleri

4.2.1. Zamans1 egrilerin ve asli normali uzays1 veya zamansi olan uzaysi

egrilerin Frenet formiilleri

a bir zamansi egri veya asli normali uzaysi yada zamansi bir egri olsun. Bu durumda,
Bu durumda ¢y = (T, T) = F1, ¢ = (N,N) = £1, e9 = (B,B) = F1 (I,N) = 0,
(T',B) =0, (N, B) = 0 olmak iizere,

T T
1w

= T' = kN (4.2.1)

olarak bulunur. E? deki vektorler {7, N, B} Frenet ¢atisimin lineer birlesimi olarak
yazilabileceginden;

N'=aT +bN + ¢B (4.2.2)

olarak yazilabilir. (4.2.2) esitligi T ile i¢ carpim yapilarak (N’ T') = pa bulunur. Diger

taraftan
(N,T) = 0 = (N.T)+(N,T) = 0
= (N, T)=—(N,T") = —(N,cN) = —e1k
oldugundan
o = —&E1K

dir. Esitligi ¢ ile ¢arparsak

a = —&pE1k

olur.
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N' = aT + bN + ¢B esitliginin her iki yamimi N ile i¢ garpimu yapilarak (N’ N) = &b

bulunur. Diger taraftan

(N,N) =& = (N ,NY+(N,N) = 0
= 2(N',N) = 0
= (N',N) = 0
oldugundan b = 0 olur.
N' = aT + bN + ¢B esitliginin her iki yanim B ile i¢ carpimu yapilarak (N, B) = eac
bulunur. Diger taraftan 7 = ko = &9 (N, B) oldugundan

(NN\B) = 0 = (N,B)+(N,B) = 0
= (N',B)=—(N,B) = e

olur. Buna gére ¢ = 7 bulunur. O halde N’ = —epe1kT + 7B dir.
Simdi B" = dT + eN + fB oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki yamm T ile ig
carpimu yapilarak (B’ T) = €od bulunur. Diger taraftan

(B,T) = 0 = (B, T)+(B,T) = 0
= (B, T)=—(B,T"Y = —(B,kN)=0

oldugundan d = 0 olur.
B’ =dT + eN + fB esitliginin her iki yanii N ile i¢ ¢arpimi yapilarak (B, N) = e;e

bulunur. Diger taraftan
(B,N) = 0 = (B N)+(B,N) = 0
= (B',N)=—(B,N"Y = —(B,—coe,kT +7B) = —eo1

ve (B', N) = ¢;e oldugundan

E1€ = —&9T

bulunur. Buna goére

€ = —E1E9T

dir.
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Simdi B’ = dT +eN + f B eitliginin her iki yani1 B ile i¢ ¢arpimu yaparsak (B, B)

gof bulunur. Diger taraftan
(B,By = 1 = (B',BY+(B,B") = 0
= (B',B) =0

oldugundan f = 0 bulunur. Oyleyse B’ = —£,657 N dir.e

Frenet formiillerinin katsayilar matrisi
0 K 0
(4.2.3)

—E&pE1R 0 T

0 —E&1E2T 0
dir.
4.2.2. Asli Normali Isiks1 Olan Uzays1 Egrilerin Frenet Formiilleri

Asli normali 1s1ks1 olan uzaysi bir egrinin Frenet formiillerini bulalim. Bu durumda,

(T,T) =1, (N,N) =0, (B,B) =0, (T,N)=0, (T,B) =0, (N,B) =1

olmak iizere,
T T
=— =T =kN (4.2.4)

Xl

olarak bulunur. E3 deki vektorler {7, N, B} Frenet catisinin lineer birlesimi olarak

yazilabileceginden;
N’ =aT + bN + cB (4.2.5)

olarak yazlabilir. (4.2.5) esitligi T ile ¢arpim yapilarak (N, T) = a bulunur. Diger

taraftan
(NT) = 0 = (NTY+(N,T7) =0
=— (N,kN) =0

= (N T)=—(N,T) =

oldugundan a = 0 elde edilir.
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N’ = aT + bN + ¢B esitliginin her iki yamimi N ile i¢ ¢arpimi yapilarak (N', N) = ¢

bulunur. Diger taraftan

(N,N) =0 = (N, N)+(N,N') = 0
= 2(N',N) =0
= (N',N) =0
oldugundan ¢ = 0 olur.
N’ = aT+bN +¢B esitliginin her iki yani B ile carpimi yapilarak (N’; B) = b bulunur.
Diger taraftan
(N,B) = 1 = (N',B)+(N,B) = 0
= (N,B)=—(N,B') = 71
oldugundan b = 7 bulunur. O halde N’ = 7N dir.
Simdi B’ = dT + eN + fB oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki yanmimi 7T ile ig
carpimu yapilarak (B’,T) = d bulunur. Diger taraftan

(B, T) = 0 = (B, T)+ (B, T =0
= (B, T)=-(B,T"Y) = —(B,kN) =—k
oldugundan d = —x olur.
B’ = dT + eN + fB esitliginin her iki yammmi N ile i¢ ¢arpimui yapilarak (B’ N) = f

bulunur. Diger taraftan

(BN) = 0 = (B,N)+(B,N') =0
= (B',N)=—-(B,N') = —(B,7N) =—-71
oldugundan f = —7 dur.
Simdi B’ = dT'+eN + f B esitliginin her iki yanim B ile i¢ carpimu yapilarak (B, B) = e

bulunur. Diger taraftan

(B,B) = 0 = (B,B)+(B,B) = 0

oldugundan e = 0 bulunur. Oyleyse
B'= kT — 7B
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dir.e

Frenet formiillerinin katsayilar matrisi

0 O
0 7 0 (4.2.6)
-k 0 —7

dir. Boylece asli normali 1g1ks1 olan uzaysi egrilerin Frenet formiilleri elde edilmis olur.
4.2.3. Isiks1 Egrilerin Frenet Formiilleri
a 151ks1 bir egri ve

(T'T)=0, (N,N)=1, (B,B)=0, (T,N)=0, (T,B)=1, (N,B) =0

olmak {izere,
T’ T

olarak bulunur. E? deki vektorler {7, N, B} Frenet catisinin lineer birlegimi olarak

yazilabileceginden;

N’ =aT +bN +cB (4.2.8)

olarak yazlabilir. (4.2.8) esitligi T" ile ¢arpim yapilarak (N’,T) = ¢ bulunur. Diger

taraftan
(N,T) = 0 = (N T)+ (N, T") = 0
= (N'.T)=—(N,T7") = —(N,ckN) =—k
oldugundan ¢ = —x elde edilir.

N’ = aT 4 bN + ¢B esitliginin her iki yanim N ile i¢ ¢carpimi yapilarak (N’ N) = b

bulunur. Diger taraftan

(N,N) =1 = (N ,N)+(N,N') = 0
= 2(N',N) =0
= (N',N) =0

oldugundan b = 0 olur.
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N’ = aT + bN + ¢B esitliginin her iki yamim B ile ¢arpim yapilarak (N’ B) = a
bulunur. Diger taraftan
(N,B) = 0 = (N,B)+(N,B) =0
= (N,B)=—(N,B') = 71
oldugundan a = 7 bulunur. O halde N’ = 7T — kB dir.
Simdi B’ = dT + eN + fB oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki yanmimi T ile ig
carpimu yapilarak (B’ T) = f bulunur. Diger taraftan
(B, T) = 1 = (B,T)+(B,T") =0
= (B,T)=-(B,T") = —(B,kN) =0

oldugundan f = 0 olur.
B’ = dT + eN + fB esitliginin her iki yanim N ile i¢ ¢arpimi yapilarak (B', N) = e
bulunur. Diger taraftan

(BN = 0 = (B',N)+(B,N') =0

= (B'N)=—-(B,N') = —(B,7T —kB) = -7
oldugundan e = —7 dur.
Simdi B’ = dT'+eN + f B esitliginin her iki yanim B ile i¢ garpimi yapilarak (B’, B) = d
bulunur. Diger taraftan
(B,B) = 0 = (B',B)+(B,B) = 0
= (B',B) =0
oldugundan e = 0 bulunur. Oyleyse
B'=—-7N

dir.e

Frenet formiillerinin katsayilar matrisi

0 k 0
7 0 —K (429)
0O —7 0



dir. Boylece 1s1ksi egrilerin Frenet formiilleri elde edilmis olur.
4.3. E? de Rektifiyan Egrilerin Baz1 Karakterizasyonlari

Teorem 4.3.1. o, F} de birim hizh ve egriligi pozitif olan bir zamansi veya uzaysi
rektifiyan egri ise asagidaki énermeler dogrudur.
i) p = ||| uzaklik fonksiyonu ¢; € R, ¢ € Ry igin

2 2
P~ = |€0S” + 15+ C2

esitligini saglar.

i1) « yer vektoriiniin teget bileseni bazi ¢ sabit sayisi igin
(o, T) =eps + ¢

dir.

N

i41) Egrinin yer vektoriiniin a* normal bilegeni sabit uzunlukludur ve p uzaklik fonksiyo-

nu sabit degildir.
iv) T burulma fonksiyonu sifirdan farklidir ve egrinin yer vektoériiniin binormal bilegeni

sabittir. Yani («, B) = sabit olur.

Karsit olarak o, E¥ de egriligi pozitif olan bir birim hizh 1s1iks1 olmayan ve (i), (i),

(7i), (1v) sartlarindan birini saglayan egri ise « bir rektifiyan egridir.

Ispat Ilk olarak o = a(s) egrisinin birim hizh 1g1ks1 olmayan rektifiyan egri oldugunu

kabul edelim. « bir rektifiyan egri oldugundan A (s), u (s) fonksiyonlar: igin
als) =A(s)T(s)+ u(s)B(s) (4.3.1)

olarak yazlabilir. (4.3.1) esitliginin tiirevini alip (4.2.3) Frenet formiillerini yerine
yazarsak

o(s) = N(s)T(s)+A(s)T"(s) + 4 () B(s) + pu(s) B (s)

T(s) = N(s)T(s)+A(s)r(s)N(s) + ' (s) B(s) — pu(s) e1627N (5)

T(s) = N(s)T(s)+[A(s)(s) — () exeat] N (s) + 41 (5) B (5)

0 = [N(s) = 1T (s) +[A(s) k(s) = pu(s) exgaT] N () + 1’ (5) B (5)
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elde edilir. {7, N, B} Frenet catis1 lineer bagimsiz oldugundan katsayilar sifira esit

olmalidir.

N(s) =1, A (s) K(s) — p(s)ereaT =0, i (s)=0 (4.3.2)

elde edilir. Burada
(N,N)=¢e;==41ve (B,B) =¢y==1
dir. Buna gore
A(s)=s+b beR, p(s)=4L LeR,  A(s)k(s) =pu(s)erear #0 (4.3.3)

olur. Boylece \k = e1e9u7 denkleminde k # 0 oldugundan p sabiti sifirdan farkhdir.
p(s) =0+#0, 7(s) # 0 bulunur. (4.3.1) esitliginden

PP = [a,a)
= [A()T(s) + () B(s), A(s) T (s) + pu(s) B(s))]
= [N (s)(T (5), T (5)) + 11 (s) (B (5), B (s))|
= | A2 (s)e0 + 1® (s) &2
= |eoX’ (s) + eaps® (5)]

ve (4.3.3) deki egitlikler yerine yazilirsa

PP = |eoN? (s) + eapi® (s))|
= |eo (s +b)" + el
= |eo(s® + 2sb + b?) + 27|
= |eos® + 2e0bs + £ob® + €207

= |5052 + s+ 02‘
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bulunur. Boylece (7) ispatlandi. (4.3.1) esitliginden

(0, T) = (A(s)T(s)+p(s) B(s),T(s))

= A(s)(T(5),T(s)) + p(s) (B(s),T(s))

= g (9)

= eo(s+0)

= £9S+ gob

= ¢95+c
oldugundan (iz) dnermesinin dogrulugu ispatlandi.
(4.3.1) esitliginden « egrisinin yer vektoriiniin normal bilegeni oY = B dir.

(a, By = (NT'+ uB, B)
= MT,B)+p(B,B)

ve u sabit oldugundan o sabit uzunlukludur yani
o] = 1110

dir. Boylece (iii) ispatlanda.
(ar, B) = peg ve p sabit oldugundan (a, B) sabittir. £ > 0, A\ = s + b ve u sabit

oldugundan (4.3.3) iin son esitligine gore 7 sifirdan farklidir. Boylece (iv) ispatlandu.

Kargit olarak (i) veya (i7) sartlarindan biri saglansin. O halde b bir sabit say1 olmak

tizere (o, T') = 95 + b dir. Bu esitligin tiirevini alirsak

<O/7T> + <a7 T,> = &

(I, T) + (o, kN) = ¢

elde edilir. Buna gore

k{a,N) =0
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ve Kk > 0 oldugundan
(a, Ny =0

bulunur. Oyleyse egri rektifiyandir.

Eger (i74) iin saglandigim kabul edersek, egrinin yer vektoriiniin normal bileseni oY

sabit uzunlukludur ve uzaklik fonksiyonu p sabit degildir. A € R olmak iizere
a=A\T+a"
bi¢iminde yazilabilir. Buradan
(a,0) = (AT +a", AT+ a")
= XN (T,T) 42X (T, ") + (o, a")
= Xeo+ (o, a) (4.3.4)
oldugundan
(o™, o) = (a,a) — Neq
bulunur.
(a,T) = (AT +a™,T)
= MI.T)+(a",T)
= A&
degerini (4.3.4) esitliginde yerine yazarsak
1

(o, ) — 8—0 <04,T>2 = <aN,aN>

bulunur. o sabit oldugundan ¢ bir sabit olmak tizere (o™, o) = ¢ seklindedir. Buna
gore son egitligi

(v, ) — 1 <a,T)2 =c

olarak yazilabilir. Bu esitligin tiirevini alirsak

(o 0) + (o) = %z (@, T) (o, T) + (o, T")]
(T,a) + (0, T) = gioz (0, T) (T, T) + (c, kN)]
(a, T) = §O<Q,T>[80+K<Q,N>]



bulunur. Uzaklik fonksiyonu p sabit olmadigindan («, T) # 0 dir. £ > 0 oldugundan
esitligin saglanabilmesi icin (o, N) = 0 olmahdir. Oyleyse a bir rektifiyan egridir.

(1v) iin sagladigini kabul edelim. Yani («, B) sabit olsun. Buna gore

<CX’13>/ = <Cﬂ713> +'<Cy>l3ﬁ
0 = (T,B)+ (o, —¢e1627N)

0 = —e1&7{a, N)
dir. 7 sifirdan farkh oldugundan (o, N) = 0 olur. Buna gére « rektifiyan egridir.e

Teorem 4.3.2. o, F} de bir birim hizh 1g1ks1 olmayan ve egriligi pozitif bir egri olsun.
FE3} in uygun bir izometrisi ile o egrisinin rektifiyan egriye denk olabilmesi icin gerek ve
yeter sart c¢; € Ry, co € R igin

7(s)

— =S5+

k()

olmasidir.
Ispat «a, birim hizh egriligi pozitif bir egri olsun. Eger a rektifiyan egri ise Teorem

4.3.1 ve (4.3.2) ve (4.3.3) egitliklerinden

Als)r(s)
rs) _ mmas)
k(s) K(s)
__A)
e1894(5)
s5+0b
= 4.3.5
81€2€ ( )
dir. Burada b € R , / € Ry dir. Buna gore ¢; € Rq, ¢3 € R olmak iizere
T(s) _
K(S) =18+ ¢y
bi¢iminde yazilabilir.
) ETUY 1
Karsit olarak c¢; € Ry, co € R icin —= = ¢15 + ¢o esitligi saglansin. ¢; = ve
H(S) €1€2£
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Cy = — alalim. Burada b e R , / € Ry, 1 = +1, e5 = £1 dir.
1€2
T(s) 1 b
@ n 5152[9 g1690
_ s+b
 e1eyl

dir. Frenet formiillerini kullanarak

d%[Oé(S) —(s+0)T(s) =LB(s)] = o'(s) =T (s) = (s+b)T"(s) = £B'(s)
= T(s)=T(s)— (s+b)kN (s) — £ (—e1e2m) N (5)
= —(s+b)kN (s) —l(—e1697) N (5)

= —skN (s) — beN (s) + 16207 N (s)
elde edilir.
169017 = sk + bk

oldugundan
d

E[a(s)—(s—l—b)T(s)—EB(s)] =0

bulunur. Oyleyse D bir sabit say1 olmak tizere
a(s) — (s+b)T(s) —¢B(s) =D

dir. Uygun bir 6teleme ile

a(s) = (s+b)T(s)+ {B(s)

seklinde yazilir. Buna gore a rektifiyan bir egridir.e

Teorem 4.3.3. o = a(s) E} de birim hizh 151ks1 olmayan egri olsun. O halde agsagidaki
onermeler dogrudur.
i) «, yer vektorii uzaysi rektifiyan diizlemde yatan bir rektifiyan egri olmasi igin gerek
ve yeter sart

l

a(t) = ’y(t)E, leRY (4.3.6)
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olmasidir. Burada ~(t), S? pseudo kiirede birim hizhi uzays1 egridir.
i1) «, yer vektorii zamansi rektifiyan diizlemde yatan ve yer vektorii uzaysi(zamansi)

olan bir uzaysi(zamansi) rektifiyan egri olmas i¢in gerek ve yeter sart

14
sinht’

a(t) =~(t) (eRY (4.3.7)

olmasidir. Burada «(t), S? pseudo kiirede (HZ pseudo hiporbolik uzayda) birim hizh
zamansi(uzaysi) egridir.
i11) «, yer vektorii zamansi rektifiyan diizlemde yatan ve yer vektorii zamansi (uzaysi)

olan bir uzaysi (zamansi) rektifiyan egri olmasi igin gerek ve yeter sart

14

cosht’

a(t) = ~(t) (eRS (4.3.8)

olmasidir. Burada ~(¢), HZ pseudo hiperbolic uzayda (S? pseudo kiiresinde) birim hizh
uzaysi (zamansi) egridir.

ispat a(s), B3 de yer vektorii uzaysi rektifiyan diizlemde yatan birim hizh 1g1ks1 olmayan
bir rektifiyan egri olsun. Yer vektorii uzaysi rektifiyan diizlemde yattigindan (a, a) > 0,

(I''T) =1 ve (B, B) =1 dir. Teorem 4.3.1 e gore uzaklik fonksiyonu
p?=llal’=(s+b)>+ % beR, LRy,
dir. £ € R{ segebiliriz. Ayn1 zamanda uygun &telemeler ile
=52+ 12

olarak yazilabilir. Simdi S? pseudo kiirede yatan bir 7 egrisini

ile tanimlayalim. Buradan

olur. Tiirev alirsak



elde edilir. (,v) = 1 oldugundan bu esitligin tiirevini alirsak (y,+') = 0 elde edilir.

Buna gore

(I,T) = <vvs2+€2+7 7 Vs C e

= (+2) (A Fs YN s () + 52—+€2 (1,7
2

= (PO 0N+ g
ve (T, T) = 1 oldugundan
52 2
(V) (5 + ) =1~ RN i (v,) = 210 >0
dir. Buna gore v uzaysi egridir.
WOl =5

dir. v egrisinin pseudo yay uzunluklu parametresi t = / |7/ ()| du oldugundan

0

_ v
g (0
B /131—56332

u S
= arctanT o

S
= arctan -

14

bulunur. Buna goére

s
7 =tant = s = ftant
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dir. s degerini « (s) = v(s)v/s? + £2 denkleminde yerine yazarsak o(t)

14
edilir. Kargit olarak « egrisi a(t) = y(t)—t olarak verilsin. ~(t), S
cos
birim hizli uzaysi egri olsun. « egrisinin hiz vektorii

v (t)l cost + sintly(t)

/
1 =
o/(t) cos?t

4 , :
= oy (7' (t) cost + sintry(t))

dir. (v/,v') =1 ve (v,7) = 1 oldugundan (7,+') = 0 dir. Buna gore

(00) = (30 oy O/ cost 4 sinty(0))
— G0 -

2 sint

+ (1), (1))

14
— () — el
'y(t)costede

2 pseudo kiirede

(4.3.9)

0s2t cos3 t
_ sint
- cos3t
dir.
(o,d)y = L (7' cost + sinty) L (7' cost + sinty)
’ cos2t "cos?t
62
= » [(/,7") cos®t + (v, 7) costsint + (v,7) sint cost + (7, 7) sin® t]
COS
£2
= e (cos2 t + sin? t)
cOS
62
~ costt

N

dir. Sonug olarak ||o/(t)| = bulunur. m € R ve «

cos?t
bileseni olmak iizere a(t) = m(t)a/(t) + o bigimindedir. Buna gore
{a, o)
(o, o)

{a, 'y =m{d,a') + <aN,a’> =m=
dir. Buradan
(™, 0™y = (a—md,a—md)

= {a,a) —m{a,d) —m{a,a) + m* (¢, o
2((o, o) (o, @) (o, of)?

= (a,a) — (o) (o) (o,
= {a,a) — (v, o)’
- < ) > <Oél,CYI>
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62

olur. (a,a) = ol (4.3.9) ve (4.3.10) esitliklerinden
(*sin’ ¢t
72 6
N _N\ __ __cos®t
(o, 0™ = cos? t 2
cos*t
(1 —sin®t)
B cos?t
= /?
" N N 2 it " N ¢ :
dir. Buna gore (o, o) = (2 sabittir. Boylece ||aN|| =sbt ve p = |la| = p—i sabit
cos

degildir. O halde o Teorem 4.3.1 e gore bir rektifiyan egridir.

i) «, yer vektorii zamansi diizlemde ve yer vektorii uzaysi olan uzaysi rektifiyan egri
olsun. O halde (o, a) > 0, (T, T) = ¢y = 1 ve (B, B) = €9 = —1 dir. Teorem 4.3.1 e

gore uzaklik fonksiyonu
P2 =lla =(,a)=(s+b>—032 beR, LR,
dir. ¢ € R{ segebiliriz. Ayn1 zamanda uygun &telemelerle
pP=s>—0  |s| >/

yazilabilir. Simdi (s), S? pseudo kiirede egri olsun.

oldugundan

ve
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dir. Ayrica (7,v) = 1 dir. Bu esitligin tiirevini alirsak (y,7’) = 0 elde edilir.

(r,T) = <'y\/7£2+'y V52— 2+

W’” W>

= <717 Pyl> (82 - 62) + <P)/I7 7> 5+ <’Y7 7/> S+ <77 ’Y> m

82

= (’YI>7I> (52 - 62) + 52 _ 2

ve (T, T) = 1 oldugundan

2 —62

/ / S / !/
A=) =1- 5= = 0 = 5 <0

dir. Buna gore v zamans: egridir.
/ E +
17 ()] —2_ CeRy ve |s| >4

oldugundan. ~ egrisinin pseudo yay uzunlugu parametresi

¢ = [

B _/ dx
N 1— 22

= —arccot hx
= —arccot h% o
S
= —arccot hz
olur. Buna gore

s = Lcoth(—t) = —fcotht
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dir. s degerini « (s) = v(s)v's? — ¢? denkleminde yerine yazarsak «(t) = y(t) elde

sinh¢
edilir. Boylece (b) ispatlanda.

l
Karsit olarak o egrisi, a(t) = v(t),—m ¢ € Ry olarak verilsin. (t), S? pseudo kiirede
sin

birim hizli zamansi egri olsun. « egrisinin hiz vektoriinii

v (t)¢sinht — ¢ cosh ty(t)
sinh? ¢

/ L
= (+'(t) sinh t — cosh t(t))

a'(t) =

dir. Burada (v',7') = —1, (7,7v) = 1 ve sonug olarak (y,7') = 0 dir. Buna gore

l 14
(a,) = (y—=——,—— (7/sinht — ycosht)
sinh?” sinh* ¢

— ) e () (2 cosh t
R sinh® ¢ R sinh® ¢
0% cosht
= — 4.3.11
sinh® ¢ ( )

dir.

(o, = <$ (7' sinht — ~y cosht), ﬁ (7 sinht — ycosht)>
62

= [(7/,~) sinh®t — (+/,~) sinh t cosht — (v,~') sinh ¢ cosh t + (7, ) cosh® ¢]
sin
& 2 2
= iz (Cosh t — sinh t)
EQ
_ 4.3.12
sinh*¢ ( )

N

dir. m € R ve a”, a yer vektoriiniin normal bilegeni

I=—
~ sinh?t
olmak iizere a(t) = m(t)a/(t) + o olarak alinabilir. Buna gore

dir. Sonug olarak ||o/(t)

(a,0’) =m () ) + (", 0y = m = (a, )

(a/,a)
dir.
a(t) =m(t)d () + o = o = at) —m(t)d(t)
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oldugundan

(., a") = (a—mad,a—md)

= {a,a) — o) (. o/>2 (o, a)
= (o, (oz,o/>2
(a, @) oo (4.3.13)

2

dir. Burada (o, a) = ifadesi (4.3.12) esitliginde yerine yazilirsa

sinh? ¢

?* cosht
2 - 1.6
N N sinh” ¢
o, = — —
< > sinh? ¢ 2
sinh* ¢
72 B 02 cosh?t
sinh?t sinh? ¢
2 (1 — cosh? t)
sinh? ¢
(* (— sinh®¢t)
sinh? ¢
= /2

elde edilir. O halde ||aN H = sabit olur. p =

- sabit degildir. Teorem 4.3.1 den «
sinh ¢
rektifiyan egridir.

« yer vektorii zamansi rektifiyan diizlemde yatan zamansi rektifiyan egrisi ve yer vektorii

zamansi ise ispat benzer bicimde yapilir.
iii) Ispat (i) ve (ii) deki gibi benzer bicimde yapilir.e

Teorem 4.3.4. E3 de egriligi 1 ve yer vektorii 1giks1 rektifiyan diizlemde birim hizl

1s1ks1 olmayan rektifiyan egriler yoktur.

Ispat «a, egriligi 1 olan E? de yer vektorii 1siks: rektifiyan diizlemde yatan birim hizh
151ks1 olmayan egri olsun. Oyleyse a bir uzays: egridir ve yer vektorii A (s) ve p(s)

herhangi iki fonksiyon olmak iizere



esitligini saglar. Yukaridaki esitlikte tiirev alip (4.2.6) Frenet formiillerini yerine yazarsak

o (s) = N(s)T(s)+A(s)T"(s) + ' () B(s) + p(s) B'(s)
T(s) = XN(s)T(s)+A(s)r(s)N(s) + ' (s) B(s) = pu(s) ki (s) T (s) = pu(s) 7 (s) B (s)

0 = [N(5)=1=p(s) s ()T (s) + A(s) k()N (s) + 1 (s) — p(s) 7 (s)] B (s)
Kabiiliimiizden « (s) = 1 idi.
A(s)k(s)=0=A(s)=0

N()—1—p(s)k(s)=0=>pu=-1
ps) = p(s)7(s) =0=7=0

dir.  Sonug olarak a(s) = —B(s), 7(s) = 0 ve Frenet formiillerinden o' (s) = T,
a”(s) = N, " (s) =0 dir. « egrisi igin MacLaurin agilimi
2 3

S 0) 4

A(5) = l0)+a 0) 5+ (0) 5+ 0)

1!

ve o (s) = 0 oldugundan « (s), {a/(0),a” (0)} vektorlerinin gerdigi diizlemde yani

oskiilator diizlemdedir. Bu ise bir celigkidir.e

Teorem 4.3.5. a(s) E? de birim hizh egriligi 1 olan 1g1iks1 rektifiyan egri olsun. Asagi-
daki onermeler dogrudur.

i) p = ||a|| uzaklik fonksiyonu ¢; € Ry, co € R sabitleri i¢in
p° =|c1s + ¢

esitligini saglar.
i1) Egrinin yer vektoriiniin teget bilegeni (o, T") sabittir.
i1i) Burulma 7(s) # 0 ve egrinin yer vektoriiniin binormal bilegeni (o, B) = s + ¢ dir.

Burada ¢ € R dir.

Karsit olarak eger o (s), E? de egriligi 1 olan birim hizli bir 1g1iks1 egri ve (i), (i), (4ii)

onermelerinden biri saglaniyorsa, a bir rektifiyan egridir.
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Ispat a(s), E} de egriligi 1 olan birim hizhi 1s1ks1 rektifiyan egri olsun. O halde o
egrisinin yer vektorii

a(s) = A(s)T(s) + u(s)B(s) (4.3.14)
bi¢gimindedir. Burada A, i, s pseudo yay uzunlugu parametreli herhangi fonksiyonlardir.

Yukaridaki denklemde tiirev alip (4.2.9) Frenet formiillerini yerine yazarsak
0(s) = N ()T (s)+A(s)T () + 1 () B(s) + p(5) B (s)
T(s) = XN(s)T(s)+A(s)r(s)N(s) + ' (s) B(s) = pu(s) 7 (s) N (s)
= N ()T () + [A(s) k() — p(s) TI N (s) + 1’ (s) B (s)
ve buradan
0=[N(s) = 1T (s) +[A(s) r(s) = pu(s) 7 ()] N (s) + 4/ (s) B (s)

oldugundan

elde edilir. Buna gore

A(s)=s+bvepu(s)=¢(leR)
dir. Boylece k = 1 oldugundan Ax = pu7 denkleminde p (s) 7 (s) # 0 dir. Bu nedenle
sabiti sifirdan farkhdir. p(s) = ¢ € Ry ve 7 (s) # 0 dir. (4.3.14) esitliginden

(a(s),afs)) = (A(s)T(s) + pls)B(s), A(s)T'(s) + p(s)B(s))
= N(s)(T(s),T(5)) + 1i(5) (B(s), B(s)) + 2A\(s)u(s) (T'(s), B(5))
= 040+ 2X(s)u(s)
= 2(s+D)¢
dir. O halde p?> = ||o||> = |e1s + ¢| dir. Burada ¢; € Ry, ¢; € R dir. Boylece (i)

ispatlandi. (4.3.11) esitliginden

(a(s), T(s)) = (As)T(s) + p(s)B(s),T(s))



ve

= s+b (beR)

elde edilir. Boylece (ii) ve (7i7) ispatlandu.
Karsit olarak a(s), E3 de egriligi 1 olan birim hizl 1g1ks1 rektifiyan egri olsun ve (i) deki
onerme saglansi. O halde

p? = |eis + ¢y
dir. Burada c¢; € Ry, ¢ € R dir.

p? = (a,a) = £(c15+ c3)

oldugundan son esitlikte iki defa tiirev alip Frenet formiillerini yerine yazarsak

(aya) = E£(as+c) = 2{d,a) = Lo
= (T,a) = :I:%

ve

elde edilir. O halde « bir rektifiyan egridir.

Simdi (¢7) 6nermesinin sagladigini kabul edelim. Egrinin yer vektoriiniin teget bilegeni

(o, T') sabittir. Tiirev alirsak

(o T)+ (0, Ty = 0 = (I,T)+ (a,kN) = 0
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bulunur ki (o, N) = 0 oldugundan « bir rektifiyan egridir.

Son olarak (7i7) iin sagladigini kabul edelim. 7(s) # 0 ve egrinin yer vektoriiniin binor-

mal bilegeni («, B) = s+ ¢, ¢ € R dir. Burada s ye gore tiirev alip Frenet formiillerini

yerine yazarsak

(o, B) + (a, B)

= 1 = (IB)+ (a,—7N) =

=

=

=

7 {c, N) =

1—7{a,N) =

o O ==

<a’N> =

bulunur ki (o, N) = 0 oldugundan « bir rektifiyan egridir.e

Teorem 4.3.2 den 1s1ks1 olmayan rektifiyan egrinin T oram lineer fonksiyondur. Ayni
K

ozellikler 1g1ks1 rektifiyan egriler igin de saglanir. Siradaki teorem bununla ilgilidir.

Teorem 4.3.6. o = a(s), E} de birim hizh 1g1ks1 egri ve « (s) = 1 olsun. « egrisinin

rektifiyan egriye denk olabilmesi icin gerek ve yeter sart ¢; € Rg, co € R igin

olmasidir.

7(s)
K(s)

=S+ ¢

Ispat Ilk olarak o(s) egrisi rektifiyan olsun. Teorem 4.3.1 ve (4.3.2) ve (4.3.3) esitlik-

lerinden

(4.3.15)

elde edilir. Burada b € R , / € Rq dir. Buna gore ¢; € Rg, ¢co € R olmak iizere

7(s)

—= =S+ ¢

K(s)
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elde edilir.

alalim.

T(s
Kargit olarak (— =18+ ¢, ¢1 € Ry, o € Rolsun. ¢; = ve ¢y =
K(s) g169¢ €1E9

Buradabe R, ¢ € Ry, 1 = £1, 5 = +1 dir. Buna gore

7(s) 1 b s+b

k(s) 816258 g169¢ - g169¢
dir. Frenet formiillerinden

d%[a(s)—(s—i—b)T(s)—ﬁB(s)] = o (s)=T(s)—(s+b)T'(s) — LB (s)

= T(s)=T(s)— (s+b)kN (s) — lerea (—T) N (s)
= —(s+b)kN (s) —lerea (—T) N ()

= —skN (s) — b N (8) + le1eaTN (8)

dir. Burada e16907 = sk + bk yerine yazilirsa

d

g[a(s)—(vab)T(s)—EB(s)] =0

olur. Oyleyse D sabit bir say1 olmak iizere
a(s) — (s+b)T(s) —¢B(s) =D
dir. Uygun bir tteleme ile
a(s) = (s+b)T(s)+ {B(s)
seklindedir. Buna gore a egrisi rektifiyandir.e

Teorem 4.3.7. a = a(s) egriligi 1 olan E? de birim hizli 1g1ks1 egri olsun. Yer vektorii

uzaysi (zamansi) olan bir « egrisinin rektifiyan egri olmasi icin gerek ve yeter gart
a(t) = ey (t) (4.3.16)
olmasidir. Burada v (t), S? pseudo kiirede (HZ pseudo hiperbolik uzayda) birim hizl

zamansi (uzaysi) egridir.
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Ispat o (s), uzayst yer vektorlii ve egriligi 1 olan E? de birim hizh 1g1ks1 rektifiyan egri
olsun. Uzays1 oldugundan («, &) > 0 dir. Teorem 4.3.5 den ¢; € Ry, ¢3 € R olmak tizere
{a, ) = c15+ ¢y ve boylece p? = H04||2 = ¢15+ ¢y dir. Burada ¢; € Ry alabiliriz. Simdi

S? de bir v egrisini

esitligi ile tamimlayalim. Buna gore

a(s)=7(s)p(s) =7(s) Vs + ¢

dir. Bu esitligin tiirevini alirsak

o (s) =+ (s) Vers + e + ————7 ()

2\/ C1S + C2

oldugundan
C1
T(s)=+ —_— 4.3.17
(s) =" (s) Vers + o + 5 —013—1—027(8) (4.3.17)

elde edilir. (y,v) =1 esitliginin tiirevi alimirsa (y,7') = 0 elde edilir. (4.3.17) esitligin-

den
T,T) =
(T,7T) <fy\/cls+02+ m’y'y\/clsjtcz—l—%/m >
2
c
0 = (as+e)W, AV +a ¢, v+ —— (v,
(as+e) 0 ) +al )+ sy 00
oldugundan
i ot
c1s+c) (Y, ) = — = ({(y,7)=- <0
(18 +c2) (7, 7) (e + o) (v, 7)) Les t o)
dir. Buna gore 7 bir zamans: vektordiir. [|7/(s)]| = oldugundan v egrisinin
(013+02)

pseudo yay uzunlugu parametresi

b= / I ()] du

_ /sc—ldu
B 2(c15+ c2)

0

= 5 In(cys + ¢2)
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bulunur. Buradan

2t = In(¢1s+ )

=
= ¢ = Jas+tca
=
=

dir.
Karsit olarak o egrisi a(t) = e’y () esitligiyle tammlansin. Burada (), S7 pseudo

kiirede birim hizli zamans: egridir. a(t) egrisini
1
t= 5 In(c1s + ¢2)

ile yeniden parametrelendirelim. Burada s, « 1siks1 egrisinin pseudo yay uzunlugu

parametresidir. c¢;s 4+ co > 0 ve ¢; € Ry, ¢ € R dir. Buna gore

a(s)=v(s)vVers+ o
dir. Sonug olarak p*> = ||a]|*> = ¢15 + ¢, oldugundan Teorem 4.3.5 den o rektifiyan
egridir.
Aym ispat a, zamansi yer vektorli E5 de birim hizh 1giks: rektifiyan egri oldugunda

ispat benzer bigimde yapilabilir.e
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5. DUAL UZAYDA REKTIiFiYAN EGRILER

D3 =D x D x D kiimesi

5 - =
D° = {a:a = (a1+ea],as+ceas, a3 +caj)}
T) j * * *
= {a:a=(a,aa3) +e(aj,a3,a3)}
- — —
= {a:a =7 +e" cR%

D halkas: tizerinde bir modiildiir. Herhangi bir @ = o +ca*, 7 = 7 +e7* € D
elemanlari igin skalar (i¢ garpim) ve vektorel garpim sirasiyla su sekilde tanimlanir.
— — — —
(@, 7) =@ T +e((@ )+ (o', 7))

—

—
a Ny = (04273 — Q379,371 — Q17Y3, X17Yg — 04271)

~ ~ . o . - — —2
burada a; = a; +eal, 7, =7, +evi € D, 1 <i < 3. Egera #0ise a = d +¢ca*
vektoriiniin normu su sekilde tanimlanir:

(@
— - — a, >
7= (.7 = et
a dual vektoriiniin normu 1 ise a dual vektoriine birim dual vektor denir.
= — - 3 ..
a = o +ea* € D’ olmak iizere
— — —
52 = {E) +ea’, H Qa H =(1,0); a,ea* € R?’}
ciimlesine D? de 0 merkezli dual birim kiire denir.
Her a;(t) ve af(t), 1 <i < 3, tiirevlenebilir reel degerli fonksiyonlar olmak iizere, dual
egri
a I ¢ R — D3
/\——)
t — alt) = (aq(t) +eaj(t), as(t) +ead(t), as(t) + eai(t))

= a(t) +ea*(t)

—
D3 de tiirevlenebilir. &(t), egrisinin dual yay uzunlugu ¢; den ¢ ye asagidaki gibi tanim-

/ — / —
§:/H&(t)’ dt:/Ha(t)’
t1 t1

lanir.
t

dt + 5/ <?, a*(t)’> dt = s+ es” (5.1)

t1
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H % . . . . . %
Burada T', «(t) nin birim teget vektoriidiir. Bundan sonra ¢ parametresi yerine a/(t)

nin yay uzunluk parametresi olan s yi alacagiz.

Simdi D? dual Frenet formiillerini verelim.

a : I — D3

s — als) = afs)+ea*(s)

dual egrisini goz oniine alalim. O halde

da da ds =
= =T
ds ~ ds ds

—
vektoriine a(t) dual egrisinin dual birim teget vektoérii denir. (5.1.1) esitliginden

t

§:s+5/<?,073)>’>d3

t1

~

ds - —
dir. Son esitligin tiirevini aldigimizda il =1+¢eA , burada A = <T ,ar(s) > dir.
s

H
Boylece T nin sabit uzunlugu 1 dir ve 5 ye gore tiirevi

iT des 25
B _ =

d5s  ds ds  ds?

=N

—

~

ar = . o e . .
olur. — dual vektoriiniin normuna @(s) dual egrisinin dual egrilik fonk31y0nu denir.
s

= dT
Bundan sonra x : I — D fonksiyonunu sirf dual almayacagiz. N = = dual birim
K ds

= =
Vekt('jrl'ine a(s) dual egrisinin dual asli normali denir. @(s) nin dual binormal vektorii
= = - = =
B TA N dir. a( ) dual egrisinin a(s) noktasindaki Frenet gatist {T, N, B } dir.

Dual Frenet formiilleri

o
)
o

(5.2)

|
] =] =l
Il
|
=)
<)
] =] =l

dir. Burada k = k + ex* sirf dual olmayan dual egrilik fonksiyonu ve 7 = 7 + e7*

sirf dual olmayan dual burulma fonksiyonudur. Bir dual egriligin her bir noktasinda
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= = = = = =
{ T,N }, { T,B } ve {N , B } tarafindan gerilen dual diizlemlere sirasiyla oskiilator
diizlem, rektifiyan diizlem ve normal diizlem denir.
Bir @ dual egrisinin yer vektorii rektifiyan diizlemde ise egriye rektifiyan dual egri
denir. a bir rektifiyan dual egri ise yer vektorii, \ ve 1 dual fonksiyonlar olmak iizere

—

(& =X () T(s) +7i(s) B (5)

Q)l

seklinde yazilabilir.
5.1. D? de Rektifiyan Egrilerin Baz1 Karakterizasyonlar:

Teorem 5.1.1. @ : [ — D3 birim hizli ve dual egriligi pozitif olan D? dual uzayimnda bir
dual rektifiyan egri olsun. O halde agagidaki énermeler dogrudur.

i)p= H&TSSH dual uzaklik fonksiyonu baz ¢; ve ¢, dual sabitleri igin

=L +E5+6
esitligini saglar.

i1) Dual egrinin yer vektoriiniin teget bileseni bazi b dual sabit sayisl i¢in

dir.

#1) Dual egrinin yer vektoriiniin @ normal bileseni dual sabit uzunlukludur ve 7 dual
uzaklik fonksiyonu sabit degildir.

iv) T dual burulma fonksiyonu sifirdan farkl, sirf dual degildir ve egrinin yer vektoriiniin

binormal bilegeni dual sabittir. Yani
- =
<a, B> = dual sabit

olur.
Kargit olarak dual egriligi pozitif olan bir CRUEES): egrisi (i), (it), (i), (iv) Oner-

H
melerinden birini saghyor ise a bir dual rektifiyan egridir.
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Ispat 5, D? de birim hizh bir dual egri ve 5 dual egrisinin yay uzunlugu parametresi
— —

S olsun. @ min bir dual rektifiyan egri oldugunu kabul edelim. & bir dual rektifiyan

egri oldugundan h) (s), 1 (s) dual fonksiyonlar1 i¢in

—

(s) = A(s)T(s)+Ti(s) B (s) (5.1.1)

Q)l

olarak yazlabilir. (5.1.1) esitliginin tiirevini alip Frenet formiillerini kullanirsak

_— =

3(s) = N()T(s) + () T(s) + 7 (5) Bls) +A(s) Bls)
_|_

T(s) = X ()T(s) +A()R(s) N(s) + 70 (s) Bls) + 7 (s) (—ﬂs)z@)
() = X (9T + [F()R () (97 (5)] N + 7 (5) B(s)
oldugundan

e

0= [X’ () 1] T(s) + [)\ (5)% (s) — i (s)7 (5)] N(s) + 7 (s) B(s)

elde edilir. {f(s), N(s), E(s)} dual Frenet gatisi lineer bagimsiz oldugundan kat-

sayilar sifira egit olmalidir. Buna gore
N(s)=(L0)=1+e0=1, AS)R(s)=ha()7F(s), A(s)=0 (512
elde edilir. Ilk esitlikte X/(s) = 1 oldugundan b bir dual sabit say1 olmak tizere

As)=5+0b

dir. (5.1.2) esitliginden 7' (s) = 0 oldugundan i sabit bir dual fonksiyondur. R = uT
esitligine gore & # 0 oldugundan 7i dual sabiti de sifirdan farkhdir. Oyleyse

— = ~ R A
(57) - (757
~ /= = = =
:)\<TT ﬁ<B,T>
Y
= 540

87



elde edilir. Boylece (ii) ispatlanmig oldu. 11 = 7 sifirdan farkli dual sabit oldugundan

(
(3.7) = <Xf BAT +7

L 7B §>
= = = = = =
= TT> TB> <B B>
= )\
= X2+?

elde edilir. Buna gore p dual uzaklik fonksiyonu 2 = c1, b2 + 2 = &, olmak iizere

2

— =
- (3.3)
= X+
~\ 2
= <§+b> +

’52’?

= 1%Ll
= S +05+0

—_
dir. Boylece (i) ispatlandi. (5.1.1) esitliginden @ dual egrisinin yer vektoriiniin normal

(37) - (517
(7.7)

7i dual sabit oldugundan @ dual sabit uzunlukludur. Boylece (iii) ispatland.

- = = = N N
< a, B> = 1 ve i dual sabit oldugundan < a, B> dual sabittir. K >0, A\ =5+bve i1

bileseni & = 7iB dir.

) H>l
wi

v;>
W
oyl
\/

Il
=)

dual sabit oldugundan (5.1.2) esitligine gore 7 sifirdan farklidir. Boylece (iv) ispatlanir.
Karsit olarak (i) veya (ii) tnermelerinden biri saglansin. O halde b bir dual sabit say1

- = ~
olmak iizere ( «, T> = 5+ b dir. Bu esitligin tiirevini alirsak,

- = — =
<a’,T>+<a,T’> =1



elde edilir. Buna gore

ve k > 0 oldugundan

- =
< a,N > =0
bulunur. Oyleyse egri dual rektifiyan egridir.
Eger (iii) iin saglandigimi kabul edersek, egrinin yer vektoriiniin normal bilegeni o’

dual sabit uzunlukludur ve dual uzaklik fonksiyonu p dual sabit degildir. X € D olmak

lizere

bi¢iminde yazilabilir. Buradan

~= ~=
(3.3) = (AT +a"AT +a")

¢ (5.1.5)

bulunur.

degerini (5.1.5) esitliginde yerine yazarsak
= = = 2\*
<a,a>: a, T ) +c
elde edilir. Burada ¢ dual sabittir ve s ye gore tiirev alirsak
=, = = = = 2\ [/= =
<a’,a>+<a,a’> = 2<a,T> <a’,T
= = = =
<T,a>+<a,T> _ 2< > <T,T
= i =
T> _ 2< > 1+%<&,N>]

)|

)

L Dl

|




H
bulunur. Dual uzaklik fonksiyonu p dual sabit olmadigindan <§, T> £0dir. K >0
ﬁ

oldugundan esitligin saglanabilmesi i¢in <§, N > = 0 olmahdir. Oyleyse 5) bir dual
rektifiyan egridir.

— =
(1v) iin saglandigini kabul edelim. Yani < a, B> dual sabit olsun.

=\’ - = =
(#8) = (8)+(35)
- -
0 = < , B +< N>
-
o - (7 F)

—

ve 7 sifirdan farkh oldugundan <5>, N > = (0 olur. Buna gore g dual rektifiyan egridir.e

|
)]

=N}
)

=N

|

— —
Teorem 5.1.2. & : I — D3 dual egriligi pozitif olan bir dual egri olsun. @ nm bir
dual rektifiyan egriye denk olabilmesi i¢cin gerek ve yeter sart ¢, ¢, dual sabit sayilar:
icin

= /C\lg‘i‘ /6\2

)

olmasidir. Burada ¢; = ¢; +ecf, 6o = co +ec € D ve ¢; # 0 dir.
. — —
Ispat @ : I — D? dual egriligi pozitif olan birim hizli dual egri olsun. Eger a dual

rektifiyan egri ise (5.1.3) esitliginden

)

5+

a

(a ve b dual sabit)

EN N
= >

dir. Boylelikle dual egrinin burulmasinin egriligine orani sabit olmayan dual lineer

fonksiyondur.

H
Kargit olarak @ : I — D? dual egriligi pozitif olan dual egri olmak fizere c;, c; € I ve

7 1 7 540
c1 # 0 igin ; =15+ ¢ olsun. ¢; = = ve ¢, = = alirsak ; _ 5 i_ olur.
KR a a K a
d |— ~N = = — = ~N = =
= [a(@ - (§+ b) T(s) - ’dB(s)} — a(s) — T(s) — (§+ b) T(s) —aB(s)
S
= = ~N =< 7
— T(s) - T(s) — <§+b AN(s) —a(—7) N(s)
—_— —_—

_ (§+Z) AN(s) —a(—7) N(s)

- (—gg ~ bR +a?) N(s)
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dir. Burada a7 = Sk + b7 yerine yazilirsa

d |— ~N =<7 =

= l@(s) - (§+ b) T(s) - ?iB(s)} —0
5

bulunur. D bir dual sabit say1 olmak {izere

57(3)—(@%)%))—5%}:13

== ~ T ~ =

dir. Uygun bir steleme ile a(s) = (s + b) T(s) —aB(s) seklindedir. Buna gére a dual
rektifiyan egridir.e
5.2. Dual Rektifiyan Egrilerin Siniflandirilmasi
Teorem 5.2.1. @ : [ — D? dual egriligi pozitif olan bir dual egri olsun. @(s) nmin dual
rektifiyan egri olmasi icin gerek ve yeter sart

a(t) = (asect)” (t) (5.2.1)
olmasidir. Burada @ = a +a* (a > 0) bir dual say1 ve ¥ =7 (t) , S? de birim hizli dual
egridir.
Ispat @ : I — D? dual egriligi pozitif olan birim hizli bir dual rektifiyan egri olsun.

ve ¢y, ¢y dual sabitleri icin

—
Teorem 5.1.1 e gore dual uzaklik fonksiyonu p = H&(s)

7> =524 35+ ¢ dir. Uygun &telemelerle p° = 52 + ¢ (€ = ¢ + ec*, ¢ > 0 dual sabit)

2

olarak yazilabilir. ¢ = ¢+ ec*, ¢ > 0 oldugundan ¢ = @* olacak gekilde @ dual sayisi

vardir. Simdi S? dual birim kiirede § = g dual egrisini tanimlayalim. Buna gore
a(s)=p(s)7(s) = Vs +a*y(s) (5.2.2)

esitliginin tiirevini alirsak

-~

ad (s) = ﬁa (s) + V2 +a2d (s) (5.2.3)

elde edilir. I arahgimdaki herbir s icin (7 (s),7 (s)) = 1 ve 7' (s) ile 7 (s) ortogonaldir.

Buna gore
W) = o (A B + (@ ) ()
<ff> - ?faﬁ(gua?) 7.7
1 = §2i—2&2+(§2+62) .9

91



oldugundan

62 ~ ~ ~1112
(32 + a2)? ={.q) = ”7 H
dir. Oyleyse
. a
[ ——

dir. 4 nin dual yay uzunluk fonksiyonu f olmak iizere

[ =1t

u -
— =T olursa )
a

Il
o\
2D )
—_
+ | &
=) )
no

I
Q
=
a
—+
Q
=
—
8)
~—
Sl

s
= arctan (;)

bulunur. Buna gore § = atant dir. (5.2.2) esitliginde § yerine atant yazarsak (5.2.1)

Q

esitligini elde ederiz.
Karsit olarak @ : I — D? dual egrisi, @ = a + ea* (a > 0) dual say1 ve ¥ =7 (s), S? de

dual birim hizh egri i¢in
a(t) = (asect)”y (ﬂ

olarak tamimlanirsa

-~

asint__ a _,

30 = AW+ 7 ()

= COZQt [sint7 (¢) + cost7 (t)] (5.2.4)

cost
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olur. 7 (t) ve 7' (t) ortonormal vektorler oldugundan

~2 ~2

~/ -~/ « 2 ~ ~ 2 ~/ ~/ a
@ (0.8 (1)) = o [ (1) (0) + ot (7 (1) ()] = —op
ve buradan
& ()||° = @ & (8)|| = & _ Geectt (5.2.5)
costt cos?t
elde edilir.
a(t),a (1) = a 7 (t) a [sint7 (¢) + cos 7' (¢)]
’ cost " cos?t
a’sint N PN A,
= — t t t t
LA 0,3 0) +a (30,7 (1)
asint
— 5.2.6
cos3t ( )

dir. (5.2.4), (5.2.5) ve (5.2.6) egitliklerinden

~N ~N ~2 <A04 (t) o (t>>2 9
a,a ) = t) — 5 =a

dir. Bu ise yer vektoriiniin normal bilegeni & nin dual sabit uzunluklu ve p dual
uzaklik fonksiyonu p = @sect nin dual sabit olmadigim gosterir. Teorem 5.1.1 den &

dual rektifiyan egridir.e
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6. DUAL LORENTZ UZAYINDA REKTIiFiYAN EGRILER

Bu boliimde referansimiz Ozbey ve Oral (2009) olacaktir.
D3 =D x D x D kiimesi

]D)S

= (a1 + eaj, g + cal, a3 + eay)}

I
SISy
Qu én Q&

|
|

D halkas: {izerinde bir modiildiir. Herhangi bir

elemanlar1 i¢in Lorentz metrigi
- = — —
(@,7) =@ T +e((@ ")+ (o', 7))
ile tamimlanir. Lorentz metrigi ile birlikte D3 dual uzay1 dual Lorentz uzay1 olarak
_)
adlandirilir ve D3 seklinde gosterilir. @ vektorii uzaysi, zamansi ve 1giks1 ise a € D?

— —
dual vektoriine uzaysi, zamansi ve 1gikst denir. o = (a1, az,a3) ve 7 = (71,79, 73)

dual vektorlerin Lorentz vektorel ¢arpimi
=
a

_)
N7y = (_a273 + Qig7Yy, Q37 — QY3 Q1Y — Ofﬂl)

ile tanimlanir. ‘o # 0 olmak tizere @ = o + ca* dual vektoriiniin normu

— =
= = = — o,
|a] = /(@) =nan+e ]

— —
seklinde tamimlanir. @ dual vektoriiniin normu 1 ise @ dual vektoriine birim dual
vektor denir.

N = — 3 3 ..
i) @ = a +ea” € D° olmak iizere
H

— — —
S? = {a = +tea: H Q H = (1,0); @,a" € R} ve a vektorii uzay81}

ciimlesine D? de 0 merkezli pseudo dual kiire denir.

A

ﬁ
i) @ = a +ea* € D? olmak {izere

2 = — — P — 3 3 e
Hi=<a =d +ea": [[a| =(1,0); a,a" € R} ve a vektorii zamansi
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kiimesine D? de 0 merkezli pseudo dual hiperbolik uzay denir.
Her «a;(t) ve af(t), 1 <i < 3, tiirevlenebilir reel degerli fonksiyonlar olmak iizere, dual

Lorentz egrisi

a: I ¢ R — ]D)‘I)
t— al) = (an(t) +eai(t), as(t) + cas(t), as(t) + cai(t)

_  —

= at) +ea*(t)

——
D? de tiirevlenebilir. a(t) egrisinin dual yay uzunlugu ¢; den ¢ ye asagidaki gibi tanim-
t

s-/H /H /<Ta()>dt_s+es

Burada T a( ) egrisinin birim teget vektoriidiir. Bundan sonra ¢ paramatresi yerine

—_
a(t) nin yay uzunluk parametresi olan s yi alacagiz.

lanir:

Tamim 6.1.Bir dual Lorentz egrisinin k = k + ex* egriligi ve T = 7+ e7* burulmasi sirf
= = = = = = = = = =
dual olmasin. <T, T> = €y, <N,N> = €1, <B, B> = &9, <T,N> = <T, B> =
— —

<]/\\f , §> = 0 olmak tizere dual Frenet formiillerinin matris formu

= =
T 0 R 0 T
d | = R R =
% E - —E&pE1R 0 T ﬁ
§ 0 —8162’/7'\ 0 /B\

= = = = = =
seklindedir. { T,N }, { T,B } ve {N , B } vektor alanlari tarafindan gerilen diizlem-
lere sirasiyla oskiilator diizlem, rektifiyan diizlem ve normal diizlem denir.
Bir a dual Lorentz egrisinin yer vektorii rektifiyan diizlemde ise egriye rektifiyan dual
Lorentz egrisi denir. a bir rektifiyan dual Lorentz egrisi ise yer vektorii, \ ve 1 dual

fonksiyonlar olmak iizere

|

o)
S

Il
>
=
/j)
>
+
=)
O
)
O

seklinde yazilabilir.
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6.1. D? de Rektifiyan Egrilerin Baz1 Karakterizasyonlar:

Teorem 6.1.1. & : I — D? birim hizh ve dual egriligi pozitif olan bir dual zamans
veya dual uzaysi rektifiyan egri olsun. O halde agagidaki énermeler dogrudur.

—
i) p= H&(s) H dual uzaklik fonksiyonu baz ¢; ve ¢, dual sabitleri igin
/p\2 = ‘50/8\2 + /0\1/8\+ Egl
esitligini saglar.
i1) Dual Lorentz egrisinin yer vektoriiniin teget bileseni baz b dual sabit sayisl1 i¢in
— = ~
< a 5 T> = 80/8\+ b
dir.
i1i) Dual Lorentz egrisinin yer vektoriiniin & normal bilegeni dual sabit uzunlukludur
ve p dual Lorentz uzaklik fonksiyonu sabit degildir.

iv) T dual burulma fonksiyonu sifirdan farkl, sirf dual degildir ve egrinin yer vektoriiniin

binormal bilegeni dual sabittir. Yani
— =
<a, B> = dual sabit
olur.

Kargit olarak dual egriligi pozitif olan bir A i1 — D? dual egrisi (i), (1), (i11), (iv)

_)
onermelerinden birini saglhyor ise a bir rektifiyan dual Lorentz egrisidir.

Ispat 5), D? de birim hizh bir dual Lorentz egri ve 5 dual Lorentz egrisinin yay
uzunlugu parametresi § olsun. g nin 151ks1 olmayan bir dual Lorentz rektifiyan egri
oldugunu kabul edelim. @ bir dual Lorentz rektifiyan egri oldugundan h) (s),1i(s) dual
fonksiyonlari i¢in

a(s) =A(s)T(s)+7i(s) B (s) (6.1.1)

3 (s) = N()T(s) + A (s)T(s) + 7 (s) B(s) + A(s) Bls)
T(s) = X (s)T(s)+A(s)R(s) N(s) + 7' (5) Bls) + 7 (s) (—elms)ﬁ(s))
T(s) = X () T(s) + [M ()R (5) — reafi ()7 (5)] Ns) + 7 () B(s)



oldugundan

e —
=

0=[X ()~ 1] T(s) + [R ()R () — 120 (5)7 ()] N (o) + 7 (5) Bls)

elde edilir. {f(s), N(s), é(s)} dual Frenet gatisi lineer bagimsiz oldugundan kat-

sayilar sifira esit olmalidir. Buna gore

X (s) =(1,0)=14¢c0=1, N(s) R (s) = ereafi (s) 7 (s), w(s)=0 (6.1.2)
elde edilir. Ilk esitlikte X/(s) = 1 oldugundan b bir dual sabit say1 olmak tizere

As)=5+0b

dir. Ucgiincii esitlikte 71’ (s) = 0 oldugundan 7i sabit bir dual fonksiyondur. A = uT
esitligine gore & # 0 oldugundan 7i dual sabiti de sifirdan farkhdir. Oyleyse

- = ~= 7273
<a,T>— AT + 7B, >
~ /== = =
_ A<T T> ﬁ<B,T>
= €A
250:‘3\"—/6

elde edilir. Boylece (ii) ispatlanmig oldu. 11 = ? sifirdan farkli dual sabit oldugundan

<aa> - <>\T+ ,/\T+ﬁB>

elde edilir. Buna gore p dual Lorentz uzaklik fonksiyonu 2e0b = 1, eob? + 2 = 3 olmak
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lizere

~2 ’T’ 2
(0%

77
~2

= leg\ + M2‘

= (s—i—b) +P‘

= €0§2 + 280:9\/17\"— 50/[)\2 + P‘
= ‘50:9\2 + /0\1:9\+ /C\2|

—
dir. Boylece (i) ispatlandi. (6.1.1) esitliginden @ dual egrisinin yer vektoriiniin normal

o= = ==
<a,B> - < +ﬁB,B>
A

bileseni & = 7iB dir.

7i dual sabit oldugundan @ dual sabit uzunlukludur. Boylece (iii) ispatland.

<§, §> = 1 ve 1 dual sabit oldugundan <§, §> dual sabittir. ® > 0, X=35+bve m
dual sabit oldugundan (6.1.2) esitligine gore 7 sifirdan farklidir. Boylece (iv) ispatlanir.
Karsit olarak (i) veya (ii) énermelerinden biri saglansin. O halde b bir dual sabit say1

~

— ~
olmak tizere { a, T ) = g¢s + b dir. Bu egitligin tiirevini alirsak,

) = =

P
Qzl
Sl

~——
+

PN
f;’)l
!

= = - =
<T,T>+<a,m> -

- =
50+<a,7%N> = &

elde edilir. Buna gore

ve k > 0 oldugundan



bulunur. Oyleyse dual Lorentz egrisi rektifiyan egridir.
Eger (ii7) iin saglandigimi kabul edersek, egrinin yer vektoriiniin normal bilegeni aly
dual sabit uzunlukludur ve dual Lorentz uzaklik fonksiyonu p dual sabit degildir. XeD

olmak {izere

bi¢iminde yazilabilir. Buradan

— —
(3.3) = (AT +a"37 +a")

— g\ +¢ (6.1.3)

bulunur.

degerini (6.1.3) esitliginde yerine yazarsak

= = = 2\?
<a,a>:€0 a,T ) +¢c

elde edilir. Burada ¢ dual sabittir ve s ye gore tiirev alirsak

=, = = =
<04,04>+<04,a> = 2¢

o )]

S~~——
I

[\

R
S
“Q>l

S S N SN

~——

T II/\II 1
)
N

S~——
+
2>l/\

\/
|
[\
[Q)
o
S
)]
\/
[Q)
o
+
=)
S
|

—

bulunur. Dual Lorentz uzaklik fonksiyonu p dual sabit olmadigindan <5, T > # 0 dir.

N
Kk > 0 oldugundan esitligin saglanabilmesi i¢in <§, N > = 0 olmalidir. Oyleyse g bir

dual Lorentz rektifiyan egridir.
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H
(1v) iin saglandigini kabul edelim. Yani <§, B> dual sabit olsun.

- =\’ - = - =
a, B = (a',B)Y+{a,B’

= = — =
0 = <T,B>+<@,—5152?N>

~ = = .
ve T sifirdan farkli oldugundan <a , N > = 0 olur. Buna gore a dual Lorentz egrisi

rektifiyandir.e

R

Teorem 6.1.2. & : I — D? 1g1ks1 olmayan ve dual egriligi pozitif olan dual Lorentz
_)

egrisi olsun. @ min bir rektifiyan dual Lorentz egriye denk olabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart ¢y, ¢ dual sabit reel sayilar igin

== Elg‘i‘ /C\Q

D

olmasidir. Burada ¢y = ¢; +ecf, ¢a = co +ecy € D ve ¢y # 0 dir.

. —
Ispat @ : I — D? dual egriligi pozitif olan birim hizli dual Lorentz egri olsun. Eger g

dual Lorentz rektifiyan egri ise (6.1.2) esitliginden

A S+b
= = &1&2

(@ ve b dual sabit)
a

dir. Boylelikle dual Lorentz egrisinin burulmasinin egriligine orani sabit olmayan dual
lineer fonksiyondur.

H
Karsit olarak & : I — ID? dual egriligi pozitif olan dual egri olmak tizere ¢;, ¢, € I ve

o N b T )
¢ # 0 igin ; €15 + ¢y olsun. ¢; = ﬁ ve ¢y = F1e2 alirsak ; = 51528 + olur.
K a K
[ ( ) s) —aB(s )] — a(s) — T(s) — (§+ b) T(s) —aB(s)
e e — —

T(s) — T(s) — (§+3) AN(s) — @ (—7eres) N(s)
—( b) FN(5) = (—eres?) N (s)

- (—@7% — bR+ 51526?) N(s)
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dir. Burada a7 = £1¢, <§R + b?) yerine yazilirsa

d [— ~N =< 7 =
- l@(s) - (§+ b) T(s) — 63(5)} ~0
ds
~ — ~N =7 = ~
bulunur. D bir dual sabit say1 olmak iizere a(s) — (§+ b) T(s)—aB(s) = D dir. Uygun
— —

— N\~ ~
bir steleme ile a(s) = <§—|— b) T'(s) — aB(s) seklindedir. Buna gore @ dual Lorentz

rektifiyan egridir.e
6.2. Dual Lorentz Egrilerin Rektifiyan Siniflandirilmasi

Teorem 6.2.1. & : I — D? dual egriligi pozitif bir 1stks1 olmayan dual Lorentz egrisi
olsun.
i) @, uzaysi rektifiyan diizlemde yatan bir rektifiyan dual Lorentz egrisi olmasi i¢in
gerek ve yeter sart
at) = (&secﬂ 5 (t)
olmasidir. Burada @ = a + ca* (a > 0) bir dual say1 ve ¥ = 7 (t), S? pseudo dual kiire
icinde birim hizl uzays1 dual egridir.

i1) a) @, yer vektorii uzaysi olan ve zamansi rektifiyan diizlemde yatan bir uzaysi

rektifiyan dual Lorentz egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart
a(t) = (acos echﬂ ~ ()

olmasidir. Burada 7 = 7 (t), S? pseudo dual kiire iginde birim hizh zamansi dual
egridir.
b) @, yer vektorii zamansi olan ve zamansi rektifiyan diizlemde yatan bir zamans

rektifiyan dual Lorentz egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart
a(t) = (acos echﬂ ~ (t)

olmasidir. Burada ¥ = 7 (¢), HZ pseudo dual hiperbolik uzay1 iginde yatan birim hizl

uzaysi dual egridir.
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iii) a) @, yer vektorii zamansi olan ve zamansi rektifiyan diizlemde yatan bir uzays

rektifiyan dual Lorentz egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart

a(t) = (b\secﬂ ~ (t)

olmasidir. Burada 7 = 7 (t), HZ pseudo dual hiperbolik uzayinda birim hizh uzayst
dual egridir.
b) a, yer vektorii uzaysi olan ve zamansi rektifiyan diizlemde yatan bir zamansi rekti-

fiyan dual Lorentz egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart

a(t) = (asecﬂ ~ (t)

olmasidir. Burada 7 = 7 (t), S? pseudo dual kiire iginde birim hizh zamansi dual

egridir.

. —
Ispat & : I — D? de yer vektorii uzays: rektifiyan diizlemde yatan dual birim hizh

151ks1 olmayan dual Lorentz rektifiyan egri olsun. Yer vektorii uzaysi rektifiyan diizlemde

bulundugundan
/\—) /\—) ~ o~ ~ o~
<a(t),a(t)> >0 ve <T,T> - <B,B> —1
dir. Teorem 6.1.1 e gore dual Lorentz uzaklik fonksiyonu p = H (s)|| ve ¢1, ¢z dual

s?+c(C=c+ec,c>0

sabitleri i¢in p* = §2 + &5 + & dir. Uygun dtelemelerle p* =
dual sabit) olarak yazlabilir. ¢ = ¢ + ec*, ¢ > 0 oldugundan ¢ = @? olacak sekilde

a dual sayis1 vardir. Simdi S? pseudo dual birim kiirede ¥ = — dual Lorentz egrisini

) )

tanimlayalim. Buna gore
& (s) = 5(s)7 () = VEZ T @3 (5) (6.2.1)
dir. Esitligin tiirevini alirsak
&' (5) = ———7 (s) + V32 + 227 (s) (6.2.2)

elde edilir. [ arahgidaki herbir s igin (7 (s),7 (s)) = 1 ve 7' (s) ile 7 (s) ortogonaldir.
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Buna gore

/8\2

@.@) = == GN+8ET)+E+a)(F.7)
PN i~
<T,T> = ?ia2+(§2+a2) .9

52 o on s
1 = §2+a2—|—(s2~|—a2) 7,9

oldugundan
a I ]2
(§2+az)2_ 7’7>_”7H

dir. Oyleyse

fs) =

o u
—= —_—— —:A 1
/0 (Ei 7 olursa )

bulunur. Buna gére § = atant dir. (6.2.1) esitliginde § yerine @tant yazarsak
alt)=(a secﬂ ~(t)
esitligini elde ederiz.
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Karsit olarak & : I — D? dual Lorentz egrisi, @ = a+ea* (a > 0) dual say1 ve 5 = 7 () ,

S? pseudo dual kiire iginde dual birim hizh egri igin

al(t) = (asecﬂ ~ (ﬂ (6.2.3)

olarak tamimlanirsa
asint__ a

3 = oA+

~1
= t
cos?t 7 ()

= 2 [sinf3 (t) + cos 7' ()] (6.2.4)
cos?t

cost

olur. 7 (t) ve 7' (t) ortonormal vektorler oldugundan

~2 ~2

a (1), 8 (1)) = -2 [sin T3 (£),3 (1)) + cos? T(F (1), 7 (1))] = -2
(@ (0,3 (1)) = ——= [T E (0),5(0) + 0P T3 (0.5 0)] = ——
ve buradan
& @) = LN & (1)|| = O st (6.2.5)
costt cos?t
elde edilir.
N _ a a PN A,
a(t),a (1) = < =7 (1), = [sint7 (¢) + costy (t)}>
cost cos?t
@sint . SN
= —={F®.70)+aF®).7 @)
cos® t
~) . z_\
- L (6.2.6)
cos3 ¢

dir. (6.2.4), (6.2.5) ve (6.2.6) egitliklerinden
—_—
a(t),a(t)
aN)aN>:/ﬁ2(t)_< — 2> :/a/\2
!

2

elde edilir. Bu ise yer vektoriiniin normal bilegeni @ nin dual sabit uzunluklu ve p
dual Lorentz uzaklhk fonksiyonu p = @sec? nin dual sabit olmadigim gosterir. Teorem

6.1.1 den & dual Lorentz rektifiyan egridir.

i1) Kabul edelim ki @, yer vektorii zamansi rektifiyan diizlemde yatan uzaysi rekti-

fiyan dual Lorentz egrisi ve yer vektorii uzaysi olsun. O halde
IR R ~ ~ ~
<a(t),a(t)> >0veeg = <T,T> =1lvee = <B,B> =-1
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—
dir. Teorem 6.1.1 e gore dual Lorentz uzaklik fonksiyonu p = H&(s)” ve ¢y, Cs dual

A~

sabitleri icin p> = 5% 4 &5 + ¢ dir. Uygun Stelemelerle p° =52 — ¢ (6= ¢+ ec*, ¢ > 0
dual sabit) olarak yazlabilir. ¢ = ¢ + ec*, ¢ > 0 oldugundan ¢ = @? olacak sekilde

dual Lorentz egrisini

)| 2

a dual says1 vardir. Simdi S? pseudo dual birim kiirede 7 =

tanimlayalim. Buna gore
G (s) = B(s)7 (5) = V& — @7 (5) (6.2.6)

dir. Esitligin tiirevini alirsak

' (s) = =7 (s) + V5 —a* (s) (6.2.7)
2 —a
elde edilir. I arahgmdaki herbir s icin (7 (s),7 (s)) = 1 ve 7' (s) ile 7 (s) ortogonaldir.
Buna gore
PPN :9\2 ~ ~ o~~~ ~) N2\ SN~
a\0) = 5= @A +2BGA)+E ) 7)
~ o~ G o on
(T.T) = 57=+@E-a)@F.7
$?2—a
L= Gt @) )
= — s—a :
52 —a? T
oldugundan

a? SN N
(> —62)2 - 7/’7I> - H7/”2

(s

dir. Oyleyse 7 zamans1 dual egrisi

||A, a
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olur. 74 nin dual Lorentz yay uzunluk fonksiyonu f olmak iizere

fis) =

t
° Gdu
. 2 —a?
/§
0

adu

)

=7 olursa )

g
_ /5 —dF
o 1472
= —arccot h () |

s
= arccoth <;>
a

bulunur. Buna gére § = —a cotht ifadesi (6.2.6) esitliginde yerine yazihirsa

O o)wy

a(t) = (acosecht)7 (t)

esitligini elde ederiz.
Karsit olarak @ : I — D3 dual Lorentz egrisi, ¥ = 7 (s), S? pseudo dual kiire iginde

dual birim hizli egri i¢in

a(t) = (acos echa 7 (t) (6.2.8)
olarak tamimlanirsa
@cosht a
a (t :—&\At—k A (¢t
®) sinh?? 7(®) simhtﬁy ®)
= 2 [~ cosh#j () + sinh ¥’ ()] (6.2.9)
sinh“ ¢
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olur. 7 (t) ve 7' (t) ortonormal vektorler oldugundan

~9
@ (t),a () = - . = [sinh* (7 (¢),7 () — cosh® (7' (¢),7' (1))]
sinh™ ¢
= @ (sinh2t — cosh? t)
sinh*?#
52

sinh*?#
R a? R a
o @ = KT &’ (&)]| =

= 6.2.10
sinh? ( )

elde edilir. (6.2.8), (6.2.9) ve (6.2.10) esitliklerinden

an.a )
@ [

<aN7aN> _ ﬁ2 (1) — <

elde edilir. Bu ise yer vektoriiniin normal bileseni &@” nin dual sabit uzunluklu ve 7 dual
Lorentz uzakhk fonksiyonu 7 = @ cos echt nin dual sabit olmadigimi gosterir. Teorem
6.1.1 den a dual Lorentz rektifiyan egridir.

iii) Ispat i ve 4 durumlarmndaki gibi benzer bicimde yapilir.e
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