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OZET
KESIiRLi MERTEBEDEN DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERININ DAVRANISI UZERINE
Yiiksek Lisans Tezi
Nevin BILGICLI
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Dog. Dr. Yasar BOLAT

Bu tez calismasinda, kesirli hesaplarin tarihsel gelisimine yer verilen ilk bdliimiin

ardindan ikinci boliimde, gelecek boliimlere temel olusturacak genel bilgiler verilmistir.

Ugiincii  boliimde, oncelikle adi diferensiyel denklemlerden yola ¢ikarak kesirli
diferensiyel denklemler ve coziimleri aciklanmis ve c¢oziimler icin en kullanish
yontemlerden biri olan Laplace doniisiimii verilmistir. Son olarak da keyfi mertebeden
sabit katsayili lineer homojen diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini acik sekilde

bulmaya imkan taniyan teoremlere yer verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise uygulamada 6nemli yeri olan ve ¢oziimleri salinimlilik gosteren
AD?x(t) + BDYx(t) + Cx(t) =0, (A, B,C keyfisabitler, v=1/2, 3/2)
Bagley-Torvik denklemlerinden ve 0 < v < 1 i¢in ¢éziimleri soniimlii salinimli 6zellik

gosteren kesirli diferensiyel denklemlerden bahsedilmistir.

Bu tezin orijinal bolimii olan besinci bolimde, Bagley-Torvik denklemlerinin daha
genel hali olan

D*x(t) + ADY2x(t) + ux(t) =0, (4, u > 0 keyfi sabitler)

kesirli diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin salmimlilik davramig1 ile ilgili bazi

sonuglar verilmistir.

2011, 56 sayfa
Anahtar kelimeler: Kesirli hesaplar, Kesirli diferensiyel denklemler, Bagley-Torvik
denklemi, Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin davranisi, salinimlilik,

sonumla salinimlilik.



ABSTRACT
ON THE BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF THE FRACTIONAL ORDER
DIFFERENTIAL EQUATIONS
M. Sc. Thesis
Nevin BILGICLI
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Dog. Dr. Yasar BOLAT

After the first section which presented historical development of the fractional calculus,
in the second section general information has been presented to underlie of the next
section.

In the third section, firstly fractional differential equations and their solutions has been
explained in light of the ordinary differential equations and Laplace transform which is
one of the most useful method has been presented for the solutions. Lastly theorems that
enable to find explicit solutions of the arbitrary order homogenous linear fractional

differential equations with constant coefficient have been presented.

In the fourth section has been mentioned about Bagley-Torvik equations

AD?x(t) + BD?x(t) + Cx(t) = 0, (A, B, C arbitrary coefficient , v = 1/2, 3/2)
which have an important role in applications and have oscillation solutions, and also
mentioned about fractional differential equations that have damped oscillation solutions

for 0 <v <.

In the fifth section which is the original part of this thesis have been presented some
results about the more general form of the Bagley-Torvik equations
D*x(t) + ADY?x(t) + ux(t) =0, (A, u > 0 arbitrary coefficient)

has oscillate solutions.

2011, 56 pages
Key Words: Fractional calculus, Fractional differential equations, Bagley-Torvik
equations, behaviour of the fractional differential equations, oscillation, damping

oscillation.
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1. GIRIS

Kesirli hesaplarin tarihi, 30 Eyliil 1695°te iinlii matematik¢i L Hospital’in diferensiyel
ve tlirev hesabinin yaraticisi olarak bilinen Leibniz’e yazdig1 mektupta 1/2. mertebeden
tirevin anlamini sormasiyla baslamistir. Leibniz’in yaniti: “Bu durum su anda bir
paradoks gibi gdziikse de bir giin ¢ok kullanish sonuclar1 ortaya ¢ikacak.” seklinde
olmustur. Daha sonralar1 keyfi mertebeden tiirev ve integral adlandirmasinin daha dogru
olacag: fark edilse de konunun ismi L’Hospital’dan giiniimiize kadar kesirli hesaplar

olarak gelmistir.

Euler 1738’de ilk denemeyi yaparak x@ seklindeki bir fonksiyonun kesirli tiirevini

Gamma fonksiyonu yardimiyla agiklamaya caligsmistir.

1820°de Lacroix, Eulerin fikrine paralel olarak x“ seklindeki fonksiyonlarin yarim (1/2.

mertebeden) tiirevlerini bir formiille ortaya koymustur.

1822’de Fourier tarafindan ilk olarak bir fonksiyonun pozitif keyfi mertebeden

tlirevinin tanimai;

df () _

1 r . r T
I f/l da ff(t)cos(/lx—t/1+a§)dt

seklinde yapilmistir.

1823’°te Abel tarafindan “Brachistochrone Problemi” olarak bilinen problem formiilize

edilerek

1 ] g(u)
(@) G—w'e

du = f (x) , 0l<acx<l1
integral denklemi elde edilmis ve ¢oziimiiniin

1 d [ f@

gx) = mao x — )" du

seklinde olacagi gosterilmistir.



1832°de Liouville ile birlikte kesirli hesaplarla ilgili calismalarin sistematik olarak
bagladigi soylenebilir. Liouville, bu ise f(x) = Xp-,cre®* seklindeki iistel

fonksiyonlarin keyfi mertebeden tiirevinin
oo

D*f(x) = Z Cr ax*e®* | (a keyfi kompleks say1)
k=0

oldugunu gostererek baslamistir. Daha sonra bir fonksiyonun herhangi bir mertebeden

integralinin

1
- _ -1
D“f(x)—mjf(x+t)t“ dt, —o < x<oo,Rea >0
0
seklinde oldugunu gostermistir. Liouville’nin kesirli diferansiyel denklemleri ¢6zmeye
calisan ilk kisi oldugu sdylenebilir.

1847°de Riemann tarafindan Liouville’nin ¢aligmalar1 gelistirilerek en temel tanim olan

1f £6)
I'(a) J (x —t)t-a

D™%f(x) = dt, x>0

Riemann- Liouville tanimi ortaya konulmustur (Butzser and Westphal 2000).

Daha sonralar1 Sonin (1869), Letnikov (1872), Laurent (1884), Nekrasove (1888),
Nishimoto (1987) gibi birgok matematikgi;

dt

Foo = 2 SO

2wi ) (t—z)n*t?!
C

esitligi kullanilarak tiiretilmis olan

Z)a+1

T+ f®
pefa) = =i [ L

Cauchy kesirli tiirev tanimini da kullanmistir.



1967 yilinda Caputo tarafindan fiziksel uygulamalarda sik¢a kullanilan

™ (o)dr
(¢ =n)J (t—T)ati—n’

D“f(t)=r n—1< a<n)

kesirsel tiirevi ortaya konulmustur (Dalir and Bashour 2010).

Goriildigi gibi kesirli hesaplar 300 yili askin siiredir arastirilmakta olan bir konudur.
Ancak karmagsik bir konu olmasi nedeniyle bu arastirmalarin modern matematikte
anlamli ve uygun seviyeye gelmesi ¢ok eski degildir. Konunun diger bilim dallarina
uygulanabilir olgunluga erisip basarili sonuglar vermeye baglamasiyla gegtigimiz
yiizyilda énemi giderek artmistir. Ozellikle fizik ve miihendislik bilimlerindeki pek ¢ok
durumu, en 1yi sekilde agiklayan denklem cesidinin kesirli diferensiyel denklemler
oldugunun anlagilmasiyla bu denklemlerin ¢0ziimiine ve davranislarina yonelik
giivenilir, etkin ve anlasilir metot arayislar1 baglamistir. Bu ihtiyac1 karsilamak iizere
1974’te Oldham ve Spainer tarafindan kesirli hesaplarin temel tanim ve metotlarmi
ortaya koyan ilk kitap yazilmistir. Ardindan Miller-Ross (1993), Samko-Kilbas-
Marichev (1993), Podlubny (1999) tarafindan yazilan kitaplar bircok ¢alismada referans

gosterilmistir.

Kesirli hesaplarin gelisimi 1974 yilinda yapilan ilk uluslararast konferansla hiz
kazanmistir. Bu konferans Bernard-Ross tarafindan diizenlenmistir ve Amerika’da New
Haven Universitesi’nde yapilmustir. Ikincisi, 1984 yilinda Iskogya’da (Glasgow),
ticlinciisii 1se 1989°da Japonya’da (Tokyo) yapilmistir. Bunlar1 1999°da Bulgaristan’da
(Varna) yapilan konferans izlemistir (Butzer and Westphal 2000). 2004 yilindan beri
uluslararas1 Automatic Control Federasyonu (IFAC) tarafindan her iki yilda bir
diizenlenen “Fractional Differentiation and Applications” isimli 6zel bir konferans

yapilmaktadir (Nataraj 2010).

Anlasilacagi lizere bu konu tlizerindeki ¢alismalar hizla devam etmektedir ve konu giin
gectikce yeni uygulama alanlari1 bulmaktadir. Fizik ve miihendislik bilimleri basta
olmak tizere genetik, tip, biyoloji, kimya, jeoloji, ekonomi, istatistik, eczacilik, psikoloji

vb. pek cok bilim dalinda zengin uygulamalar1 vardir.



Ornegin maddelerin soniim hareketleri, viskoelastik maddelerin siinme ve gevseme
hareketleri, ses titresimlerinin yayilma hareketleri (akustik), kirleticilerin yeralt1
sularinda ve denizlerdeki yayilma hareketleri, dogal olaylardan kaynaklanan
kirleticilerin dogadaki yayilma hareketleri, proteinlerin hiicre zar1 boyunca yayilma
hareketi, biyokimyasal kayit cihazlar1 (EKG, EMG, EEG), ultrasonik dalgalarin
yayilimi, DNA dizilerinin analizi, deprem titresim hareketleri, akigkanlarin hareketleri,
dielektik durulma siirecleri, elektromagnetik hareketler ve kaos hareketleri kesirli
hesaplar sayesinde modellenmistir (Nataraj 2010). Hatta son zamanlarda insanlarin

duygusal siireclerinin aciklanmasinda da kullanilmistir (Song, Xu and Yang 2010).



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Baz1 Ozel Fonksiyonlar

2.1.1. Gamma Fonksiyonu (T)

Kesirli mertebeden tiirev ve integral hesaplamalari gamma fonksiyonu yardimiyla
yapilmaktadir. Dolayisiyla bu fonksiyon kesirli diferensiyel denklemlerin ¢éziimiinde

temel 6neme sahiptir.

Tanimm 2.1.1.1: (Limit tanimi) Gamma fonksiyonunun Gauss tarafindan yapilan ilk
tanimi
nln?

z) = lim N+ ) w7 21

dir. Bu tanim yardimiyla z’nin sifir ve negatif tam sayilar disindaki tiim degerleri icin I’

fonksiyonu hesaplanbilmektedir (Podlubny 1999).

Tamm 2.1.1.2: (integral doniisiimii tanimi) Gamma fonksiyonunun Euler tarafindan

yapilan tanimi

e}

I'(z) = j ettzldt , Rez>0 (2.2)
0

seklindedir ve z’nin tiim degeri i¢cin I' fonksiyonunu hesaplamaya imkan tanimistir

(Podlubny 1999).

n tam sayilari i¢in (2.2) esitligi
n! = j e tt"dt (2.3)
0

halini aldigindan, Gamma fonksiyonuna faktoriyel fonksiyonu da denilmektedir.
Gamma fonksiyonu, faktoriyel fonksiyonunun tiim reel sayilara ve karmasik sayilara

genellenmis halidir.



Gamma Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri

a) (2.1)dez=1ig¢in

T nln T n_
I['(1) =lim,,_ e oD = limy e —=1 (2.4)
dir.
b) (2.2) dez = 1/2igin
r(1/2)=+n (2.5)

dir ve (2.5) diger gamma degerlerinin hesaplanmasinda da olduk¢a 6nemlidir.

(2.5) esitliginin dogrulugunu  gostermek i¢in (2.2) denkleminde t = u? degisken

degisimi yapildiginda
I'(z) = j e w222 Qudu = 2] e W u27 1y, z>0 (2.6)
0 0

halini alir. (2.6) dan

Fr()r(y) = (2] e‘”zuzx‘l)(ZJ e Vv 1) dudv, x>0,y>0 (2.7)
0 0
yazilabilir.
u=rCos#6
v=r1 Sin 6

degisken degisimi yapilmasiyla (2.7) denklemi kutupsal koordinatlarda

/2 oo
()T (y) =4 j (Cos )>*~1(Sind )23/—1] e r2t-1qrdg (2.8)
0 0
seklini alir.
(2.6) dan
I(x+y) =2 j e " r2(ty)=1 gy (2.9)
0
bi¢imindedir.
(2.8) ve (2.9) dan



/2

I'(x)r
(X) (y) — j (COS 9)2x—1(5in 9)2y—1d9’ x > O,y >0
0

2 (x+y)

elde edilir. x =y =1/2 i¢in (2.10)

/2
r(1/2).r(1/2) _
2(1) B Oj d6

halini alir.(2.4) den T'(1) = 1 oldugundan (2.11)
ra/2)” n

21 2
olur. Buradan
1
F(E) =Vn

oldugu goriiliir (Podlubny 1999).
©) I'(z+1)=12I(z), z€ Z

dir. (2.2)de z = z + 1 yazildiginda

Fz+1) = j e"'t?dt = (—e %A +z j e 'tz 1dt = z['(2)
0 0

oldugu goriiliir.

Ayrica z = 1,2,..,n dogal sayilar1 i¢in

r2) =1r{) = 1!
r'(3) = 2r2) = 2.1! = 2!
r'(4) = 3r(3) = 3.2! = 3!

I'n+1)=nl'(n) =n(n—-1)!=n!
dir.

d T (% + n) _ (zn)zﬁ

1) _ (9"
€) Iﬂ(z n)— (2n)!

_ r(1-z)
f) F(Z) - ['(z+1T(z+2)..I'(z+n-1)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



r(i-z)

—Z\ — . R
g (9= T+ DI (—2-1) (BinomFormiilii)

h) T(2)Ir(1—-1z) = SinL(nZ), (z#0,+1,+2,...) (Yansima Formiilii)

) I'(nx) = \% (%ﬁ) [TRzir (x + E) (Gauss Carpim Formiilii)

) TQx)Vr =221 (x + %) I'(x) (Cift Gosterge Formiilii)

k) Dr(1) = e Inxdx = —y (y =Euler sabiti)

1) DInl'(z) = DI Y(z) (Digamma Fonksiyonu) (2.15)

Iz

(Oldham and Spanier 1974).

2.1.2. Beta Fonksiyonu (f3)

Kesirli hesaplarda ¢ogu durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belirli

kombinasyonlar1 yerine Beta fonksiyonunun kullanilmasi daha uygundur.

Tanim 2.1.2.1:
1

Blx,y) = jt"‘l(l —t)Y~1dt, Re(x) > 0,Re(y) >0 (2.16)
0

seklinde tanimlanan Beta fonksiyonu Euler integralinin ilk tiiridiir (Artken and Weber

1993).
Beta Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri
a) B(xy) =B Wx)

tx—1

b) BCxy) = fooo (1+£)*+Y dt

¢ Blx,y)= Zfog(Sin 0)>*~1(Cos 6)?Y~1d6

r(x)r
d) B(xy) =% (2.17)



2.1.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu (E)

Ustel fonksiyon pozitif tamsay1 mertebeli diferensiyel denklemler teorisinde oldugu

gibi kesirli diferensiyel denklemler teorisinde de 6nemli rol oynamaktadir.

Tanim 2.1.3.1:

0 tn
E,(t) = Eom, w=>0 (Bir parametreli Mittag — Leffler Fonksiyonu) (2.18)
n=

(c)”

E =tV )y ——
dw,e) =t 4T (1+n+w)
n=

(iki parametreli Mittag — Leffler Fonksiyonu)  (2.19)

-1

1
E, (ctV) = c*E(kw,c%) (w = a,q € Z*) (2.20)
0

~

&
1l

(Miller and Ross 1993).

Mittag-Leffler Fonksiyonunun Ozellikleri:

Bazi1 Ozel Degerleri:

a) E, (0,a) = e (2.21)
b) E, (v,a) = 0, Rev > 0 (2.22)
¢) E;(—1,a) = aE (0,a) (2.23)
d) E; (—p,a) = a? E; (0,a), p=0,1.2,.. (2.24)
e E (1,0) =222 (2.25)

1 -1 1
f) E; (E,a) = a ze™ Erf (at)z (2.26)

1

1 1 t2
g E(-3.a)= ak (E,a)+ﬁ (2.27)

tv

h) E:(,0) =175 (2.28)

. _ 1 _
i) L{E,(v,a)}= e Rev > —1 (2.29)
P e =X E,(~kv,al) (2.30)



Diferensiyel Formiilleri :

k) DE,(v,a) = E, v —1,a) (2.31)
u-1 akevtk—u
1) D“Et(‘l?, a) = Et(v —u,a)=a HEt(‘U, a) + Zk=0m , UER (2.32)
m) D¥e® =E,(-u,a), t>0, ueR (2.33)
n) D* [tE.(w, @)]=tE [(w-u, a)+uE,(w —u+1,a), w > -2, ueR (2.34)
0) D[tE,(v,a)] = tE,(v —1,a) + E.(v,a) (2.35)
p) D[t*E,(v,a)] = t*rE,(v —1,a) + ut*E,(v,a), pueR (2.36)
qQ DP[t*E,(v,a)] = XP_ (%) F(Fﬂ(‘_‘ Zi)l) tKE (v+k—p,a),p=0,1,..ueR  (2.37)

Otemele Formiilleri:

tv

r) E.(v,a)=aE,(v+1,a)+ ForD) (2.38)

E,(v,a)=aPE,(v +p,a) + ¥P_. ak ok =0,1,2 2.39
s) E;(v,a)=a?’E,(v+p,a k=02 Torren P=0L12.. (2.39)
t) E.(v,a) —E.(v,b)=aE;(v+1,a) — bE.(v + 1,b) (2.40)

p—1 (@k—pP vk
k=1 rw+k+1) ’

u) E,(v,a) —E,(v,b) = a’E,(v +p,a) — bPE,(v + p,b) + X p=01,.. (241)
(Miller and Ross 1993).

2.1.4. Hata Fonksiyonu (E7f)

Tanim 2.1.4.1:

x
2 2
Efo = \/.?Oje_t dt (242)

Hata Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri:

a) Erfx =1—-Erfcx (2.43)
b) Erf(—x) = —Erfx (2.44)
¢) Erf(0) =0

d) Erf () =1
(Miller and Ross 1993).

10



2.2. Kesirli Tiirev ve Integraller

f(x) = x™ seklindeki bir fonksiyonun n. mertebeden tiirevinin

an m!
m — m-—-n
= m =1 x™", nm€Zvem>n (2.45)

oldugu bilinmekteydi. Eulerin 1730 yilinda Gamma fonksiyonunu tanimlamasiyla
birlikte (2.45) esitliginin
ar .~ T(m+1)

Tt = mxm‘” (2.46)
seklinde yazilabilecegi goriilmiistiir. Gamma fonksiyonu faktdriyel fonksiyonundan
farkli olarak tiim reel sayilarda tanimli oldugundan (2.46) esitligi

dq F'(p+1)

@x“ = mx“‘q, WwqgeER,q=0 (2.47)
seklinde yazilarak x* bigimindeki bir fonksiyonun keyfi mertebeden tiirevi elde
edilmistir. Daha sonralar1 bir¢cok linlii matematik¢i bu konu iizerinde calisarak tim
fonksiyonlar i¢in keyfi mertebeden tiirevlerin hesaplanmasina imkan taniyan tanimlar
elde etmislerdir.

Herhangi bir f(x) fonksiyonunun n katl integralinin

X

I"f(x) = ﬁj(x — )" 1f(t)dt (Cauchy Integral Formiilii) (2.48)
0

oldugu bilinmekteydi. Yine Gamma fonksiyonu yardimiyla (2.48) esitligi ¢ < 0 i¢cin

x
19f(x) = % Oj (x — D1 f(D)dt (2.49)
seklinde yazilarak keyfi kath kesirli integraline ulasilmistir.

Kesirli tiirevin literatiirde elliden fazla tanimi ile karsilasilmaktadir. Her ne kadar
calisilan konuya gore {istiinliikleri degisse de bunlardan en 6nemli olanlar1 Riemann-
Liouville, Griinwald-Letkinov, Caputo, Cauchy tanimlaridir. Biz de ¢alismamizda en
temel ve kullanish tanim olan Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimindan ve
ozelliklerinden agirlikli olarak faydalanacagiz.

Ayrica gbsterim olarak, ¢ > 0 olmak iizere kesirli tiirev igin oD, f(t) gdsterimi
kullanilacaktir. Burada a ve t kesirli diferensiyelleme isleminin  limit

degerleridir. ,D, Tf(t) gosterimi ise kesirli integral i¢in kullanilacaktir. En sik

kullanilan @ = 0 alt limiti i¢in Df f(t) gosterimi kullanilacaktir.
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2.2.1. Kesirli Tiirev ve Integral Tanimlar

Tanim 2.2.1.1: (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi)
f, fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon ve
neN, n—1< g<n olmak tlizere f fonksiyonunun t > aiginq. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

DIf () =—( o j (t — "9 f(2)dr (2:50)
ve q katli kesirli integrali
_ 1
D) = s [ ¢ =0 F@dr (251)

seklinde tanimlanir (Podlubny 1999).

Bu tanima ulagmak i¢in y = f (t) siirekli fonksiyonuna tiirevin temel tanimmdan

faydalanarak ardisik tiirevler uygulandiginda;

@)= % = lim - {l(t —h) (2.52)

f%ﬂ:ii=hmfﬁﬂ—f@—m

dt? h-0 h
— lim Lf® - f-h ft—-h)—f(t-2h)
o0 h h h
I LORL GO RY (Gatl) 253
FO@) == m—Z)( DM@ (e - h) (255)
elde edilir.
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Burada

nn—1)n-2).(n—r+1)

@ = = (2556)
dir. Herhangi q keyfi tamsayis1 i¢in
1 n
OO =35 ) (1 (e =rh) 257)
r=0
alindiginda g < nigin
dif
1 F @y = @ = 2T
lim £7(0) = FO©) = 77 (258)
olacagi agiktir. Ciinkii (g) dan sonraki tiim katsayilar sifira esit olacaktir.
Simdi de g’ nun negatif degerleri ele alinirsa (2.56) da n = —q yazildiginda
_ q(=q—=1)..(=q—1+1)
(H=- - = (-0 @) (2.59)
olur. Bununla beraber (2.57) de q yerine — q yazilirsa
n
FEO0 =55 > (f = rh) (260)
h - h—q r .
r=0

esitligi g pozitif tamsayilar1 i¢in elde edilmis olur. Burada sabit n degerleri i¢in (2.58)
de oldugu gibi h = 0 i¢in limit almirsa sonug sifir olacaktir. Sifira esit olmayan bir

limite ulagmak i¢cin A = 0 i¢in n = oo olmak zorundadir. a bir reel sabit olmak {izere

(2.58)de h = t_Ta alinabilir. Bu durumda fh_q(t) sonlu ya da sonsuz olabilir ve

lim £C7@) = D;f () (261)

nh=t-a

seklinde gosterilir. Burada ,D, 1 a ve t limit degerlerine sahip olan f iizerinde bir

islemdir.
Birkag 6zel durum ele alinirsa

q = 1ligin

(V@) =h Z F(t—Th) (2.62)
olup

(2.62) de t —nh = ave f(t) siirekli alindiginda
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im (D= DO = [ fe-2ar= [ f@ar
0 0

nh=t-a
olur.
q = 2i¢in
23.2+r+1
(72") = ( r ) =r+1
!
dir ve
n
FCO@) = hZ(r + Dhf(E - rh)
r=0
olur.

(2.64)de t+ h= y alinwrsa

n+1

FRO=h) (W =rh)

olur.

(2.65) de h—0 i¢in limit alinirsa

lim f70 = DY@ = [ 2f-2dz = [ -Df@ar
nh=t-a 0 a

elde edilir.

q = 3 6zel durumu igin

3y _ 34.3+r+1) _ (r+1)(r+2)

G) = 7! - 1.2

olup,

n
(-3) h 2
OO = EZ(r + 1) + 2)h2f(t — 7h)

T r=o

olur.

(2.68)de t+ h = y alinrsa

14

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)



n+1

h

Ffw® = EZ r(r + Dh2f(y — rh) (2.69)
h n+1 . B2 n+1

- EZ(rh) fly—rh) + 75 ) Thf(y—7h) (2.70)

olur.(2.70) de h = 0 igin limit alinirsa

n+1

}1111’18 —Z rhf(y —rh) = 11rn hj(t —1)f(t)dt (2.71)

nh=t-a nh t -a ¢
elde edilir.
Bu sekilde devam edildiginde

DF® = Jim th(r)f(t—rh)— — j (t =" f@dr (272)

nh=t—-a r=0
genel gosterimine ulasilir (Podlubny 1999).
Riemann ve Liouville buradaki siireksiz (q — 1)! fonksiyonunun yerine Euler’in siirekli

Gamma fonksiyonunu kullanarak tiim keyfi q rasyonel degerleri i¢in

DO = i [ = @ (273)

kesirli integralini ortaya koymuslardir. (2.73) den

DIf () = % DVf() = j (t -V (Ddr (2.74)

( q) dt™

kesirli tiirevine kolayca ulasilir (Podlubny 1999).
Eger (2.74) de alt limit 0 alinirsa, en ¢ok kullanilan

DIF(D) = j (£ — D" (D)

(n —q) dt"

esitligi elde edilir.
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Tanim 2.2.1.2: (Griinwald-Letkinov Kesirli Tiirevi)
f siireklive f’in 1,2,....,n+ 1 tiirevleri [a, t] araliginda siirekli fonksiyonlar olsun ve
neN, n <qg< n+1 olmak iizere f fonksiyonunun ¢q. mertebeden Griinwald-

Letkinov kesirli tiirevi

n

f9(a)(t = @)=+ L
q —
ath(t)—kZ(; I(—q+k+1) +F(—q+n+1)f

FEO(@)(t — 1) dt (2.75)

seklindedir (Samko and Kilbas 1993).

Tanmim 2.2.1.3: (Caputo Kesirli Tiirevi)
f, n defa diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. n —1 < g < n olmak iizere f

fonksiyonunun g. mertebeden Caputo kesirli tiirevi

DO = s [ FO@ -0t (276)

seklindedir (Samko and Kilbas 1993).

Kesirli diferensiyel tekniginde baslangic kosullarini fiziksel durumlara en uygun sekilde
veren Caputo olmustur. Caputo tanimmin en Onemli avantaji, Caputo kesirli
tiirevlerinin tamsay1 dereceden diferensiyel denklemlerdekiyle ayni formda baslangic
kosullarina sahip olmasidir. Bir baska deyisle ¢ = a alt limitinde bilinen bir

fonksiyonun tam mertebe tiirevlerinin limit degerlerini icermesidir (Podlubny 1999).

Tanim 2.2.1.4 : (Cauchy Kesirli Tiirevi)
f fonksiyonu kapali bir C yolu iizerinde ve i¢inde analitik olsun. g € Z ~ olmak iizere

f fonksiyonunun q. mertebeden kesirli tiirevi

d
DIF(L) = F(‘;; Df(f(z) z 2.77)

7 — t)q+1

seklindedir. g’nun negatif tamsay1 degerleri i¢in gegerli degildir. Ciinkii ['(q + 1) bu
degerlerde tanimsiz (sonsuz) olmaktadir. Bu nedenle diger tanimlar kadar kullaniglh

olmasa da kompleks igslemler yapiliyorsa faydali olabilir (Bayin 2004).
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2.2.2. Kesirli Tiirev ve Integrallerin Baz1 Ozellikleri

a) Lineerlik Ozelligi

DI (Af () + g () = 2 oD f(£) + p oD g(1) (2.78)
(Podlubny 1999).

b) Birlesme Ozelligi

p,q € R ven,m € N olmak lizere

(i) k= 01,..,n—1icin f®(a) = 0 oldugunda

d" d"
W( aDgf(t)) = aDg< d{gp) = an+nf(t)

(i) p < 0, g keyfi olmak tizere

Df (DFF(®) = DF*f(D)

(i) p> 0, g keyfi, 0<m<p<m+1,0<n<g<n+1ve max(mn)=r
olmak iizere k = 0,1,2,...,7 — 1 i¢in f®(a) =0 oldugunda

DI (DEF©) = D} (aDIfF(®)) = DI f(6)
(Podlubny 1999).

¢) Kesirli Tiirev I¢in Leibniz Kurali

DI(F©.9©) = D C(q,10) DI () oD g(0)
k=0

(Bologna 2004).

d) Bileske Fonksiyonun Tiirevi
g(t) = F(h(t)) olmak iizere

k! k—q h"
DIF(R(D)) = F(l g(t) +ZC(q k) F(lit ai = Z(h(t))znar' (t)

(Podlubny 1999).
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e) Ardisik Tiirevler
q = q1 +q, + -+ q, olmak iizere

Dif(t) = DN tazt+inf(t) = D11D% .. DInf(t)
(Podlubny 1999).

2.2.3. Baz1 Ozel Fonksiyonlarin Kesirli Tiirev-integralleri

r(u+1)xkv

a) f(x) = x* ise DVf(x) = s MV E R (2.79)
(Bologna 2004)
v > 0 olmak iizere (2.51) den
X
D7 VxH = Lj(x — )V 1tkdt (2.80)
I'(v)
0

dir. (2.80) de t = ux degisken degisimi yapildiginda
1 1
D VyxH = _ v—1 u
X O j (x — ux)" (ux)*xdu
0

xVHH

" T J

(1 —w)’ utdu (2.81)

tanimi (2.16) dan faydalanilarak, (2.81)

v xVTH
D™ %x =ﬁﬁ(u+1,v)

seklinde yazilir ve B fonksiyonunun 6zellikleri (2.17) den

viu L+ D)
T T+ v)

I'(v)

D7 VxH =

_ xVTET(u+1)
T T(u+1+v) (2.82)

olur. (2.82) de v = —v yazilara

DVxH = C(u+1)xH?
F(u—v+1)

esitligine ulasilir.
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b) f(x)=c ise D'f(x)=
(Dalir and Bashaur 2010)

cx~
o VER (2.83)

Lineerlik 6zelliginden

DVc=cD"1 (2.84)
dir.(2.84)’iin sag tarafi

cD?1=cD"x° (2.85)
seklinde yazilabilir.
(2.79) da u = 0 i¢in (2.85)

rx"v
r(i-v)

olur.(2.4) den I'(1) = 1 oldugundan

Dc=c

x—‘U

DV =c—r—
“TTa-v

elde edilir.

Of() = e* ise D'f(x) = Lforir (2.86)

(Dalir and Bashaur 2010)

> x 1 T(k + 1) x4
ZE] _ZE Tk —v+1) (2:87)
keN oldugundan (2.14) den I'(k + 1) = k! dir. (2.87) de yerine yazildiginda

> xk=v
DVe* = Zm
(2.86) esitligi elde edilmis olur.
Ayrica buradan
f(x) = e* igin DVf(x) =a’e® (2.88)

olur.
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d) f(x) = Sinx, D'Sinx = Sin (x n %)

(Dalir and Bashaur 2010).
D¥Sinx = DY[=—]
(2.88) den
v eix_e—ix _ iveix_(_i)ve—ix
D= 2
dir.(2.91) de
iV=eVm/2 e (—i) V—p~VT/2

alindiginda
VSinx = Si n
DVSinx —Sm(x+ 2)

esitligine ulasilir.

e) f(x) = Cosx, D"Cosx = Cos (x + %)

(Dalir and Bashaur 2010).

elx+e—lx

DVCosx = DY[——]
2

(2.88) den
Dv[eix_l_ze—ix]= iveix+(;i)ve_ix
iV=eVT/2 e (—i) V—p~VT/2
alindiginda

DVCosx = Cos (x + %)

esitligine ulasilir.

diin(x) _ x4 o _
it = racg U -y =¥ (A -l

f) f(x) = Inx,

(Podlubny 1999).
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2.2.4 Kesirli Hesaplarda Laplace ve Ters Laplace Doniisiimleri

f ustel tipten bir fonksiyon olmak iizere,f fonksiyonunun Laplace donilisiimii

£f@) = [ f@ear = F) (2.96)
0

F, fonksiyonunun ters Laplace doniistimii

LHF($)} = f(©) (2.97)

oldugu bilinmektedir.

Laplace ve Ters Laplace Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

a) L{D"f (D)} = s"F(s) — Xpzd sk (0), neN (2.98)
b) L{FDY f(t)} = sVF(s) — YRz shk-1pk-n+vf(0), n—1<v<n (2.99)
¢) L{DYf(t)} =s"F(s) — Xrzssvk71f(0), n—1<v<n (2.100)
d L1 {S"—a} Zq LATE (v — 1,a%) = e(t), v =% (2.101)
£} = E0,0) = e 0)
=) =E (-3,a?) + ak.(0,a%) (ii)

O L7 Grms) = T B, @/ (G + v - 2,09) = (G + v - 2),
E(G+ v —1,a7)} = e(t) = (e(D), v = ql (2.102)
L1 {m} = 2atE, (—% az) + (1 + 2a?t)E.(0,a?) + aE, (% az) ()
) L7HF().G(s)} = f(s) * g(s) (2.103)

(Miller and Ross 1993).
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Ters Laplace Déniisiimii ile Tlgili Bazi Teoremler
Teorem 2.2.4.1: P (x) =x™+ a; x " ++ a, =[]}, (x — a;)

n.dereceden polinomunun a; a, ‘-, a, seklinde n tane farkli kokii olsun.

Eger
n
L _ Z A (2.104)
P(x) £x — ay
ise
n
Z a4, = 0, m=01,. n—2 (2.105)
k=1

dir(Miller and Ross 1993).

Teorem 2.2.4.2:P (x) =x"+a; x" 1+ .. +a,

n. dereceden polinomunun a;, a,, - @, r tane farkl kokii , a,,q, @pryp, ., Apys S tane

cift katl kokii ve o ;gyq1,.-, 054 ¢ tane U katli kokii olsun. (n = r + 2s + 3t)
Eger

r+s+t s+t t

L. Z B +Z C +Z D (2.106)
P(x) = X — g =1 (x - ar+k)2 ) (x - ar+s+k)3 .

1se

r+s+t s+t t

1
-1 -2

E ‘B, +m E al C +5mim—1) E ik Dk=0,m=01,...,n—-2  (2.107)
k=1 k=1 k=1

dir (Miller and Ross 1993).
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3. KESIRLi MERTEBEDEN DIiFERENSIYEL DENKLEMLER

Bu boliimde ‘“An Introduction to The Fractional Calculus and Differential Equations”

(Miller and Ross 1993) kitab1 esas alinmistir.

Yy T'm—1, - » 11, 7o Negatif olmayan sayilari kesin azalan bir dizisi ve by, by, ... , by,

sabitler olmak tizere
[D"™m + b;D"m-1 + -+ b, D"0]y(t) = 0 (3.1)

diferensiyel denkleminde sifira esit olmayan r; rasyonel sayilarmin paydalarinin ortak

katlarinmn en kiictigli g olmak ilizere v = % alindiginda

[D™ + a, D™V + ... + q,Dy(t) =0, t=0 (3.2)

denklemi elde edilir. (3.2) esitligine (n,q). mertebeden sabit katsayili kesirli lineer

homojen diferensiyel denklemi denir.

P(x) = x"+a;x" 1+ +a, (3.3)
polinomu g6z dniine alindiginda (3.2) , DY nin bir polinomu olarak

P(DY)=D™ + b;D™" V¥ 4 ... 4+ q, (3.4)
seklinde yazilabilir. Buna gore (3.2) denklemi

P(D")y() =0 (3.5)

seklini alir. (3.3) polinomuna, (3.2) diferensiyel denklemine iliskin karakteristik
polinom denir.(3.5)’e ise (3.2) denkleminin karakteristik denklemi denir.

Kesirli diferensiyel denklemler teorisi bir¢ok yonden adi diferensiyel denklemler
teorisiyle paralellik gostermektedir. Bu nedenle Oncelikle adi diferensiyel
denklemlerdeki durumlar g6z Oniinde bulundurulup ardindan bu durumlarm kesirli

diferensiyel denklemlere uygunlugu arastirilacaktir.
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3.1. Kesirli Mertebeden Diferensiyel Denklemlerin Coziimlerinin Elde Edilmesi

3.1.1. Dogrudan Yaklasim Metodu
(3.2) kesirli diferensiyel denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in

[D" 4+ a, D™V + ... 4+ a, DOy (t) = 0, (3.6)

n. mertebeden adi diferensiyel denklemi g6z Onilinde bulundurulursa, bu denkleme

iligkin karakteristik polinom
P(x) = x"+a;x™" 1+ +a, (3.7)

seklindedir. (3.7) polinomunun bir kékii ¢ olmak tizere (3.6) denkleminin y(t) = et

seklinde bir ¢ozlimii vardir. O halde
P(D) e = P(c)e (3.8)

olur.
Benzer diisiinceyle (3.2) kesirli diferensiyel denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in et ye

(2.33) oOzelliginden faydalanarak D% kesirli diferensiyel operatorii uygulandiginda
D% et = E,(—u,c) (3.9

elde edilir. Burada adi diferensiyel denklemlerde gozlenen (3.8) deki iliskiye benzer bir
durumla karsilasilmamaktadir. Ancak (2.32) ve (2.34) ten yararlanarak yazilabilecek

D“E; (w,c) = E; (W—1u,c) (3.10)
D“tE, (w,c) = tE,(w—u,c) + uE,(w—u+1rc), w > -2 (3.11)

esitlikleri ile

De‘t = cet (3.12)
Dtect = ctect +e°t (3.13)

esitlikleri arasindaki benzerlik dikkat ¢cekmektedir.
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Tekrar (3.9)‘a doniildiigiinde
E.(0,c) =e (3.14)
oldugu goriiliir. O halde

D* E.(0,c) =E:(—u,c) (3.15)

olur.

Dolayistyla k tamsay1 olmak iizere , (3.2) Kesirli diferensiyel denklemi i¢in E; (kv, c)
bigiminde ¢6ziim aranir.

Bu durumu, 6rnek olarak
[D* + aD'? + bD°]y(t) = 0, (3.16)

(2,2). mertebeden kesirli diferensiyel denklemi i¢in gdz Oniine alirsak, E;(0,c) ve
Et(—%, c) ifadelerinin lineer kombinasyonunun (3.16) denkleminin muhtemel ¢oziimii
oldugu goriiliir.

A ve c keyfi sabitler olmak iizere

P, (t) = AE.(0,¢) + E; (—%,c) (3.17)

alinirsa (3.17), (3.16) i¢in muhtemel bir ¢oziimdiir. 1, (t)’nin kesin ¢oéziim olup

olmadigmi gostermek igin;
(3.16) denklemine iliskin karakteristik polinom

P(x) = x*4+ ax + b (3.18)
seklinde alinip, buna gore

P(DY/?)=[D* + aD'/? + bD°] (3.19)
yazilir.
(3.19), Mittag Leffler (E;) fonksiyonunun (2.31), (2.32) ve (2.34) ozelliklerinden
faydalanilarak (3.17)’ye uygulandiginda ve Mittag-Leffler (E;) fonksiyonunun (2.23)

ve (2.38) ozelliklerinden yararlanarak diizenlendiginde
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P(DYD )y, (t) = (cA + ac + bA)E,(0,c) + (c + aA + b)E, (—% c) +—=t732  (3.20)

r(-2)

elde edilir. (3.18) karakteristik polinomunun bir kokii A olmak iizere, (3.20) de 6zel

olarak A = Ave ¢ = A?alindiginda

P(DY2)y, () = AP(A)E,(0,12) + p(A)E, (—%Jz) Rt

olup, P(1) = 0 oldugundan

1 3
P(DY2) iy (t) = t72 (3.21)

dir. (3.21) , P(x)’in koklerinden bagimsizdir. Ancak ,(t), (3.16) denkleminin tam

olarak bir ¢6ziimii degildir.

a ve B, P(x)’in kokleri olmak iizere, (3.17) swrrasiyla A = a , ¢ = a? ve A= B,

c = a? almarak

P1(t) = aE(0,a?) + E; (—% az) (3.22)

P, (t) = BE.(0,B%) + E; (—%,ﬁz) (3.23)

olarak elde edilir.

(3.21)’e benzer sekilde

P (D%) Y,(t) = 1 t_% (3.24)

olur. Eger

PY(t) =, ()P, ()

alinirsa (3.22) ve (3.23) den

V(O = aB 0,0 ~ PEOF) + B (~5,02) ~E(-5,67)  (325)

elde edilir.
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(3.25) i¢in

1
D! + aD2z 4+ bD° | y(t) = 0

ozdesligi saglanacagindan ¥ (t)'nin, (3.16) kesirli diferensiyel denkleminin asikar
olmayan ¢oziimii oldugu goriiliir.

E:’nin  fonksiyonunun (2.26) ozelligi ve Erf fonksiyonunun (2.43) o&zelligi
kullanilarak (3.25) diizenlendiginde

2 1 2 1
Y(t) = ae* Erfc (—atZ) — BePtErfc (—,BtZ) (3.26)
olur. (3.26), (3.16) denkleminin ¢ozliimiidiir.

a = f oldugunda adi diferensiyel denklemlerdeki te“® ¢oziimlerine benzer olarak

1 1
Et(ol az)r Et (_Eraz)r Et (Er az)

1 1
tEt(O, 0(2), tEL- (_E,az), tEL- (E,az)

ifadelerinin lineer kombinasyonlar1 (3.16) nin ¢oziimiidiir.

Yani

B(6) = (1 + 2a2)E,(0,a?) + «E, (% 0(2) + 2aE, (—% 0(2)

2at1/2

)

1
= (1 + 2a?t) e*"tErfc (—aﬁ) +

a = f i¢in (3.16) denkleminin ¢éziimiidiir.

3.1.2. Laplace Doniisiimii Metodu

(3.16) denkleminin her iki tarafina (2.99)’ dan faydalanarak Laplace doniistimii (£)
uygulandiginda

[sY(s) — y(0)] + a[s'/2Y(s) — D=2y (0)] + bY(s) =0

veya
[s + as'/? + b]Y(s) — y(0) — aD~2y(0) = 0 (3.27)
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elde edilir.C = y(0) + aD~'?y(0) sifirdan farkli sonlu bir sabit ve P(x), (3.16)
denklemine iliskin karakteristik polinom olmak iizere

seklinde yazilabilir.

P(x) = x? + ax + b karakteristik polinomunun sifirlar1 a ve § olmak iizere (a # )

1 . . -
1) basit kesirlere ayrildiginda

1 _ 1 1 1 3.29
P(x)_a—ﬁ(x—a_x—ﬁ) (329)

seklinde yazilabilir.(3.29)’a gore

= — 1 = 3.30
P(s1/2)‘a—ﬁ(51/z_a‘51/2_3) (3.30)

olur.(2.101)( i1) den

1 1
Lt {m} = E; (_E’ 0(2) + (ZEt(O,(ZZ) (3.31)

\

Mg} = B (- 87) + BB (3.32)

oldugu goz Oniine alinarak ,(3.28)’in her iki tarafina ters Laplace doniisimii

uygulanirsa

C

= |aE 0@~ BEO.F) +E, (—%,az)— E, (—%,32)] (3.33)

y(©) =L7{Y(s)} =

elde edilir. (3.33), a # [ i¢in (3.16) denkleminin ¢6ziimii olur.
Eger karakteristik polinomun sifirlar1 @ = £ ise, o zaman (3.28)

C

= G —ay

(3.34)

seklini alir. (3.34)’e (2.102)(i) gbz Oniine alinarak ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

28



y(©) = ¢ | + 2¢20E,0,a?) + aE, (% 0(2) + 2atE, (—% 0(2)] (3.35)

elde edilir. (3.35) fonksiyonu @ = B igin (3.16) denkleminin ¢dziimii olur.

3.1.3. Lineer Bagimsiz Coziimler

Oncelikle
D?y(t) + aDy(t) + by(t) =0 (3.36)
adi diferensiyel denklemi gbéz Oniinde bulundurulursa (3.36) denklemine iliskin

karakteristik polinomun bir kokii @ olmak iizere

g1(t) =e®
(3.36)’nin bir ¢ozlimiidiir. Dolayistyla
Dg ,(t)= ae®t

olup, bu da (3.36)’nin bir ¢oziimidiir. O halde g, fonksiyonunun daha yiiksek
tiirevlerinin de (3.36) denkleminin ¢6ziimleri oldugu goriiliir. Ancak bu ¢oziimler lineer

bagimsiz degildirler.

(3.36) denklemine iligkin karakteristik polinomun diger kokii, f olmak iizere

g2(t) =eft

(3.36)’nin  bir ¢odziimii olur. g , fonksiyonunun tiim tiirevlerinin de (3.36)’nin

cOzlimleri oldugu kolayca goriiliir.Bu ¢6ziimlerde lineer bagimsiz degildirler.
< # fBicing, veg,, (3.36) nin iki lineer bagimsiz ¢dziimii olmak tizere
g(t) =g1(t) +g2(t)
olarak tanimlanan g(t) ve Dg(t) yine (3.36) nin ¢oziimleridir. Ancak burada g(t) ve

Dg(t) lineer bagimsizdir. Ayrica a = f8 i¢in de g ,(t) = te®" alinarak benzer sonuglar

elde edilir.
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[D3/2 — 2D — D2 4 2Dy () = 0 (3.37)
kesirli diferensiyel denklemini g6z Oniine alinirsa

nor %[—Et (% 1) +4E, (% 4) _2E,(01) + 2Et(0,4)] (3.38)

seklinde bir ¢Oziimii vardir. (3.38)’in tiirevi, (2.32) yardimiyla alimdiginda ve
(2.23),(2.27) ile diizenlendiginde

¥,(£) = Dy, () = %[—Et (% 1) + 16E, (%,4) ~ 2E,(01) + 8Et(0,4)] + ;12 (3.40)

r(z)

olur ki y,(t) de yine (3.37) nin ¢oziimiidiir.Ayrica y, (t) ile y,(t) lineer bagimsizdir.

Dolayisiyla bunlarm lineer kombinasyonlari

P(6) = 11 () + c2y(0) (3.41)

de (3.37) nin ¢oziimiidiir.

3.1.4. Homojen Denklemlerin Coziimleri
[D™ + @, D?V? 4 ... 4+ a, D]y (t) = 0 (3.42)

(n, q). mertebeden kesirli diferensiyel denklemini goéz Oniine alinirsa, bu denkleme
iligkin karakteristik polinom

P(x)=x"+ax" 1+ +a, (3.43)
dir.

Teorem 3.1.4.1: N, N = nv olacak sekilde en kiiclik tamsay1 olmak iizere, (3.42)

denklemi N tane lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir. Bu ¢ozlimler
y1(®) = L7HPH(s™)}

yis@®) =Diy,(8) , j=0,1,--,N—-1
seklindedir.
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Ispat : (3.42) ve (3.43)’ten
P(D?)y(£)=0

olur.Bu esitlige (2.99) 6zelligi géz Oniine alinarak Laplace doniisiimii uygulanirsa

LPOMY(©O) = PGMY(S) = ) B()s" =0 (3.44)
r=0

elde edilir.
(3.44)’teki B,(y) terimi ; r = 0,1,... ,N—1 ve k = rq+1,..,n olmak lizere
D*=("*1) (0) seklindeki terimlerin lineer kombinasyonunu ifade etmektedir.

Ozel olarak r = 0 i¢in
Bo(y) = P(DY)D~'y(0) — a, D~y (0)

dir. (3.44) ten

_ 250 B ()s”

="

yazilir. Buna ters Laplace doniisiimii uygulandiginda, (3.42) nin y(t) ¢oziimii elde
edilir.
Eger

v () = L7THPTI(s™)} (3.45)

(3.42) nin bir ¢oziimil ise (3.44)’l saglamalidir. Yani

LP(D)y, (0} = PG = ) Brn)s™ =0 (3:46)
r=0

olmalidir.

Baslangic deger teoreminin geregi

limg,o s"T1L{f ()} =L
ise tim v degerleri i¢cin

DVF(0) =L
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olur. Dolayisiyla

Byy(1) =1ve B, (y;) =0, r>1 (3.47)
dir.(3.47), (3.46) da yerine yazilirsa
LEP(sM)y (D} =P(s")i(s) —1=0 (3.48)

elde edilir.
(3.45) den Y;(s) = P71(s?) elde edilir ve (3.48) de yerine yazilirsa

L{P(s")y1(0)} =0

olur. Bu esitlige ters Laplace doniisiimii uygulandiginda vy, (t) nin (3.42) nin bir

¢Ozlimii oldugu goriiliir.
Baslangic deger teoremi geregi

D*y,(0) =0, k=01,..,N—2 (3.49)

oldugundanvej = 0,1,....,N — 1 ve tiim v degerleri i¢in (2.2.2 (b))’ye gore

POY)[ DIy, ()] = DI[P(D")y1 (0)]
seklinde yazilabilir.

P(D")y,(t) =0
oldugu bilindiginden

P(DV)[ DIy, ()]0
olmalidir.
Boylece j =0,1,...,N — 1 i¢in
Yj+1(t) = D7y, (1),

fonksiyonlarmin (3.42)’nin ¢oziimleri oldugu gosterilmis olur.
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Bu y;(t),-, yy(t) ¢dzimlerinin lineer bagimsiz olup olmadig1 gosterilmelidir.

(2.98) den

j—1

L{DIy, (D)} = s71;(s) — Z si=k=1 5 ®) j=0,1,..,N—2
k=0

dir.(3.49) ve (3.45) ten yararlanarak bu esitlik diizenlendiginde

s)

L{Djh (t)} = m

olacagmdan y,(t),---, yy_1(t) ¢oziimleri lineer bagimsizdir.Ve

LDy, (O} = L{yn ()}

dir. Burada
yn(0) =1, N =nv (3.50)
yn(0) =0,  N>nv (3.51)
dir.

Yani y,(t), -, yy_1(t) ¢oziimlerinin hepsi t = 0ig¢in yok olur. Dolayisiyla yy(t),
(3.42) nin bir ¢oziimiidiir ve yy(t ) ile y;(t), -, yy_1(t) lineer bagmsizdir.

3.1.5. Coziimlerin Acik Gosterimi
Teorem 3.1.5.1: o , a,, -, @, (3.43) karakteristik polinomunun farkli kokleri ve

At =DP(a,), m=12,...,n (3.52)
olmak tizere

n q-1
y1(t) = Z A, Z al B, (—kv,al) (3.53)
m=1 k=0

(3.42) kesirli diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir
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Ispat: Teorem (3.1.4.1) geregi
1
y1(8) = L7H{P71(s")}, v= a (3.54)

(3.42) nin bir ¢dziimii oldugu biliniyor. (3.54 )deki P~1(s?) basit kesirlere ayrilirsa

Ay A, A
P—l V) — 355
(s*) s”—a1+s”—a2+ +s”—an ( )
seklinde yazilir.
(2.101)’e gore
af 1 i .
I e Y L A (R ) (3.56)
dir. Burada j = q - k alinirsa
1f 1 k-
Lt {Sv_a} =YF o a?T*E (qv — kv —1,a9)
olur ve (3.54) ten qv = 1 oldugundan
e = 2t E (— kv, a) (3.57)

dir. (3.57 ) gdz Oniine almirsa (3.55)’in her iki tarafina ters Laplace doniisiimii

uygulanip

y1(8) = L7HPTU(sY)} = Xy A T g o B (—kv, o) (3.58)

elde edilir. (3.53) elde edilir.Boylece teorem ispatlanmig olur.

Ornek 3.1:

n=17q= %= 3 olmak tizere (7,3). mertebeden

[D7Y + a, D% + a,D% + a;D*” + a,D3 + asD* + a;D¥ + a,D°ly(t) =0 ,v = i (3.59)

kesirli diferensiyel denklemini g6z Ontine alalim.Bu denkleme iliskin karakteristik

polinom
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P(x) = x7 + a;x°% + ayx> + azx* + a,x® + asx? + agx + a,

dir. P(x)’in farkh kokleri aq, a,,..., g a; olmak lizere, Teorem 3.1.4.1 geregi (3.59)

denklemi N=3 (N> g) tane lineer bagimsiz ¢éziimiine sahiptir. Bu ¢oztimler

11O = ) AnlaRE (0. a3) + anE(—v,a3) + B(-2v,al)]  (360)

m=1

y2(t) = Dy, (t)
ve

y3(t) = D%y, (1)
seklindedir.

E, fonksiyonunun diferensiyel formiillerinden faydalanarak (3.60)’mn tiirevi alinip
diizenlendiginde

2 t—kl]

7 2 7
y,(t) = Dy, (t) = Z Amz asTFE (—kv,a3) + Z Tk Z ai kA, (3.61)
= k=0 m=1

m=1 k=0

elde edilir. Teorem 2.2.4.1 geregi j = 0,1,2,3,4,5 igin

7
Z al Ay =0,

m=1

oldugundan,

7
Y2(0) = ) Am@laAE(0,03) + anEe(—v, @) + Ee(~2v,a3)]  (362)

m=1

olur. Benzer sekilde y, (t)' nin tlirevi alinarak

7
ys(t) = Z Anab a2 E(0,a3) + apE.(—v,a3) + E.(—2v,a3)] (3.63)

m=1
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elde edilir. Boylece y; (t), y,(t), y;(t) fonksiyonlari (3.59) denkleminin lineer

bagimsiz ¢oziimleri elde edilmis olur.

Ornek 3.2:
(3, @). mertebeden

[D3¥ + a;D?” + a,D¥ + a;D°)y(t) = 0 (3.64)
kesirli diferensiyel denklemine iliskin karakteristik polinom
P(x) = x3 +a;x% + a,x + a; (3.65)

dir. Bu polinomun birinci kokii a; | ikinci ve liglincti kokii a, ( iki katli kok) olsun.Bu

durumda Teorem 3.1.4.1 geregi
y1(t) = L7HPH(s™)}

(3.64)in bir ¢ozlimiidiir. (3.65)
P(x) = (x —ay).(x — ay)?

seklinde yazilabilir. ve Teorem 2.2.4.2°ye gére

1 B, B, C,
= + +
P(s") s'—a; s'—a, (s¥—ay)?

(3.66)

olur. Ayrica Teorem 2.2.4.2 geregi (3.66) dan
alB, + al'B, + mal*"1C; =0, m=0,1

elde edilir.

(3.66) ya ters Laplace doniigiimii uygulandiginda

y1(t) = L7H{P71(sV)} = Bies(t) + Byey(t) + Crey(t) * e,(t) (3.68)
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olur. Burada (2.101), (2.102) ve (2.103) den

q—1
e;(t) = L7HY(sV —a) "1} = Z al T (~kv,al), =12 (3.69)
k=0
q-1q-1
e(t) xe(t) = Z @8I K2 (B (—(j + k), a®) + ( + K)VE, (1 — (j + k)v, a9)}
j=0 k=0

dir. Dolayisiyla g > 2 igin y,(t), (3.64) denkleminin tek ¢oziimiidiir. Coziimii daha
acik hale getirmek i¢in (3.67) deki ii¢ lineer denklem birlikte ¢oziildiiglinde By, B,, C;

katsayilari
B — 1
e (ay — a;)?
1
Bz = —m (370)
C = 1
t (ay — a;)?
seklinde elde edilir.
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4. KESIRLI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ
DAVRANISLARI

4.1. Bagley-Torvik Denklemleri
Titresimli (salinimli) harekete sahip dinamik sistemlerin matematiksel modellemesi
mi(t) + cx(t) + kx(t) = f(t) (4.1)

adi diferensiyel denklemi ile yapilmaktadir. Burada m, c, k sabitleri; sirasiyla miktar,
soniim ve onarim katsayilar1 olarak bilinmektedir. Bu denklem titresim teorisinde temel
oneme sahiptir ve miihendislikte pek ¢ok uygulama alani bulmustur. (Wang and Hu

2009)

Ancak (4.1) denkleminin fiziksel sistemlerin hareketlerini agiklamakta yetersiz kaldigi
durumlar da olmustur. Ornegin Newton akiskanmna batirilmis  metal plaklarin
hareketlerinin modellenmesinde (4.1) denkleminin uygun olmadig: anlagilmigtir. 1984

yilinda bu problem Bagley-Torvik tarafindan
AD?x(t) + BD3?x(t) + Cx(t) = f(t) (4.2)

kesirli diferensiyel denklemiyle modellenmistir (Bagley and Torvik 1984). Kesirli
hesaplarm  bu basarili uygulamasi sonucunda Bagley-Torvik denklemi olarak
adlandirilan (4.2) denklemine ilgi artmustir. Podlubny (1999) ve Trinks (2002)
tarafindan da bu denklem c¢esidi ayrintili olarak incelenmistir (Ray and Bera 2000)
Bagley-Torvik denklemleri titresimli sistemlerin soniim hareketlerinin ac¢iklanmasinda
da oldukca etkili matematiksel bir aragtir. Fiziksel anlami nedeniyle de en popiiler

kesirli diferensiyel denklem ¢esididir (Wang and Hu 2009).

Son zamanlarda Bagley-Torvik denklemlerinden hareketle kesirli tiirevin mertebesi 0-2
araliginda alinarak olusturulan kesirli diferensiyel denklemler {izerinde c¢aligilmis ve bu
denklemlerin ¢6ziimlerinin daima soniimlii salinimliliga sahip oldugu ortaya

konulmustur (Naber 2010).
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4.2. Soniimlii Salimimh Kesirli Diferensiyel Denklemler

Soniimlii salmim hareketi gosteren pek ¢ok fiziksel sistemin klasik metotlarla tam
anlamiyla ag¢iklanmasi miimkiin degildir. Ancak son zamanlarda, geleneksel olan
(kesirsiz) ve geleneksel olmayan (kesirli) durumlar1 agiklamada, kesirli hesaplarin

klasik hesaplardan daha iy1 sonuglar verdigi goriilmektedir (Wang 1999).

Tez ¢alismamizin bu kesiminde ‘“Linear fractionally damping oscillator” (Naber 2010)

makalesi esas alinacaktir. 0 < v < 1 olmak Uzere

Dix + AD¥x + w?x = 0

seklindeki denklemlerin ¢oziimleri ve ¢oziimlerin davranislar1 incelenecektir. Burada A
ve w pozitif sabitleri sirasiyla soniim ve onarim (diizenleme) katsayilar1 olarak
adlandirilir. Oncelikle kesirli duruma 1sik tutmasi ve karsilastirma yapilabilmesi

acisindan v = 1 olmas1 durumundaki kesirsiz hali ele alinacaktir.

Kesirli Olmayan Durum

Teorem 4.1: 2. mertebeden

Dix + ADix + w?x =0, (4, w € RY sabitler) (4.3)
adi diferensiyel denklemi

x(0) =x,, Dix(0)=x, (4.4)

baslangi¢ kosullartyla ele alindiginda bu denklemin ¢oziimii sadece A < 2w olmasi

durumunda soniumla salinimlidir.

Ispat: (4.3) denklemine (4.4) baslangic kosullar1 g6z 6niinde bulundurularak Laplace

dontistimii uygulanirsa

s2X(s) —sxg — x1 + A(sX(s) —xg) + w2X(s) =0 (4.5)
elde edilir. (4.5) den
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S$Xo X1 + Ax,

X(s) = +
(s) S24+As+w?2  s24+As+w?

(4.6)

yazilir.
(4.6) denkleminin ters Laplace doniisiimiinii hesaplayabilmek i¢in Browich cevresel
integrali kullanilabilir. Cilinkii s, (4.6) da tamsay1 kuvvetlere sahiptir ve cevrede

dallanma kesimi olmayacaktir. (4.6)’ya ters Laplace doniisiimii uygulandiginda

x(t) = Rezidi(X,s) — Zimj estX(s) ds (4.7)

elde edilir. (4.7)’deki Browich integralinin ¢evresi Sekil 4.1°den goriildiigii gibi
y —ico dan y + ico ‘a uzanir daha sonra pozitif yonde yarim g¢ember olusturarak
y —ico ‘a doner.Burada y, (4.6)’nin tiim kutup noktalarini solunda birakacak sekilde
secilen keyfi bir reel sayidir. (4.7) nin hesaplanmasinda Browich integralinin katkisi
bulunmamaktadir. Ciinkii Jordan lemmasindan bu integral sifira esittir. (4.6) dan rezidii
hesabi i¢in kutuplar incelendiginde;

s+ As+w?2=0 (4.8)

denkleminin kdklerine bagli olarak:

a) EgerA>2w ise

—A + VA% — 4w?
2
seklinde farkli negatif iki reel kok vardir. (Basit kutup)

(4.9)

S12 =

b) Eger A = 2w ise

—A
$=7 "

seklinde birbirine esit iki negatif reel kok vardir. (Iki kath kutup)

—w (4.10)

¢) EgerA<2wise

—1 + iVAwZ — 12
Sus = . (4.11)

seklinde reel kisimlar1 negatif olan kompleks eslenik iki kok vardir. (Basit kutup)
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“ e —iw *
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v

Seki 4.1 Kesirsiz duruma ait kutuplar

Strasiyla bu durumlar i¢in rezidii hesab1 yapildiginda;

C g . Sx xX1+Ax
W) Rezidi = limg_g, (5 — 51.)e"t (220 + )

S2+2s+w?2  S2+As+w?

olur. Bu durumda (4.3) denkleminin A > 2w i¢in ¢dziimii

s1t Syt

e
x(t) = ———=(s1x0 + x1 + Axo) +

25 11 (spx0 + x4 + Axp)

25, + A4

(4.12)

(4.13)

bigiminde elde edilir. (4.13)deki s; ve s, negatif reel sayilar oldugundan A > 2w igin

(4.3) denkleminin ¢6ziimii daima tistel olarak azalacaktir. Bu durum asir1 soniimliiliik

olarak adlandirilir.

b) Rezidii = lims_,_wi((s T w)est (M))

s2+As+w?2

d
= i _— st
51—1>er S (e5t(sxq + x1 + 2wxy))

dir. Buradan (4.3) denkleminin A = 2w i¢in ¢éziimi

x(t) = e Wt (t(wxy + x1) + x0)

seklindedir. Ve bu durum kritik soniimliiliik olarak adlandirilir.
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SXg x1+Axg )

¢) Rezidi = lim s—Ss e“(
) S—>S4,5( 4'5) s24+As+w?2  sZ4As+w?

olur. Buradan (4.3) denkleminin 4 < 2w ig¢in ¢6zlimii

2xq1 + Axg

= -t
x(t)=e (xOCos(at) + o

Sin(at)) (4.17)

seklinde elde edilir. (s=a + 10 yani @ = %, 0= |w?2— % )
Bu durumda kutuplar kompleks oldugundan {istel fonksiyon sinlis ve kosiniis

fonksiyonlar1 cinsinden yazilmistir. Bu fonksiyonlar ¢oziime salinimlilik saglarken
e (a= % > 0 ) sonlim etkisi yapmaktadir. Bu durum soniimlii salimimlilik olarak

adlandirilir.

Ayrica A = 0 (sonlim katsayis1) olma durumu ele almirsa bu durumda kutuplar +iw
seklinde olacagindan denklemin ¢oziimii (4.17)’ye benzer sekilde olacaktir. Ancak
a = 0 olacagindan soniim goriilmeyecektir. Bu duruma ise sonlimsiiz salmimlik

denilmektedir.
Kesirli Durum

Teorem 4.2: A, w € R sabitler ve 0 < v < 1 olmak iizere
Dix + ADYx +w?x =0 (4.18)

kesirli diferensiyel denklemi

x(0) =x9, Dx(0) =x, (4.19)
baslangi¢ kosullar1 altinda daima soniimlii salimimlidir.

Ispat: (4.18) denklemine (4.19) baslangi¢ kosullari g6z 6niinde bulundurularak
Laplace doniisiimii uygulanirsa (2.100) den

s2X(s) —sxg — x1 + A(s¥X(s) — s 1xy) + w2X(s) =0 (4.20)
elde edilir. (4.20) den
Sxo + xq + As?1x,

X(s) =
(s) §2 4+ AsV + w2

(4.21)
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yazilabilir.(4.21) denkleminin ters Laplace doniisiimiinii hesaplayabilmek i¢in Henkel
cevresel integrali kullanilabilir.Ciinkii s’nin kuvveti kesirli deger icerdiginden Sekil 4.2
de goriildiigii gibi ¢evrede dallanma kesimi olacaktir.(4.7) deki Bromwich cevresel

integraline benzer sekilde burada da Henkel ¢evresel integrali sifira esittir.
Kesirsiz durumdakine benzer bicimde Rezidii hesabinin yapilabilmesi i¢in
s2+AsV+w?2=0 (4.22)

denkleminin koklerini bulmak gerekmektedir. (4.22) denkleminde s = re‘® almarak

denklem reel ve sanal kisimlarina ayrildiginda

r2Cos(20) + Ar¥Cos(v8) + w? =0 (4.23)
r28Sin(20) + ArvSin(v8) =0 (4.24)
denklemleri elde edilir.
(4.22) denkleminin reel ve imajiner eksenler {izerinde kokleri yoktur. (4.25)

Ciinkd;

(1) Pozitif reel eksen iizerinde kok olsaydi 8 = 0 i¢in (4.23) ve (4.24)
saglanmaliydi. Ancak (4.23) denkleminin her bir terimi 8 = 0 i¢in pozitif
deger alacagmdan hicbir zaman toplamlar sifir olmaz. Dolayisiyla (4.23)
6 = 0 i¢in saglanmaz.

(i)  Negatif reel eksen lizerinde kok olsaydi 8 = m icin (4.23) ve (4.24)
saglanmaliydi. Ancak bu durumda da (4.24) denkleminin birinci terimi
sifirken ikinci terimi asla sifir olamaz. Yani 8 = m i¢in (4.24) denklemi

saglamaz.

Benzer bicimde 8 = m/2 ve 6 = 3m/2 i¢in (4.23) ve (4.24)’iin ayn1 anda

saglamadig1 gosterilerek imajiner eksen iizerinde de kok olmadig1 goriilebilir.

Ayrica sag yar1 diizlemde de kok yoktur. (4.26)
Cinkii 0 < v < 1 i¢in (4.24) denkleminin her iki terimi de burada daima pozitif olur.
(4.25) ve (4.26) dan, (4.22) denkleminin ¢oziimii (kokleri) varsa kompleks eslenik

olmalidir. O halde argiimenti w/2 < 8 < m veya - m/2 > 6 > —m arasinda
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olmalidir. Kokleri bulmak igin Oncelikle 8’nin pozitif degerleri ele alnip (4.24)

denkleminden r ¢ekilerek (4.23) denkleminde yerine yazildiginda
2

v
—ASin(v@)\ 2-v —ASin(v8)\2-v ,
<W) Cos20 + A <W) Cos(v8) +w?* =0 (4.27)

elde edilir. Bu denklem diizenlendiginde

((Sin(ve)) ) - sin((2 - v)8) = ( id ) (4.28)

(Sin(26))° PP

esitligine ulagir. Bu esitligin saglanabilmesi i¢in Sin((2 — v) 6) degerinin daima pozitif
olmas1 gerekmektedir. Bu ise sadece tanim kiimesinin n/2< 8 < /(2 — v) seklinde

kisitlanmasiyla miimkiindiir.

Verilen w, A,v degerlerinden bagimsiz olarak /2 < 8 <m/(2 —v) kisitlanmis
kiimesinde (4.28)’i saglayacak sekilde en az bir 8 degeri mevcuttur. Ciinkii

1

: (sinw8))" 27 .. 3 o
th"(%f ((sm(ze))z) Sin((2 - v)6) (4.29)
\

lim _ (M) - Sin((2 —v)8) =0
0-(z5) \(5in(26))

limitleri vardir. O halde (4.28)’in sol tarafi 8’ya gore siireklidir. Bu da (4.28)’in en az
bir ¢oziimii oldugunu garantilemektedir. Yani rezidii hesab1 i¢in en azindan iki kutup

noktasi mevcuttur.

Ayrica kisitlanmig 8’lar igin (4.28) tek bir ¢ozlime sahiptir. Clinkii

1

d |((sin(we)) \*™¥
— || — S 2—-v)6 4.30

tiirevinin sifirdan kiiciik oldugu kabul edilir ve bazi cebirsel diizenlemeler yapilirsa
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v2Sin?(20) — 4vSin(20)Sin(v8)Cos((2 — v)O) + 4Sin*(vh) >0  (4.31)

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizligin sol tarafindaki tiim terimler pozitiftir. Kisitlanmis

0’lar i¢in
Sin(v8) > 0, Sin(260) <0 ve Cos ((2-v)8) <1 (4.32)
oldugundan (4.31)

v2Sin?(20) — 4vSin(20)Sin(v0) + 4Sin?(vg) > 0 (4.33)

seklinde yazilabilir.

(4.33) denklemi bir tam karedir ve daima sifirdan biiyiiktiir. Dolayisiyla (4.30)’un
sifirdan kiiciik oldugu kabulii dogrudur. O halde (4.28)’in sol tarafi monoton azalandir.
Boylece (4.28) , n/2 <0 <m/(2—v) araliginda daima pozitif a¢ili bir ¢dziime
sahiptir. Yani rezidii hesab1 i¢cin kompleks eslenik iki kutup noktasi mevcuttur. Bu

kutup noktalar1
Se7; =B +ioc =rett® (S, =57) (4.34)

seklindedir. Burada 8 daima negatiftir ve kutuplar Sekil 4.2 den goriildiigi gibi 2. ve 3.

ceyrektedir.
R
T g = E
~a T
e A Im
- —— T T T
g: o, o !
2—» o * 56 [
[ 7.5 oy ol e
’ S !
: L 1
L ———%____V-_“\' ! L
* I | R r:
"" Pl s Re
-
-~ PN
L i l
Q:.— T ":‘\-:'*-H.L_ v S :
2—1-’,.-/ Tk 4% -
#," o H o
=

Sekil 4.2 Kesirli duruma ait kutuplar
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Bu kutup noktalar1 i¢in rezidii hesabi yapildiginda

v—-1 v—1
Rezidii = shr? (s — sg)est (Sxo +x; + As" " x, SXg +x; + s xo)
—96

+ lim (s — s,)est

52+ As¥V + w? ) S—>S7( 7) ( S2 + As¥ + w2

= Set SeXo + X1 + xpAsg" + eggt(s},xo + x; + xA5¢71
2s® + vAsgt 25, + vAsY T

) (4.35)

olur. (4.35)’te bazi cebirsel diizenlemeler yapilirsa Rezidii

Xo (21"2 + VA2 22 4+ Ar¥ (v + 2)Cos(0(v — 2))) +x; (ZrCos(G) + vAr’1Cos(6(v — 1)))

2ePtcos(at
¢ @0 412 4+ 40217 Cos((2 — v)0) + v2A2vr2v-2

Xo (Ar"(v —2)Sin(6(v — 2))) +x; (ZrSin(G) + vAr’=tSin(6(v — 1)))

+2ePtsin(at
e Sin(07) 412 + 4vA 17Cos((2 — v)0) + v2A2r2v-2

(4.36)

haline gelir.Cevresel integralin tek katkisi negatif reel eksen boyunca olan yoldan

gelir.Buradan

A r (Rxo — x1)Sin(vm) + (xo/R)(R? + w)Sin(n(v — 1)) Rt
O =2 | T RTF whz + 22RV R + whCos(um) + GRD)E © K 4R (437)

(4.18) denkleminin ¢oziimiidiir ve genel olarak
x(t) = AePtCos(at) + BeftSin(ot) — (Azalan fonksiyon) (4.38)

seklindedir.

Burada siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 ¢oziime salmim saglarken et (f < 0) soniim
etkisi yapmaktadir. Yani (4.18) denkleminin ¢oziimii her zaman soniimlii salinimlidir.

Kesirsiz durumla karsilastirildiginda (4.17) ve (4.38) c¢oziimlerinin benzer oldugu

A
goriiliir. eft ile kesirsiz durumdaki e~*'= e™2" benzer 6zelliktedir. (4.38)’de farkli
olarak bir azalan fonksiyon terimi vardir. v —» 0 ve v = 1 kesirli olmayan durumlara

dogru gidildikce bu fonksiyon beklendigi gibi sifira gider.
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5. BAGLEY-TORViK DENKLEMLERININ DAHA GENEL BiR DURUMUNUN
COZUMLERININ DAVRANISI

Bu tez c¢alismasinin orijjinal boliimiinii olusturan bu bdliimde Bagley—Torvik

denklemlerinin daha genel bir durumu olan
[D*™ + ADV2 + ply(t) = 0

denkleminin ¢6zliimlerinin davranisini ortaya koyan bir teoreme ve ispatina yer

verilecektir.

Teorem 5.1: Ave u e R", ne N olmak iizere
[D?" + ADY2 + u]y(t) = 0 (5.1)

olmak tizere (5.1) kesirli lineer homojen diferensiyel denkleminin her ¢ozimii
4n—1

A <X=4n (4”—1)T icin salinimlidir.

Ispat:
(5.1) denklemine iliskin karakteristik polinom

P(s)=s"™+2As+u (5.2)
dir.

C:x=s vey=s" (5.3)

Lgy+Ax+u=0 (5.4)

seklinde tanimlanirsa,

P(s) = 0 (5.5)
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karakteristik denklemine ait reel kokler (5.3) egrisi ve (5.4) dogrunun kesim
noktalaridir.Burada sadece L dogrusunun C egrisine teget olmasi durumunda (5.5)'in
tekrarli reel kokleri mevcuttur.

so noktasinda Ly dogrusu C egrisine teget olsun. Bu durumda C egrisinin Sy

noktasidaki tiirevinin degeri Ls dogrusunun egimine esit olacagindan

4nsg™ 1t = -2 (5.6)
olur. Ayrica sy, (5.5)’1 saglamalidir. Yani

Sqg" +Asg+u=0 (5.7)

olmalidir.

(5.6), (5.7) de yerine yazildiginda

sg" —4nsg" tso+u =0

veya
sq"—4nsg" +u =0

olur.Buradan
1

Isol = (=)™ (5.8)

elde edilir.
(5.8), (5.6) da yerine yazildiginda, A > 0 oldugundan

2o = dn (59)

4n—-1
bi¢ciminde C ve L dogrulariin teget olduklar1 s, noktasindaki A, katsayis1 elde edilir.
Dolayistyla A > 2 icin C egrisi ve Ls dogrusunun iki farkli noktada kesistigi ve A <2,

icin C egrisi ve L dogrusunun kesismedigi goriiliir.

Buradan (5.5) karakteristik denkleminin kdklerine ait {i¢ durum ortaya ¢ikar.

(1) Ao < A < ooise iki farkli reel kok vardir. Diger kokler karmasiktir.
(i) Ay = Aise esit iki reel kok vardir. Diger kokler karmasiktir.
(i) 0 < A < Apise tim kokler karmasiktir
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Ayrica bu karmagik koklerden hepsinin reel kismi sifirdan farkhidir. Bunu gostermek

icin s = re'® seklinde (5.5) denklemini saglayan bir karmasik kok ele alinirsa
(re®)* + A(re) + u=0 (5.10)

olur.(5.10) diizenlenirse

rénent 4 drel + =0

veya
4 (Cos(4nB) + iSin(4nB)) + Ar(CosO + iSinB) + u =0 (5.11)
elde edilir.
(5.11) denkleminin reel ve sanal kismi1 ayrildiginda
r*"Cos(4n@) + ArCosO + u =0 (5.12)
" Sin(4n@) + ArSinf =0 (5.13)
denklemleri elde edilir.

(5.5) denkleminin reel kismi sifir olan bir karmasik koke sahip oldugunu kabul
edelim o halde 6 =m/2 veya 8 = 3m/2 igin (5.12) ve (5.13) denklemlerin her ikisi
de saglanmalidir. & = /2 i¢in (5.13)’in sol tarafi daima pozitif oldugundan esitlik
saglanmaz.Benzer sekilde 8 = 3m/2 icinde (5.13) esitliginin sol tarafi daima negatif
olacagindan esitlik saglanmaz. Bu ise (5.2) denklemine ait tiim karmasik koklerin reel

kisimlariin sifirdan farkli olmas1 gerektigini gosterir.

Yani 0 < A < A, araligindaki tiim kokler s = a + ib (a #0, b #0) olacak bicimdeki

karmasik sayilar olmalidir. (5.14)
Teorem 3.1.5.1°¢ gore (5.1) denkleminin bir ¢oziimii (v = % = % vem=1,2,...,4n)
4an 1 k
(O =) An ) SB35 (5.15)
m=1 k=0

seklindedir. (5.15) diizenlenirse
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4n

y(t) = Z A, [smEt(O, $2) +E, (—%sfn)] (5.16)
olur. "

E, fonksiyonunun (2.21) ve (2.27) 6zelliklerinden faydalanilarak (5.16)

4n

2 1 t—1/2
()= ) A Isme it + 53 B (5,55) + —=] (5.17)
m=1 2 \/E

seklinde yazilir. (2.26) dan

an 1
1 1 t72
() = ) Ap[sme™ + sk (sh) "2 et Erf (sh)2 + —=] (5.18)
m=1 \/E
dir. (5.18) diizenlendiginde
4an , , 1 t_l/z
y.(t) = Ap[smesmt + s, eSntErf (smtf) + ]
I
m=1

olur.Buradan

4n
, 1 t—1/2
y.(t) = Z Ap[smesmt 1+ Erf (sth) + ]
m=1

5.19
= (5.19)
dir. (2.44) den
4n 2 ) 12
y.(t) = Z A [ spesmt (1 — Erf (—smti)> + ]
T
m=1
olur. (2.43) den
4an 1
2 1 t 2
yi () = Z Am[Smesmt 1- (1 — Erfc (—smt2)> +—]
T
m=1
dir. Bu esitlik diizenlendiginde
4n 2 Y
y.(t) = Z Ap[smeSmt Erfc (—smtf) + ] (5.20)
= v
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elde edilir. (5.14)’den, (5.5) denkleminin tiim koklerinin 0 < A < 44 i¢in
s =a+ ib(a# 0 veb # 0) seklindeki karmasik sayilar oldugu bilinmektedir.
(5.20) denkleminde s,, = a + ib yazilirsa

4n

o 1 t~1/2
yi(®) = ) Ap[sme @)t Erfc (—smtf) + ] (5.21)
N

m=1
olur. (5.21) den
an

y,(6) = Z Am[sme(“z‘bz)t(Cos(Zabt) + iSin(2abt))Erfc (—smt%) +

m=1

-1/2

=1 (2

elde edilir.
—-1/2
G2

icerdiginden salinimlidir.

Burada - ifadesi azalan olup y; (t) ¢6ziimii siniis ve kosiniis fonksiyonlarini

Teorem 3.1.4.1 geregi (v = % nv = 4n.% = Zn) (5.1) denkleminin 2n tane lineer

bagimsiz ¢oziimii vardir.Bu ¢oziimler

Yi+1(®) = DIy, (¢), j=012,...,2n—1
seklindedir.
Jj = 0igin (5.15)’den
4n 1 k
91O = D An ) S4B (~5,5%) (5.23)
m=1 k=0
j= 1li¢in
y2(8) = Dy () = Z Z EDE(~5,53) (5:24)
j = 2i¢in
y3(®) = D2y () = Z Z HD2E, (3, 5%) (5.25)
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j = n—1i¢in

1
k
Y0 = D"y () = ) A ) SEHEDMIE(=5,55)
m= =0
olur.(2.32) den faydalanarak (5.26) denklemi

n = 2igin

n-2 +k—(n-1)

yn(t)—z Zlk(s“““E( S)+Z st

=r (- +k+1—(n—1))

seklinde yazilir. Buradan

n-2

Vu (£) Z Z 1- k(SZn 2p (__ Srzn)+z Zk t2

= +2—n)

-n

olur. Bu esitlik diizenlendiginde

n-2 k

an
1
() = Y Alsn(E E 0, 530) + S5 Ee (5, 53] + ) —
m=1 k=or(§+2—n)

elde edilir.

(5.27) denklemi E; ve Erf fonksiyonlarmin (2.21) ve (2.27) 6zellikleri

kullanilarak diizenlenirse

4n n-2 k
1 t=1/2 sak g2t
v, () = Z A [sElesht 4 s2n-2s2 | (ESTZ”) + N 1+ Z —rln{
m=1 T k=ol 5 + 2 - n)
elde edilir. (2.26)’ dan (5.28)
n -1/2 z 2k t§+1

t s -
W®= ) Anlsiite ™ + PRI (SOM £ ]+ ) 7("‘
VA

m=1 k=0 r
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dir. Bu esitlik diizenlenirse

t72 - SZk t2+1 n
Y (6) = Z Am[s2- 1e5mt(1+Erf(smtz)+ =t Z (5.30)

( +2—n)

olur. (2.43) ve (2.44) den, (5.30)

n , 1
yo(t) = Z [s2ileSmtErfo( —spt2) |+ —=+ (5.31)

halini alir. (5.14) den 0 < A < 4, i¢in tim koklerins = a + ib (a # 0,b # 0)
seklindedir. (5.31) de yerine yazildiginda

k
. t 2 SZk t§+1—n

Yalt) = ) [S51e @ Erfe(=5,t77) + <=+ )y 2
m=1 T 4= F(§+2—n)

olur ve bu esitlik diizenlendiginde

4n 1 n-2
0

4n
52kt2+1 n

1
Y, = Z[SZ" tg(a? bz)t(Cos(Zabt) + iSin(2abt))Erfc(=Sput'/?) + t—2+27 (5.32)
m=1 T[ k=0 r (2 + 2— l’l)

son halini alir.

(5.32) de

ifadesi azalan olup, n > 2 igin tiim y,,(t) ¢oziimleri salmimli olur. (5.22) ve (5.32)
den goriilecegi gibi ele aldigimiz (5.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir. Ayrica

|b| > |a| olmasi durumunda soniimliidiir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda oncelikle kesirli hesaplar ve kesirli mertebeden diferensiyel
denklemlerin ¢oziimleri hakkinda bilgi verilmistir. Ardindan literatiirde yer alan Bagley-
Torvik denklemlerine ait calismalardan yola c¢ikarak tezin orijinal bdlimi

olusturulmustur.Bu boliimde Bagley-Torvik denklemlerinin daha genel bir durumu olan
[D*™ + ADV/2 + ply(t) = 0

kesirli mertebeden diferensiyel denkleminin ¢éziimlerinin belirli sartlar altinda daima

salinimli oldugu sonucuna ulagilmistir.

Bu calismada elde edilen sonuclar, daha farkli kesirli mertebe iceren diferensiyel
denklemlerin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin davraniglarinin incelendigi calismalarda
kullanilabilir. Bunun yani sira kesirli mertebeli fark denklemleri ve kesirli mertebeli
kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin davranislarini incelemede de yol

gosterici olabilir.
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