1. GIRIS
Son zamanlarin dikkat ¢eken yeni c¢aligmalarindan birisi de zaman skalasi
teosidir. Zaman skalas1 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan ortaya atilmigtir.
Stefan Hilger diskret analiz ile siirekli analizi bir ¢at1 altinda birlestirmek
amaciyla bu teoriyi ortaya atmistir. Bunun i¢in de her ikisini kapsayan bir
kiime almigtir ve bu kiimeye zaman skalasi demistir. Daha sonra da ¢rnek-
lerde gorecegiz ki zaman skalasini reel sayilar aldigimizda siirekli analiz ile,
tam sayilar aldigimizda ise diskret analiz ile cakismaktadir.
Reel sayilarin bostan farkl kapali alt kiimesine zaman skalasi denir ve T ile
gosterilir. R, Z, N, Ny, Cantor kiimesi gibi R nin kapali alt kiimeleri birer
zaman skalasidir. Fakat, Q, R/Q, C, (0,1) birer zaman skalas1 degildir.
Hemen aklimiza neden “kapali alt kiimeler” diye bir soru gelebilir. Bunun
sebebi reel sayilarin agik alt kiimelerinin yigilma noktalarimin hepsini iger-
memesidir.
Stirekli analizdeki ve diskret analizdeki hemen hemen her sey ¢rnegin siireklilik,
tiirev, integral, sinir deger problemi ve tiimevarim gibi kavramlar zaman
skalasinda tekrar tanimlanmigtir. Buradan da anlasilacag: gibi zaman skalasi
bildiklerimizi daha genele tagimistir. Yani zaman skalasinda T = R ve
T = Z birer 6zel haldir. Kisaca sigrama operatorlerinin tanimlar: ile bu
durumlar1 orneklendirebiliriz. T bir zaman skalas1 olsun. ¢ : T — T bir
operator ve t € T, t < maxT igin o(t) := inf{s € T:s >t} ile o ileri
sigrama operatorii tanmimlanir. p : T — T bir operator ve ¢t € T, ¢ > min T
icin p(t) :==sup{s € T : s < t} ile p geri sigrama operatorii tamimlanir. Eger
t < o(t) ise t noktasina sag-yayilmig nokta, eger o(t) = ¢ ise ¢ noktasina sag-
yogun nokta, eger p(t) < t ise t noktasina sol-yayilmig nokta, eger p(t) =t
ise t noktasina sol-yogun nokta denir. Eger burada ozel olarak; T = R
alinirsa, her ¢t € T igin o(t) = t = p(t) olur. Diger yandan, her ¢t € T igin
T = Z ahmirsa, o(t) =t + 1 ve p(t) =t — 1 olur.

Zaman skalas1 diferensiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi



saglar. R de tanimh diferensiyel denklemler veya Z de tanimh fark den-
klemleri i¢in bir sonu¢ vermek yerine, reel sayilar kiimesinin kapali bir alt
kiimesi olan T zaman skalasinda tanimlanan genel bir dinamik denklem goz
oniine alinabilir. Bu nedenle zaman skalasi sadece R ve Z icin degil aym
zamanda miimkiin diger uzaylar i¢in de sonug¢ verme imkani saglar. Son
zamanlarda ¢"° da tamimlanan ¢-fark denklemlerine dikkat cekilmistir.
Dinamik denklemler tizerine odaklanmig olan zaman skalasi ¢aligmalarinin
¢ogunda, baslangi¢ deger problemlerini ¢cozmek icin Laplace doniisiimii metodu
kullanilmigtir. 7 icin Z-doniisimii ile R icin Laplace doniigiimii Hilger
tarafindan zaman skalasinda ortak bir doniisiimle birlestirilmistir. Fakat bu
doniisiim cok 6zel zaman skalalar: icin gecerlidir. Bu zaman skalalarim kul-
lanmak oldukga zordur. Daha sonra M. Bohner ve A. Peterson bu déniigtimii
geligtirerek zaman skalalarinda daha genis kullanim alanlar1 saglamiglardir.
M. Bohner ve G. Guseinnov, zaman skalasinda genellestirilmis integraller
ve iki kath integraller iizerinde yapmig olduklar1 tanimlamalarla bu alanda
calisma imkaninmi genigletmiglerdir.

Integral esitsizlikleri analiz ve uygulamalarinda énemli bir rol oynar. Bu
integral egitsizliklerinden biri de Hardy integral esitsizligidir. M. Bohner
ve A. Peterson tarafindan baz temel integral egitsizliklerinin zaman skalasi
versiyonlari elde edilmistir. Zaman skalasinda elde edilen Gronwall, Holder,
Minkowski, Jensen, Opial ve Lyapunov esitsizlikleri dinamik esitsizlikler
baglig1 altina alinmistir. Bu egitsizliklerle ilgili zaman skalasinda bir ¢ok
calismalar yapilmigtir.

Hardy integral esitsizligi analiz ve uygulamalarinda ¢énemli bir role sahip-
tir. Hardy integral esitsizligi, 1920 yilinda G. H. Hardy tarafindan ifade
ve ispat edilmistir. Zaman skalasinda Hardy integral esitsizligi, Pavel Re-
hik tarafindan 2004 yilinda ispatlanmis ve ayni zamanda bu esitsizligin
yari-lineer dinamik denklemlere uygulamalar1 verilmistir. Ozellikle 1988

yilindan sonra Hardy integral esitsizligi ile ilgili calismalar yogunlagmistir.



B. Yang tarafindan Hardy integral egitsizliginin yeni genellestirmeleri elde
edilmistir. 2003 yilinda, A. Cizmesija, J. Pecari¢ ve L.-E. Persson tarafindan
kuvvetlendirilmis Hardy integral esitsizligi ifade ve ispat edilmistir.

Bu calismada zaman skalasinda kuvvetlendirilmis Hardy integral esitsizligi
ifade ve ispat edildi. Ayrica 2005 yilinda S. Kaijser tarafindan ifade ve
ispat edilen n -boyutlu Hardy integral egitsizliginin zaman skalas1 versiyonu
2-boyutlu olarak; 2006 yilinda L. Bougoffa tarafindan elde edilen birden
fazla fonksiyon iceren Hardy integral esitsizligi zaman skalasinda ifade ve
ispat edildi.

Tezin son boliimiinde ise zaman skalasinda Young, Holder, Minkowski, Jensen
egitsizlikleri ilk olarak V-tiirev, daha sonra ¢,-tiirev kullanarak elde edildi.
Qq-tiirev, A ve V tiirevlerin lineer kombinasyonu olarak tanimlanmigtir.
Dolayisiyla {,-tiirev kullanarak elde edilen Young, Holder, Minkowski, Jensen

esitsizlikleri zaman skalasinda yeni genellestirmelerdir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, ¢aligmamiz igin gerekli olan tanimlar, teoremler, baz esitsiz-
likler ve temel 6zellikler verilecektir.
Tanmim 2.1: Reel sayllarin bos olmayan kapali bir alt kiimesine zaman
skalasi denir ve T ile gosterilir.

Tanim 2.2: T bir zaman skalasi olsun. ¢ € T igin
o(t):=inf{s € T:s>t}

sekinde tanimli o : T — T operatoriine ileri sicrama operatorii denir.

Tanim 2.3: T bir zaman skalasi olsun. ¢t € T icin
p(t) :==sup{seT:s <t}

sekinde tanimli p : T — T operatoriine geri sicrama opetatorii denir.

Tanim 2.4: T bir zaman skalasi olsun. ¢ € T igin

wu(t) :=o(t) —tvev(t) :=t— p(t)

fonksiyonlarina graininess fonksiyonu denir.

Tanim 2.5: Eger o(t) > t ise t noktasina sag-yayilmig nokta, eger p(t) <t
ise ¢ noktasina sol-yayilmig nokta denir. Eger bir nokta hem sag-yayilmisg
hemde sol-yayilmis ise o noktaya izole nokta denir. Eger ¢ < supT ve
o(t) = t ise t noktasina sag-yogun nokta, eger t > inf T ve p(t) = t ise
t noktasina sol-yogun nokta denir. Eger bir nokta hem sag-yogun hem de
sol-yogun ise o noktaya yogun nokta denir. Bu nokta tamimlar1 sekillerle

asagidaki gibi gosterilir.

. t1, sol-yogun ve sag-yogun bir noktadir.
t
° ° 19, sol-yogun ve sag-yayilmig bir noktadir.
ta

° o~ t3, sol-yayilmis ve sag-yogun bir noktadir.
i3



° ° . t4, sol-yayilmis ve sag-yayilmis bir noktadir.
2}

Dolayisiyla t; noktasi yogun, ¢4 ise izole bir noktadir.
Tanim 2.6: f : T — R fonksiyonunun T de sag-yogun noktalarda sag
limiti mevcut, sol-yogun noktalarda sol limiti mevcut ise f fonksiyonuna
diizgiindiir(regulated) denir.
Tanim 2.7: f : T — R bir fonksiyon ve ty € T olsun. Bu durumda t,
sol-yogun noktasinda f nin sol limiti mevcut ve ¢y sag-yogun noktasinda f
siirekli ise f fonksiyonuna t; noktasinda sag-yogun siireklidir denir.
Eger f : T — R fonksiyonu T nin her noktasinda sag-yogun siirekli ise bu
fonksiyona sag-yogun siirekli fonksiyon denir.

Sag-yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
CTd - Crd(T> - Crd(Ta ]R)

ile gosterilir.

Ornek 2.1:

1 1
']I‘::{O}U{—:nEN}U{Z}U{2——:nEN}
n n
olsun. f: T — {0, 1} olmak lizere

b, t#£2
0, t=2

ft) =

seklinde tanmimlansin. Bu durumda f fonksiyonu T nin izole noktalarinda
siireklidir. 0 sag-yogun noktasinmi goz oniine alirsak, 0 noktasinda f fonksiy-
onunun sag limiti mevecut ve f(0) a esittir. Boylece 0 noktasinda f fonksiy-
onu siireklidir. 2 sol-yogun noktasinda ise f fonksiyonu siirekli degilken 2
noktasinda f fonksiyonunun sol limiti mevcutur. Dolayisiyla f fonksiyonu
siirekli olmamasina ragmen sag-yogun siireklidir.

Tanmim 2.8: T* kiimesi

T T—{m}, eger T sol-yayilmig maksimum m noktasina sahipse,
' T, diger durumlarda



seklinde tanimhdir.

Baz1 fonksiyonlarin zaman skalasi tiirevi, tiim zaman skalalar tizerindeki
her noktada ¢zellikle zaman skalasinin sonlu en kiigiik tist sinir noktasinda
tanimhi olmayabilir. Bununla birlikte, T" nin tiim noktalarinda zaman
skalasi tiirevi tanimhidir. Asagidaki tanimda zaman skalasinda tiirev icin
T" kiimesine ihtiyacimiz oldugunu gorecegiz.

Tanim 2.9: f : T — R bir fonksiyon ve ¢ € T* olsun. Bu durumda her
e > 0igin 0 > 0 olmak iizere ¢ nin bir U = (t —d,t+9) N T komgulugundaki

her s elemani i¢in

[f(o() = f(s) = fADo(t) = s]| < elo(t) — 5|

olacak sekilde bir f2(¢) sayis1 mevcut ise bu sayiya f fonksiyonunun ¢ nok-
tasindaki delta tiirevi(A-tiirevi) denir. Bununla beraber, her ¢t € T" igin
fA(t) mevcut ise f ye T* da diferensiyellenebilirdir denir. f& : T*— R
fonksiyonuna f nin T* daki A-tiirevi denir.

Ornek 2.2: Eger f : T — R fonksiyonu her t € T icin f(t) = ¢? ile tanimh
ise fA(t) =t + o(t) dir. € > 0 igin, her s € (t — &, + €) olmak tizere

[flo(t) = f(s) = fADo(t) —s]| < |(0%(t) = %) = (t +a(t)(a(t) — 5)]
= (o) = 9)lo(t) + s = (t+ o(t))]
< (o) = s)[]s =t <elo(t) — s

yazilir.

Teorem 2.1: f : T — R bir fonksiyon ve t € T" olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir.

. Eger f fonksiyonu t noktasinda A-diferensiyellenebilir ise f fonksiyonu ¢
noktasinda siireklidir.

1. Eger f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢t noktasi sag-yayilmis nokta

ise f fonksiyonunun ¢ noktasindaki A-diferensiyeli



dir.
1i1. Eger t sag-yogun nokta ise f fonksiyonunun ¢ noktasinda A-diferensiyellenebilir

olmasi icin gerek ve yeter sart

L FB = £5)

s—t t—s

limitinin mevcut ve sonlu olmasidir. Bu durumda bu limit f2(¢) esittir.

iv. Eger f, t noktasinda A-diferensiyellenebilir ise

Flo(®) = f(t) + p(t) f2(1)

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].
Teorem 2.2: f g : T— R, t € T" noktasinda A-diferensiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. Bu durumda;

i. f+¢g:T — R toplami ¢t noktasinda A-diferensiyellenebilirdir ve

(f+9)% () = F2(0) + g°(1)

dir.

1. a € Ricin af : T — R, t noktasinda A-diferensiyellenebilirdir ve

(af) (1) = af2(t)

dir.
iit. fg: T — R ¢arpim ¢t noktasinda A-diferensiyellenebilirdir ve

(f9)™ (8) = fA()g(o (D) + F(D)g° () = fA(D)g(t) + f(a(t)g™ (1)

dir.
iv. Eger g(t)g(o(t)) # 0 ise z, t noktasinda A-diferensiyellenebilirdir ve
g

S W) T FHg° )
( ) O = o)

g
dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].



Teorem 2.3: g : R — Rsiirekli, g : T — R, T* iizerinde A-diferensiyellenebilir ve f :
R — R siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda [t, o(%)]

reel araliginda

I

(fog)2(t) = f(9(c)g>(2)
olacak sekilde bir ¢ sayis1 mevcuttur [Bohner M. ve Peterson A. 2001].
Teorem 2.4: f:T — Rve g: T — T iki fonksiyon olsun. Bu durumda;
i. Eger f siirekli ise sag-yogun siireklidir.
1i. Eger f siirekli ve g diizgiin ise f o g diizgiindiir.
vit.Eger f siirekli ve g sag-yogun siirekli ise f o g sag-yogun siireklidir
[Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Tanim 2.10: T, kiimesi

T T—{m}, eger T sag-yayilmig minimum m noktasina sahipse,
' T, diger durumlarda

seklinde tanimhidir.
Tanim 2.11: f : T — R bir fonksiyon ve t € T, olsun. Bu durumda her
e > 0ig¢in 0 > 0 olmak iizere ¢ nin bir U = (t —0,t+ ) N T komgulugundaki

her s elemani i¢in

[F(p(t) = f(s) = [Y(O)p(t) = s]| < elp(t) — s

olacak sekilde bir fV(t) sayis1 mevecut ise bu sayiya f fonksiyonunun ¢ nok-
tasindaki nabla tiirevi(V-tiirevi) denir. Bununla beraber, her ¢ € T, igin
fY(t) mevcut ise f ye T, da diferensiyellenebilirdir denir. fV : T,— R
fonksiyonuna f nin T, daki V-tiirevi denir.

Teorem 2.5: f : T — R bir fonksiyon ve t € T, olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir.

1. Eger f, t noktasinda V-diferensiyellenebilir ise f, ¢ noktasinda siireklidir.
1. Eger f, t noktasinda siirekli ve ¢ noktasi sol-yayilmis nokta ise f in ¢

noktasindaki V-diferensiyeli



dir.
1i1. Eger t sol-yogun ise f fonksiyonunun ¢ noktasinda V-diferensiyellenebilir

olmasi icin gerek ve yeter sart

NGRSO

s—t t—s

limitinin mevcut ve sonlu olmasidir. Bu durumda bu limit fV(¢) esittir.

w. Eger f, t noktasinda diferensiyellenebilir ise

Flp(t)) = f(t) + ()Y (1)

dir [Atict F.M. ve Guseinov G.Sh. 2002].
Teorem 2.6: f,g : T— R, t € T, noktasinda V-diferensiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. Bu durumda;

i. f+g: T — R toplami ¢t noktasinda V-diferensiyellenebilir ve

(f+9)7 @) =Y +3g"(t)
dir.
1. € Ricin aof : T — R, ¢t noktasinda V-diferensiyellenebilir ve
(af)7 () = af¥ (1)
dir.
19i. fg: T — R carpimi t noktasinda V-diferensiyellenebilir ve
(f9)¥ (1) = F¥(0)g(p()) + F(£)g7 (t) = ¥ (D)g(t) + f(p(t)g" (1)

dir.
iv. Eger g(t)g(p(t)) # 0 ise i, t noktasinda V-diferensiyellenebilir ve
g

N o e + f0gT ()
<g) 0 = = 09k

9



dir [Atic1 F.M. ve Guseinov G.Sh. 2002].
Teorem 2.7: Eger f : T — R fonksiyonu T* iizerinde A-diferensiyellenebilir
ve f2, T* iizerinde siirekli ise f fonksiyonu T,, tizerinde V-diferensiyellenebilir
ve her t € T, igin

FY() = f2(p(t)
yazilir [Atict F.M. ve Guseinov G.Sh. 2002].
Teorem 2.8: Eger f : T — R fonksiyonu T}, iizerinde V-diferensiyellenebilir
ve fV, T, iizerinde siirekli ise f fonksiyonu T* iizerinde A-diferensiyellenebilir
ve her t € T" i¢gin

o) =Y (e(t)
yazilir [Atict F.M. ve Guseinov G.Sh. 2002].
Tanim 2.12: T bir zaman skalasi, f fonksiyonu T iizerinde A ve V diferen-
siyellenebilir olsun. Bu durumda 0 < a < 1 olmak iizere, t € T igin ()

diamond-« dinamik tiirev

for(t) = af®(t) + (1 - a) fV(t)

seklinde tamimhidir [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M. 2006].
Boylece f fonksiyonunun diamond-a dinamik diferensiyellenebilir olmasi
icin gerek ve yeter sart, f fonksiyonunun A ve V diferensiyellenebilir ol-
masidir. a = 1 i¢in diamond-« dinamik tiirev standart A-tiireve, a = 0
i¢in standart V-tiireve doniigiir. « € (0, 1) i¢in diamond-« dinamik tiirev
"agirlikli dinamik tiirev" i gosterir.

Teorem 2.9: f g : T — R fonksiyonlar1 ¢ € T noktasinda diamond-«
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

i. f+g¢g:T — R fonksiyonu t € T noktasinda diamond-« diferensiyel-

lenebilir ve
(f+g) () = [ (t) + g7 (t)

dir.

10



1. ¢ herhangi bir sabit olmak tizere, cf : T — R fonksiyonu ¢ € T noktasinda

diamond-« diferensiyellenebilir ve

(cf)*(t) = cf*(#)

dir.
iit. fg: T — R fonksiyonu ¢t € T noktasinda diamond-« diferensiyellenebilir

ve
(fg)°(t) = f*(£)g(t) + af7 ()9 (t) + (1 — a) f*(t)g" (t)

dir.

iv. Eger g(t)g(o(t))g(o(t)) # 0 ise 5, t noktasinda o,diferensiyellenebilir ve

i . — 1 Oa o P(t) — o f° P A
(5)" 0= e U 0 000 — a0 (@)

—(1—a)f*(t)g’(t)g" (t))
dir [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M. 2006].
Tanim 2.13: a, b € T ve a < b olmak iizere T bir zaman skalasi olsun.
[a, b] aralig
a=ty<t1<...<t,=0b, t;€T
ozelligini saglayan ty,ts,...,t,_1 noktalar1 yardimiyla n tane alt araliga

bolelim.

P = {to,tl,tg, N ,tn}

kiimesine [a, b] araligimin bir pargalanmasi denir.
[to,t1) N, [t1,t2) N'T, ... [tneaytn1) NT, [ty_1,t,]NT

araliklarina [a, b))NT nin P parcalanmasina karsilik gelen alt araliklar: denir.
Bu parcalanmalarin siifi p(a, b) ile gosterilir.

Tanim 2.14: § > 0 olsun. (t;_1,%;)NT # 0 olmak tizere heri € {1,2,...,n}
icin

ti—ti-1 <0

11



isea =1ty <ty <...<t,=bileverilen P € p(a,b) parcalanigi 6-parcalanisi
olarak adlandirilir. Bu pargalanig os(a,b) ile gosterilir.
Tanim 2.15: f : [a,b] N T — R sinwrh bir fonksiyon ve P € p(a,b) olsun.

ti1 < 1; <t; olmak iizere 7; € T icin

S = Zf(ri)(ti — ;1)

toplamina P ye karsilik gelen Riemann A-toplami denir.
£ >0 igin
IS—1I|<e
olacak sekilde 0 > 0 vardir 8yleki herhangi bir P € p(a,b) ye kargilik gelen
f nin Riemann A-toplamu igin I mevcut ise, f fonksiyonu [a, b] araliginda

Riemann A-integrallenebilirdir. f fonksiyonu [a, b] araliginda Riemann A-

/b F(t)At

Tanim 2.16: f : T — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her ¢ € T*

integrali

seklinde tanimlanir.

icin F2(t) = f(t) olmak {izere F' : T — R fonksiyonuna f fonksiyonunun

A-integrali denir ve t € T icin

seklinde gosterilir.

Ornek 2.3: a,beTvel<a<b< oo olmak lizere T bir zaman skalasi

Vef:THR,f(t):ﬁ

bir fonksiyon olsun. Bu durumda

b
/ At 1
to(t)  t

dir.

12



Teorem 2.10: Eger f : T — R sag-yogun siirekli bir fonksiyon ve t € T"

a(t)
/ F()AT = u(t) (1)

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

ise

Teorem 2.11: Eger a,b,c € T, a € Rve f,g: T — R sag-yogun siirekli

fonksiyonlar ise
b

A CEYOINE / F()at+ / gH)At

a

i /baf(t)At:a/bf(t)At
/f /(t)At
/f DAL = /f At+/f

/ F(o ()g> (DAL = (f9)(B) — (fg)(a) - / FA (g (AL

/ FOS D = (F9)(B) - (F9)a) ~ [ FA()glo (1)

a

vii. /f(t)At:O

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].

Tanim 2.17: f : T — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her ¢ € T,
i¢cin FV(t) = f(t) olmak {izere F' : T — R fonksiyonuna f fonksiyonunun

V-integrali denir ve her ¢t € T i¢in

ile gosterilir.

13



Teorem 2.12: Eger f : T — R sol-yogun siirekli bir fonksiyon ve t € T,
ise

/ F(7)VT = () £(2)

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].
Teorem 2.13: Eger a,b,c € T, « € Rve f,g: T — R sol-yogun siirekli

fonksiyonlar ise
b b b

i [ )+ 0] ve = / fove+ [gove

a a

b

1. /&f )Vt = a/f

i1 /f —Cb/f(t)Vt |

i, / F(O)VE = / £Vt + / F6)Vt
/ F(o (£)g% (V= (Fg)(b) / 0

/ FOgT OV = (f9)(5) — (fg)(a) - / 7 (Dglp ()Y

m’z’./f(t)Vt — 0

dir C[lBohner M. ve Peterson A. 2001].

Teorem 2.14: ~ : T — R artan bir fonksiyon ve T = ~(T) bir zaman
skalasi olsun. T iizerinde tanmimh delta tiirev A ile gosterilsin. Kabul edelim
ki T nin her sonlu araliginda f : T — R fonksiyonu A-integrallenebilir,
~ fonksiyonu A-diferensiyellenebilir ve 42, T nin her sonlu alt araliginda

A-integrallenebilir olsun. Bu durumda f 7® A-integrallenebilir ve a,b € T
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icin

b v(b)
[ron2wne= [ (1o (95s
a v(a)

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].
Tanim 2.18: a,t € T, ve h : T — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda
0 < a <1 olmak iizere, h nin a dan ¢ ye diamond-« integrali

t t t

/h(T)oaT - a/h(T)AT +(1—a) / h(r)Vr

dir.
Qq-integral, A ve V integrallerin lineer birlesimidir. Burada dikkat edilme-

lidir ki ¢ € T i¢in
. Oa

/ W)0ur | = hit)

a

esitligi gegerli degildir [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M.
2006].

Teorem 2.15: a,b,t € T ve ¢ € R olsun. Bu durumda
t

i T + ()] Oar = [ F0)0ar + [ g(r)0ur,

a
t t

ii. [cf(T)0ar =c [ f(T)0aT,

a a
a

ii. ftf(T)OaT =~ [ f(1)0ar,

t

. ftf(r)oar = fbf(T)OaT—i-bftf(T)OaTa

v. [f(1)0ar =0
dir [%heng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M. 2006].
Teorem 2.16: T7 := T"NT, olsun. Bu durumda ¢ € T% ve f,g: T — R

fonksiyonlar olmak tizere
o(t

)
i tf f(7)0at = pu(t) (af(t) + (1 — ) f7(t)),

ii. [ f(7)0at = v(t) (af?(t) + (1 — @) f(1))

p(t)

15



dir [Sheng Q., Fadag M., Henderson J. ve Davis J.M. 2006].

Tanim 2.19: T; ve T, zaman skalalar1 verilsin.
o(z) :=inf{s€Ty:s>za} ver(y) :=inf{t € Ty:t >y}

sekinde tamimh o : T;— Ty ve 7 : Ty— Ty operatorlerine ileri sicrama
opetatorleri denir [Ahlbrandt C. D. ve Morian C. 2002].

Tanmim 2.20: a,b € Tyve ¢,d € Ty olmak iizere T; ve Ty zaman skalalar
verilsin. R = [a,b) X [¢,d) = {(t,s) : t € [a,b), s € [c,d)} seklinde tanimh R
C Ty x Ty bolgesine bir dikdortgen bolge denir [Ahlbrandt C. D. ve Morian
C. 2002].

Tanmim 2.21: f: T; x Ty — R bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0 i¢gin ¢;

in bir Uy, komsulugundaki her s € Uy, i¢gin

|[F(o1(t1),t2) = [(s,12) = f2H (tr, 12) (01 (t2) — 5)| < e lon(ts) — s

olacak sekilde bir f21(t1,t,) sayis1 mevcut ise bu sayiya f fonksiyonunun
(t1,t5) € Ty x Ty noktasinda A; kismi tiirevi denir.

Eger her € > 0 i¢in t5 in bir U;, komsulugundaki her [ € U, icin

| f(tr, 0a(t2)) — f(t1,1) — [22(tr, t2) (02(t2) — )| < €oa(tz) —

olacak sekilde bir f22(t1,t,) sayis1 mevcut ise bu sayiya f fonksiyonunun
(t1,t3) € Ty x Ty noktasinda A, kismi tiirevi denir [Ahlbrandt C. D. ve
Morian C. 2002].

Tamim 2.22: f: T; x Ty — R bir fonksiyon olsun. Eger her oy € Ty i¢in
f(aq,ts) fonksiyonu Ty de sag-yogun siirekli ise, f fonksiyonu ¢, noktasinda
sag-yogun siireklidir. Eger her as € Ty igin f(t1, ae) fonksiyonu T de sag-
yogun siirekli ise, f fonksiyonu t; noktasinda sag-yogun siireklidir.

Tanim 2.23: T x Ty iizerinde tamimli f(¢1,t5) fonksiyonlarimin simifi CC,4
ile gosterilir ve f(t1,t2) fonksiyom agagidaki tzellikleri saglar:

i. f fonksiyonu t; noktasinda sag-yogun siireklidir.

ii. f fonksiyonu ¢ noktasinda sag-yogun siireklidir.
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i1i. T1 ve Ty sag-yogun veya maksimum noktalar olmak iizere, eger (xy, z5) €
T, x Ty ise f fonksiyonu (z1,x2) noktasinda siireklidir.
iv. Eger x; ve xo noktalarmin her ikiside sol-yogun noktalar ise (z1,x2)

noktas1 (¢1,%2) noktasia yaklagirken f(t,t5) fonksiyonunun limiti
RLL(.I'l,J]Q) = {(tl,tg) 1t € [(I,Jfl] NTy, ty € [C, ZEQ] N Tg}

bolgesinin herhangi bir kisminda mevcuttur.
Tamm 2.24: f: R C Ty x Ty — R bir fonksiyon, A®! = f, B*? = A ve

(BA2)Al = f olsun. Bu durumda a <t < b ve ¢ < s < d olmak iizere

[ [f(t, s)AtAys = [(A(b,s) — A(a, s)) Ags

= B(b,d) — B(b,c) — B(a,d) + B(a,c)

O —na,

dir [Ahlbrandt C. D. ve Morian C. 2002].
Tanim 2.25: f: R C T; x Ty — R bir fonksiyon, C22 = f, DA = (' ve

(DAl)Az = f olsun. Bu durumda a <t < b ve ¢ < s < d olmak iizere

/

0 —a.

f(t, s)AgsAgt = fb(C’(t,d) — C(t,c)) Ass
= D(b,d) — D(a,d) — D(b,c) + D(a,c)

dir [Ahlbrandt C. D. ve Morian C. 2002].
Teorem 2.17: f simurh ve R = [a,b) X [¢,d) de delta integrallenebilir bir

d
= /f(t, $)Ags

integrali mevcut olsun. Bu durumda

fonksiyon ve her ¢ € [a,b) igin

b

b d
JI)A it = [At [ f(t,s)Ass
integrali mevcuttur ve

JIf(t,9)AtAgs = fbAlt]if(t,s)Ags
R a

C

17



esitligi saglanir.

Burada t ve s nin rolleri degistirilebilir. Bu durumda her s € [c, d) i¢in

b

K(s) = / F(t5) At

a

integrali mevcuttur. Boylece

d d b
JK(s)Ass = [Ags [ f(t,8)Aqt

ve
d b
JIf(t s)AtAys = [ Ags [ f(t,5) At
R c a

dir. Dolayisiyla

b d d b
J At [ f(t,s)Aas = [DAgs [ f(t,s)Art

elde edilir [Bohner M. ve Guseinov G. Sh. 2005].
Teorem 2.18: f: R C Ty x Ty — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda iki

kath integraller i¢in kismi integrasyon formiilleri

T 1 £(0 (1), )9 (t.5) Art s

f}fAl t,s)g(t, s)Ay tAgs—i—ff (b, 5)g(b, s)Ags — ff(a,s)g(a, s)Ays

(
= —fbfdeQ(t s)g(t, s)A2sA1t+ff (t,d)g(t,d) At — fbf(t,c)g(t,c)Alt

seklindedir [Ahlbrandt C. D. ve Morian C. 2002].
Teorem 2.19: f ve g siurh, R = [a,b) X [c,d) de delta integrallenebilir
fonksiyonlar olsun. Bu durumda «, 5 € R olmak iizere o f + Sg fonksiyonu

da R bolgesinde delta integrallenebilirdir ve

/ / @ f(t5) + Bt )] ArtAgs — a / / (8 $) Ayt Agst 3 / / gt ) Ayt Ags

18



yazilir.

Eger f ve g smurh, R = [a,b) X [¢,d) de delta integrallenebilir fonksiyonlar
ise fg carpimida R de delta integrallenebilirdir [Bohner M. ve Guseinov G.
Sh. 2005].

Teorem 2.20: R = [a,b) X [c,d) dikdirtgen bolgesi Ry = [a1,b1) X [c1,dy)
ve Ry = [ag, bs) X [cg,ds) gibi iki dikdotrgen bolgenin birlegimi olsun. Bu
durumda f fonksiyonu R; ve R, iizerinde delta integrallenebilir ise f fonksiy-

onu R de delta integrallenebilirdir ve

4/f(t,S)A1tA25 = é/f(t,s))AltAﬁ + R[2/ F(t, ) ArtAas

yazilir [Bohner M. ve Guseinov G. Sh. 2005].
Teorem 2.21 (Jensen esitsizligi): a,b € T ve ¢,d € R olsun. Eger
g : [a,b] — (¢, d) fonksiyonu sag-yogun siirekli ve F': (¢,d) — R fonksiyonu

stirekli ve konveks ise

Foar) [ F () ar

FleEe |<+r
b—a - b—a

dir [Bohner M. ve Peterson A. 2001].
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3. HARDY INTEGRAL ESITSiZLIKLERI

Bu boliimde zaman skalasinda Hardy-Knopp tipli integral esitsizligi ve 2-
boyutlu Hardy-Knopp tipli integral esitsizligi elde edilmistir. Daha sonra
zaman skalasinda birden fazla fonksiyon igeren Hardy integral esitsizligi
ifade ve ispat edilmigtir. Bu boéliimde verilecek sonuglar1 ifade etmeden
once Hardy integral esitsizliklerini kisaca tanitalim.

G. Hardy 1920 yilinda agagidaki e@itsizligi vermigtir.

Egera>0,p>1, f(z )>0ve0<ffp )dx < oo ise,

P o0
P21 ar < () s (31)
dir. 1925 yilinda ise a§a§1daki esitsizligi ifade ve ispat etmigtir.
Eger p > 1, f(z )>0ve0<ffp Jdx < oo ise,

f[ T 1 dtrdx < (p 1) ffp (3.2)

0

Burada <[%>p sabiti miimkiin olan en iyi sabittir.

Hardy integral esitsizligi olarak adlandirilan bu esitsizlik {izerine bir c¢ok
calismalar yapilmig ve yeni genellestirmeleri elde edilmistir.

Bu ¢alismalardan biri de Kaijser tarafindan yapilmistir. f pozitif fonksiyon

ve @, (0, 00) tizerinde tanimli konvesk fonksiyon olmak iizere,

f@( J o )d— < Jouun s (33

x
dir. Bu esitsizlik Hardy-Knopp integral esitsizligi olarak adlandirilmig ve
Hardy integral esitsizliginin Hardy-Knopp integral esitsizliginin bir 6zel du-
rumu oldugu ifade edilmigtir. Burada 6zel olarak ®(u) = u? segilirse, Hardy

esitsizliginin bir 6zel hali
© /1 = p dx 0o
F(2froa) % < Frmp-t, 3.4
0 \To L 0 xr

seklinde yazilir. g(z) = f(z'7 ):1: » olmak {izere (3.4) egitsizligi

ﬂ T g dt] v < (4 )fgp Yz, p > 1, (3.5)

0
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seklinde yeniden ifade edilebilir.

Daha sonra Cizmesija tarafindan kuvvetlendirilmis Hardy integral isitsizligi

agagidaki sekilde ifade edilmigtir.

Kabul edelim ki 0 < b < oo ve (0, b) arahiginda tanimh yerel integrallenebilir
u(z)

r — =z fonksiyonu icin u : (0,b) — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

Ayrica v fonksiyonu

b

o(t) = t/ “if)dx, t € (0,b)

t

seklinde tanimlansin. Bu durumda —oo < a < ¢ < oo olmak iizere, eger P,
(a, c) arahgida tanimh reel degerli konveks bir fonksiyon ise, her x € (0, b)
icin f(x) € (a, ¢) olacak sekilde f : (0,b) — R integrallenebilir fonksiyonlar:

b

fuwe (2] 50a) % < [oe (s (36)

0
esitsizligini saglar. Dolayisiyla (3.6) esitsizligi (3.3) Hardy-Knopp tipli in-
tegral egitsizliginin genellestirilmesidir.
n-boyutlu Hardy-Knopp tipli integral esitsizligi Kaijser tarafindan asagidaki
sekilde ifade edilmistir.
i=1,2,...,n (n € Zy) olmak iizere 0 < b; < 00, —00 < a < ¢ < 00 Ve
®, [a, ] arahginda tamml pozitif bir fonksiyon olsun. Eger ® konveks bir
fonksiyon ise, a < f(z) < ¢ olacak sekilde (0,b) araliginda tanimh her f

fonksiyonu icin

o 0 (3.7)
ng .chp(f(xl, ) (1= 3) . (1 g0 ) ot

dir.
Eger ® konkav bir fonksiyon ise

b1 bn T1 Tn
1 dxq...dxn
[...[® (mlm Off f(tl,...,tn)dtl...dtn) Cltn

0 0 0

b1 bn,
> Of...ofq)(f(xl,...,:z:n)) (1—95—11) (1_95_:) ey,
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dir.

Biz bu esitsizligi keyfi zaman skalalar: tizerinde 2-buyutlu olarak elde ettik.
Birden fazla fonksiyon iceren Hardy integral esitsizligi ise Bougoffa tarafin-
dan 2006 yilinda ifade edilmistir:

a > 0 ve fi, fg, e fn negatif olmayan fonksiyonlar olsun. k£ = 1,2,....n

olmak iizere Fj(t f fr(s)ds geklinde tanimlansin. Bu durumda

P

T(Fl(t)F2<2...Fn(t))ndt _ (np n)pT Dk B
(3.8)

dir. Bu egitsizlik zaman skalasinda boliimiin sonunda ifade ve ispat edilmistir.
Zaman skalasinda Hardy integral esitsizligi ile ilgili ilk caligma 2004 yilinda
Rehsk tarafindan yapimustir. Bu calismada elde edilen sonuc¢ asagidaki

teorem ile verilmigtir.
oo

Teorem 3.1: p > 1 ve negatif olmayan f fonksiyonu i¢in [ (f(s))” As

a

integrali mevcut ve sonlu olsun. F(t) := [ f(s)As seklinde tanmimlanmak

S

iizere f 2 0 ise,

:ﬁ(!:’(g))pm < ( )p:fo )" At (3.9)

dir. Eger t — oo i¢in @ — 0 ise, (p%l)p sabiti miimkiin olan en iyi
sabitttir[Rehdk P. 2005].

Ispat: Kabuledelim ki f(a) > 0 ve p(t) = % olsun. Bu durumda t > a
icin

(@) =25 (@) f = (

(3.10)

yazilir. [(o())"]> = p (n(t))" ' 2(t) olacak sekilde (t) ve 7 (t) arasmda
n(t) meveuttur. u(t)sgnp®(t) = sgn (¢ (t) — p(t)) ve p negatif olamayan
bir fonksiyon oldugundan ¢ > a icin, p (¢ (£))" " 2 (t) > p (n(t))’ " 2 (t) =
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[(¢(t))"]* dir. Bu yaklasim ve (3.10) esitsizligi kullamhrsa

() — L (@ f < = (@) - L (@) (t—a)

= — 5 ((t—a)e

yazilir. Bu esitsizlik her ¢ > a i¢in saglandigindan bu esitsizligin her iki
tarafinin integrali alinirsa,

[y as— I [ fo)as < -2 - a) (o) <0

a

S|

elde edilir. Dolayisiyla t > a i¢cin zaman skalasinda Holder esitsizliginden
t t )
J ()P As < 2B [(7(s))" f(s)As
a a 1

< 2 (Tueras) (Jeeras)

L (3.11)

a
dir. (3.11) egitsizliginin her iki tarafi egitsizligin sag tarafindaki son garpan
ile boliiniir ve p. kuvveti alinirsa, t > «a ic¢in

t

[@ras < () [UEras (312)

bulunur. "<" yerine "<" olmasi ihmal edilirse [ (¢7(t))” At sonlu oldugun-
dan t — oo igin (3.9) esitsizligi elde edilir. f = 0 olmamasi durumunda
(3.9) esitsizliliginin sadece "<" i¢in saglandig1 gosterilmelidir. (3.11) esitsi-

zliginde t yerine oo yazilirsa

sy

(¢(s) As < L:f
< i (Tuoras) (feroras)

bulunur. C' | ¢ ye bagh bir ¢arpan olmak tizere ¢t > a icin f(t) # Cp?(t)
oldugunda yani f? ve (p?)" orantih olmadikca esitsizlik kesin olarak kiigiik-

tiir. Bu durumda C = 1 oldugu gosterilmelidir. Eger a sag-yayilmis ise,




eger a sag-yogun ise,

(@) = p(a) = 2 — tim £(1) = f(a)

t—at — a t—at

dir. f = Cp? ve f(a) # 0 oldugundan C' = 1 bulunur. Bu ise sadece f
fonksiyonunun sabit olmasi ile miimkiindiir. Fakat f fonksiyonunun sifirdan
farkli bir sabit fonksiyon olmasi [ (f(s))” As integralinin yakinsakhg ile
gelisir. Dolaysiyla, (3.11) esitsizliginden (3.12) egitsizliginin elde edildigi
gibi

Freras < o (Juwras) (Jeeras)' e
esitsizliginden (3.9) elde edilir.
t — 00 icin @ — 0 oldugunda (ﬁ)p sabitinin miimkiin olan en iyi sabit

oldugunu gostermek icin a < a’ < b olmak iizere

0 forte€la,d),
f®) =14 (t—a)y™r forteld,b,
0 for t e (b,00),
aliirsa,
00 o(b)
[uwyae= [ 24

ve t € [, b] olmak iizere

Fo@t) = [ f(s)As

elde edilir. Dolayisiyla

m > () [




yazilir. Buradan

(F9) > ()2

dir. Sonug olarak b — oo i¢in 9, — 0 olmak iizere
% Feo p o(b) Fo(t D
(s = T (s
o \o(t)—a t+ p(t

E —)) (t—ta;&mw)p“

—

\\Q“Q\%

t
: 3)p(1ojﬂ(t)1/(t—a)>pAt

) (1=8) [ (F0) A

a

|
/\%@

>
elde edilir. Dolayisiyla 6 > 0 igin

(%) a0 < (o= fuoras

a a

tipindeki herhangi bir egitsizlik f yukaridaki gibi ve b yeterince biiyiik
secilirse saglanmaz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi bizim elde ettigimiz sonuglari goz oniine alalim.

Burada amag¢ Hardy-Knopp tipli integral esitsizliklerini keyfi zaman skalalar
iizerinde ifade etmektir. Bu sonuglar1 elde etmek i¢in Fubini teoreminden
ve Jensen esitsizliginden yararlanilmigtir. Boliimiin son kisminda ise birden
fazla fonksiyon igeren Hardy integral esitsizligi ifade edilmistir.

3.1 Kuvvetlendirilmis Hardy Integral Esitsizligi
a,beTvel<a<b< oo olmak iizere T bir zaman skalasi olsun.

Teorem 3.2: [ %Az delta integrali mevcut ve sonlu olmak tizere, u €
t

Cra(la,b),R) olsun. Ayrica v fonksiyonu

[ )

v(t) = (t—a)/ (x—a)(a(z)—a)Ax’tE la,b)

t

seklinde tanimlansin. Bu durumda ¢, d € R olmak iizere, eger ® : (¢,d) —
R fonksiyonu siirekli ve konveks ise, f(z) € (c¢,d) olacak sekilde her f €
Cra([a,b),R) delta integrallenebilir fonksiyonlar

b o(z) b
[ u(z) (W | f(t)At> Lo [u@d(fa) L (314)

a



esitsizligini saglar.
Ispat: f: [a,b) — R sag-yogun siirekli bir fonksiyon olsun. Jensen esitsi-

zligi ve Fubini teoreminden

b o(z)
fu (m f f(t)At) %

a

elde edilir.
Simdi Teorem 3.1 in baz1 uygulamalarini verelim.

Sonug 3.1: Eger u agirhik fonksiyonu u(z) = 1 seklinde segilirse,

b
xfta)a(t) o =1—3= b<oo

olur. Bu durumda b < oo igin

a

b o(z) b
/e ( — | f(®) )m < JA-Fe(fe) s (3.15)

yazilir. Ayrica b = oo i¢in

se—g

o(x)
@(ﬁ [ f(t)At) Lz < fq> (z)) 2% (3.16)

dir.

Tra integrali

Sonug 3.2: p > 1, f negatif olmayan bir fonksiyon, f fP(x
mevcut ve sonlu olsun. Eger ® konveks fonksiyonu <I>(a7) = 2P geklinde

secilirse, f 22 0 olmak iizere

a a

b o(z) P b
f(ﬁ J f(t)At> Az < [(1 - 2=9) fr(g) A (3.17)

yazilir.
Sonug 3.3: f negatif olmayan bir fonksiyon, f f(x) 2% integrali mevcut ve

sonlu olsun. Eger ® konveks fonksiyonu ®(x ) =e" §ek11nde segilir ve f(x)
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yerine In f(z) yazilirsa, f 2 0 olmak iizere

fexp( f In f(¢) )m - < fbf(a:)ffa; (3.18)

elde edilir.

3.2 2-Boyutlu Hardy Integral Esitsizligi

1. a,b €Ty ve0<a<bolmak iizere T; bir zaman skalas,

1. ¢,d € Ty ve 0 < ¢ < d olmak {iizere Ts bir zaman skalasi,

iti. R=[a,b) x [c,d) ={(t,s):t € [a,b),s € [¢,d)} olmak iizere

R C Ty x Ty bir dikdértgen bolge olsun.

Sonuglarimizi vermeden ¢nce ihtiyacimiz olan agagidaki teoremi ifade ve
ispat edelim.

Teorem 3.3 (Jensen esitsizligi): t,s € R ve —oo < m < n < oo olsun.

Eger f € CCH(R,(m,n)) ve @ : (m,n) — R konveks bir fonksiyon ise,

b d b d
fff t S A tAQS ffq) (f AltAQS
o a c a c

— < (3.19)

b d
ffAltAQS ffAltAQS

dir.
Ispat: @ konveks bir fonksiyon oldugundan her ¢t € (m,n) icin B € R

mevcuttur dyleki zoy € (m,n) igin ®(x) — ®(xy) > f(x — x¢) dir.

b d
[ [ flu,v)Ajulqv

To —

b d
ffAl’lLAz'U
olsun. Boylece
b d b d fbff(u,v)AluAgv
ff(I) AltAQS — <ffA1tA28) (0] acbd—
a ¢ a c J [ Arudgv

a c

afbftb A1tAgs — (ffAltAgs) P (z0)
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{®(f(t,s)) — P(xo)} AtAss

d
J
%
> B[ [ (f(t.s) —x0) AstAys
b d b d
=0 {fff(t,s)AltAgs —xoffA1tA2S}
=0

elde edilir.

Teorem 3.4: f fonksiyonu R C T; x Ty iizerinde integrallenebilir bir
fonksiyon ve —oo < a < f(t,s) < < oo olmak iizere f € CC(R,R)
olsun. Eger ® fonksiyonu («, 5) araliginda tamimh konveks ve pozitif bir

fonksiyon ise,

O ~—nq,
K

b ol2) () AjzA

af OGO af cf F(t,s)Antes | G20 2g
. (3.20)

< [JO(f(t9)) (1 §=2) (1 - 522) gosiees

dir.
Ispat: ® konveks bir fonksiyon olsun. Jensen esitsizligi ve Fubini teore-

minden

Q=

J o(x) (1)
1 A1zAsy
Cf ® ((a(m—a)w(y)—c) f f f (tvS)AltAQS) )0

IA

N
QS/:\
n%{;}\

KA
—~
ii

Ai1xAsy
t, S)) A tAzS) (z—a)(o(z)—a)(y—c)(T(y)—c)

b d
AjzAgy
(f(t.5)) (tf J (x—a)(o(m)—laxyz—c)(dy)—c)) Aitlos

i) (1= 70 aese

Il
S ) S S

0 —a 0 —a O—a
KA KA
[
=
=
—~
—_
|

elde edilir.
Sonug 3.4: p > 1 bir sabit ve f fonksiyonu R de pozitif bir fonksiyon olsun.

Eger ® konveks fonksiyonu ®(u) = u? olarak secilirse, f 2 0 olmak iizere
b d X o(x) 7(y) LA ,
S S— _Aizloy
af f GEEAICmES f f Ft,8)Aithos | 22562
b d (3.21)
—a s—c A1tAos
< afcffp(t’ s) (1 - It)—_a) ( - ch) (t—;)(;—c)'
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dir.
Sonug 3.5: f fonksiyonu R de pozitif bir fonksiyon olsun. Eger & konveks
fonksiyonu ®(u) = e* geklinde segilir ve f(x) yerine In f(z) yazilirsa, f 20

olmak iizere
(z) T(y) AaA
fexp f flnfts)A thas | ooy
<

(ORI nE)
) (3.22)
JFs) (1= 525) (- 28 @iy

8 =

dir.

3.3. Birden Cok Fonksiyon Iceren Hardy Integral Esitsizligi

Bu boliimde amacimiz zaman skalasinda birden fazla fonksiyon iceren Hardy
integral esitsizligini elde etmektir.

Teorem 3.4: a > 0 ve fi, fo,..., f, fonksiyonlar1 negatif olmayan delta
integrallenebilir fonksiyonlar olsun. k = 1,2,...,n olmak iizere, F(t) :=

f fr(s)As geklinde tamimlansin. Bu durumda

Fr(t)Fg(t).. . Fg(t)\" N )
f( (o(t) — ) ) At < (npfn) af(fl(t)+f2(t)+...+fn(t)) At

(3.23)
dir.
Ispat: Jensen esitsizliginden
1 5 Fe()
(Flo(t)Fgg(t) .. Fg(t))ﬁ < k= n'“ (3.24)
yazilir. Buradan
f o B8 529
(Ff(t)F;<t)Fg(t))n S kle )

dir. Esitsizligin her iki tarafi (o(t) — a)” ile boliiniir ve ¢ > a igin integral

alinirsa

o0 o o o % 0 0 p
f(Fl(t>F2<i.).§n<t>> At < L f( b +F<>> At (3.26)

(o(t) —a

a

elde edilir. Esitsizligin sag tarafina (3.9) esitsizligi uygulanirsa,

®(FIOF(1). . F(H)\" ) )
f( (o(t) —a)” ) At < (np n> f(fl()+f2(t)+...+fn(t)) At

bulunur.
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4. DINAMIK INTEGRAL ESITSIiZLIKLERI

Bu boliimde amag; Young, Holder, Minkowski, Jensen esitsizliklerini ilk
olarak V-tiirev, daha sonra {,-tiirev kullanarak zaman skalasinda elde et-
mektir. Young, Holder, Minkowski, Jensen egitsizlikleri Wong tarafindan
A-tiirev kullanilarak elde edilmistir. Dolayisiyla {,-tiirev kullanarak elde
edilen esitsizlikler, Young, Holder, Minkowski, Jensen esitsizliklerinin za-
man skalasinda yeni genellestirmeleridir. Bu boliim boyunca, a < b ve
a,b € T olmak iizere T bir zaman skalas1 olarak alinmigtir.

Teorem 4.1: ;€ CL(T,R) azalan bir fonksiyon ve T =u(T) bir zaman
skalasi olsun. Eger f € Cjq(T,R) ise, a,b € T icin,

b w(b)
/ F @) (2)V = / W)Yy

a p(a)
dir.
Ispat: FV = fuV olsun. fuV sag-yogun siirekli bir fonksiyon oldugundan
[H@Rs @) = [FY(@)vs
= F(b)— F(a)
= (Fop ™) (u®) — (Fopu™)(ua))

1(b) _ N
= ) [0 0w )T )Ty
w(b) =N

= Ef) f )y

“w

elde edilir.

Teorem 4.2: ¢ > 0 olmak iizere, g € Cj4([0,c],R) azalan bir fonksiyon
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olsun. Eger ¢g(0) =0, a € [0,¢] ve b € [0, g(c)] ise,

ab < jg”(x)vm-i-j(g_l)p (y)Vy

dir.

Ispat: p(z) <z ve g~' azalan bir fonksiyon oldugundan

j(gl)p(x)va: > [(¢7Y) (v)Vz

O —c

yazilir. Teorem 4.1. de u(x) = g(x) ve f(x) = z alirsak,

g1(b) (a7 @) b
[ ¢¥(@)aVe = [ g yVy = [(¢7)y)Vy
0 4(0) 0
elde edilir. Buradan
g7'(b) o 1 g '(b)
Of gV (z)zVz = (g(x)z)[] ({ g(p (r))Va

971 (b)
= bg'(b)— [ ¢"(2)Vax
0
yazilir. Bu esitsizlik ile birlikte (4.2) ve (4.3) goz 6niine alinirsa,
a b a
[ @)Vz+ [(g)" (W)Vy = bg ')+ [ ¢°(2)Va
0

0 97 1(b)

elde edilir.

(4.2)

(4.3)

(4.4)

I. Durum : a < g !(b) olsun. Bu durumda g azalan bir fonksiyon oldugun-

dan
_af( ) 9" (z) Vo > _3/; ) 9(p(g~" (b)) Vz
> j()g@—l(b»w
= ab—bg (D)

elde edilir. Bu esitsizlik (4.4) esitsizliginde kullanihirsa
a b
[ 9" @)V + [ (™) ()Vy = ab
0 0

bulunur.
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II. Durum : a > g }(b) ve h = g~ ! olsun. Bu durumda a > h(b) dir. g !

fonksiyonu da azalan olacagindan h~'(a) < b dir. Dolayisiyla I. durumdan,

ab < hp(x)VerOfa(hl)p () Vy

O O —

(67 (2)Va + b/“‘gww

bulunur. I. ve II. durumlar: birlikte gtz 6niine alimirsa, (4.1) esitsizligi elde

edilir.

Sonug 4.1: % + % = 1 olmak tizere, p > 1 ve ¢ > 1 olsun. Eger a > 0 ve
b >0 ise,

< [l ves [ (o) vy (45)
dir.

Ispat: [0, 00) iizerinde g(z) = 27~! ve g~'(y) = y?~ ! olarak alirsak, Teorem
4.2 den (4.5) esitsizligi elde edilir.
Lemma 4.1: m € N ve a bir sabit olsun. Bu durumda;

i. f(t) = (t—a)™ ile tammh f fonksiyonu igin

it. (t—a) (p(t) — a) # 0 olmak iizere, g(t) = (t — )~ ile tamumh ¢ fonksiy-

onu i¢in
m—1 1
v
t) = —
= e =
dir.

Sonug 4.2: i—i—% = 1 olmak {izere, p > 1 ve ¢ > 1 olsun. Eger a > 0,0 > 0

ve t — p(t), [0,00) araliginda bir sabit ise,

ab < (p(@)” | (pO)" _ (p(0)" _ (p(0)"
2 q P q

dir.
Ispat: f(t) = % olsun. v(t) =t — p(t) bir sabit oldugundan ve Lemma 4.1
den ispat acgiktir.
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Sonug 4.2 de T = R alinirsa,
ab < £ 4% (4.6)

elde edilir.
Teorem 4.3 ( Holder esitsizligi I): p > 1 olmak tizere,  + ; = 1 ve
f,9,h € C[a, b], R) ise,

1 1

(f‘|h<x>||f<x>|PVx) (f|h<x>||g<x>|qv:c)q > Flh(@)] | f()g(x) Va
a a a (4.7)
dir.
Ispat. [a.b] iizerinde
A = OPIOL gy [ROITlg)

(Jri 1P )

alinirsa, (4.6) esitsizliginden

JAW)B@)Vt < fb

p - P q
b b
1 OOk RBILF D)
< ! / e e VA B e Y
o [Ih@)f@)Pve a f Ih(@)| f(2)| "V
_ 1 1 _
= p T~ 1

elde edilir.

Ozel olarak, (4.7) esitsizliginde p = ¢ = 2 alinirsa, Cauchy-Schwarz esitsi-
zligi elde edilir.

Teorem 4.4 (Cauchy-Schwarz esitsizligi): a,b € T olsun. f, g : [a,b] —

R V- integrallenebilir fonksiyonlar: icin,

Fi@)] 1 @)g(@)| Ve < \/<f|h e |w) (f|h<x)||g<x>|2w)

a

dir.
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Teorem 4.5 ( Hélder esitsizligi IT). p < 0 veya ¢ < 0 olmak iizere,
14 % =1ve f,g,h € Ci(la,b],R) ise,

p

1 1
(Jr@l1r@rvs) (fnrva)" < [l ve
’ (4.8)
dir.
Ispat: Kabuledelim ki p < 0 olsun. P = _Z’ = % alimirsa, P > 1 ve
@ > 1 olmak {izere & + @ = 1 bulunur. (4.7) esitsizliginde f(z) = F(x) ve
g(x) = G(x) alimrsa,
b

(Jw1re |w)l(frh )G rQw)é > [ h(a)] [F()G()] Ve

elde edilir. Bu esitsizlikte F(z) = f~9(z) ve G(z) = f(z)g?(x) yerine
yazilirsa

(f|h 1f(a |pv:r) (fb|h<m>||g<x>|qw) < [1h@)]|f@)g(x) Va

a

elde edilir.

Simdi Holder esitsizligini kullanarak zaman skalasinda Minkowski egitsi-
zligini ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.6 (Minkowski esitsizligi): p > 1 olmak iizere, f,g,h €
Cral[a,B], R) ise,

1

(f|h 1 <x>\pv:c)’l’ < (j\h<x>||f<x>|pv:c)p+(jm(:c)ug(x)\pw)
(4.9)
dir.
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Ispat: Teorem 4.3 den

b

J 1@ (f(2) + g()FP Vo

= fIB@I156) + 9P (15(0) + o))V

< Il 1) + 9P (5(0)] + o))V

= FIB@I 1) + 9P 11 Vo + [ @) 17) + ) lo0)|
< { f1na) (17 +g<x>|“>qv:v}; (f h(a) 1o |pv:c);

Q=

L Fi1 156+ a0 ) 92} (Finol o ve)

= {finlis + (Ipvx}l{(f\h e |pw)’1’
+ (e V’wf}

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi {f |h(x)] | f(x) + g(2)| V;E} ile

a

1

boliintir ve 1 — Il) = % esitligi kullanilirsa

(flh ) (@ (az)\pw:); < (f|h )| | f (2 |pVx);+(f|h(x)]|g(x)|pVx

elde edilir.

Lemma 4.2: f € C((¢,d),R) bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda
her ¢t € (c,d) olmak iizere tiim s € (¢, d) ler igin f(s) — f(t) > ai(s — t)
olacak gekilde a; € R mevcuttur. Eger f tam olarak konveks ise, yukaridaki
esitsizlikte ">" yerine ">" yazilir.

Teorem 4.7 (Jensen esitsizligi): a,b € T ve ¢,d € R olmak iizere,
fb]h(x)\ Vz > 0 icin h € Cig([a,b],R) ve g € Ciq([a,b], (¢,d)) olsun. Eger
;‘ € C((c,d),R) konveks bir fonksiyon ise,

[h@lg(e)va [@ 6@V
fls=——] £ ~—4——— (4.10)

f|h z)|Vz f|h(x |V
a a
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dir. Eger f tam olarak konveks ise, (4.10) esitsizliginde "<" yerine "<"
alinir.

Ispat: f konveks oldugundan her ¢ € (c,d) icin, a; € R mevcuttur &yleki
tiim s € (¢, d) ler igin f(s) — f(t) > ai(s — t) dir. Bu durumda

F1h@) @)V
t=2 -
f b)) Vi

a

olsun. Boylece,

b Fih(@lg(@)Va

Fih(@)] £ (9(2)) Vi — (fb\h(x)!w) 3

JIn(@)[ Ve

Q

a

Ih@)| £ (9(a)) Vi — (f Ih()| w) F(1)

> a [ |h(@)| {g() — 1} Vi

—a, {f h@)| g(e) Ve — t [ [(a) vi |
o {f h(@)] g(@)Ve — [ () g(xwm}
=0

elde edilir.

Teorem 4.7 de T = R veya T = 7Z alinirsa, sirasiyla agagidaki iki sonug elde
edilir.

Sonug 4.3: ji |h(z)| dz > 0 olmak iizere ¢, h : [a,b] — R integrallenebilir
fonksiyonlar olsun. Eger f € C((c,d),R) konveks ise, g([a, b]) C (¢, d) olmak

lizere

b b
[1h(z)|g(z)dx J1n(@)]]f(9(2))|de
fl=w———| £ “—=—
J1h(z)|da J1h(z)|dz
dir.
Sonug 4.4: f konveks olsun. Bu durumda herhangi bir xq,xs,..., 2, ve
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> ¢, > 0 olmak tizere ¢y, ¢o, ..., ¢, € Z igin ,

k=1
chxk chf(xk)
f k=1 < k=1
> > e
k=1 k=1
dir.

Yukarida verilen esitsizlikler, zaman skalasinda diamond-« integral gbzoniine
alinarak asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 4.8 ( Hoélder esitsizligi I): p > 1 olmak iizere, % + % =1 ve
fyg,h :[a,b] — R O,-integrallenebilir fonksiyonlar ise,

(fblh(w>|!f(w>lp<>ax) (f\h g(a Pm)q > [ @) 1 @)9(@)] Ot
’ ’ (4.11)
dir.

Ispat: [a.b] iizerinde
Ay = —BPOBIOL ol
(JI@lrrous) (J il latorour)

a

alinirsa, (4.6) esitsizliginden

b b
JAWBOO < [ [H0+ L] 0ut

b
< / _ olor <>at+l/ _psar g g

q
[h(@)[|f (@)[POaz o @I f@)0az

a

o

a

Q= 9%@

+l=1

SRl

elde edilir.

(4.11) esitsizliginde o = 1 alirsa (1.2) esitsizligi, @ = 0 alnwrsa (4.7)
esitsizligi elde edilir.

Ozel olarak, (4.11) esitsizliginde p = ¢ = 2 alinirsa, Cauchy-Schwarz esitsi-
zligi elde edilir.
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Teorem 4.9 (Cauchy-Schwarz esitsizligi): a,b € T olsun. f, g : [a,b] —

R ¢,-integrallenebilir fonksiyonlar: igin

b b

[ @)l 7@)g(@)] 0u < \/ (J @17 0ur ) (o lg(0) 0o
dir.
Teorem 4.10 ( Holder esitsizligi IT): f, g, h : [a,b] — R Q,-integrallenebilir

fonksiyonlar ve p < 0 veya ¢ < 0 olmak tizere é + % =1 ise,

1 1
(Jr@1@r ou)” (firlls@ 0ue) " < @l 17wa)] 00t
' (4.12)
dir.
Ispat: Kabuledelim ki p < 0 olsun. P = _5’ = % alimirsa, P > 1 ve

@ > 1 olmak tizere & + @ = 1 bulunur. (4.11) esitsizliginde f(x) = F(z)

ve g(z) = G(x) alinirsa,

(f|h G oax)P(fb\h<x>||e<x>|%aa:)Q > [ Ih(@)||[F(2)G(@)| Ous

elde edilir. Bu esitsizlikte F(z) = f~9(z) ve G(z) = f(z)g?(x) yerine
yazilirsa

1 1

(flh e |p<>ax)”(fb|h<x>||g<x>|q<>aa:)q < [ @) 1 @)9@)] Oz

elde edilir.

(4.12) esitsizliginde o = 1 alinirsa (1.3) esitsizligi, « = 0 alimirsa (4.8)
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.11 (Minkowski esitsizligi): f,g,h : [a,b] — R {,-integrallenebilir
fonksiyonlar ve p > 1 ise,

1

(f|h e <x>\p<>ax)’l’ < (jm(x)uf(xnpoax)’l#<j|h<x>\|g<x>|p<>ax)
(4.13)
dir.
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Ispat: Teorem 4.8 den

b

aflh(ﬂf)l |(f () + 9())[" Oaz

[A(@)] () + g(@)"" (| (2) + g(2)])0az

[A(@)] £ (2) + g(@)"" (1f ()] +1g()])Oaz

[A(@)] 1 (2) + g(2)"" | f(2) |<>a:c+f|h ) f (@) + g(@)" g(x)] Oaz

I
—_—— R M R —

IN

IN

T (12 +~ff<fﬂ>l“>q<>a”f}; (f S 0us)
+{f|h | (If(2) + g(z) } (afbm 1g(x |p<> m)
— {fb|h(x)| £ (@) + g(z)l" Oax} {<]|h 2)| | f (@ ‘poax)

(fm (e \poax)}
b 5

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi {f |h(2)||f(z) + g(z) Oam} ile

a

Qi

Q

boliintir ve 1 — Il) = % esitligi kullanilirsa

(J o1t <x>|p<>ax)‘l’ < (JR@I@P ou) "+ (o) 0ue )

elde edilir.

(4.13) esitsizliginde o = 1 alinirsa (1.4) esitsizligi, « = 0 alimirsa (4.9)
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.12 (Jensen esitsizligi): a,b € T ve ¢,d € R olmak iizere,
f|h(m)| Onz > 0igin h : [a,b] — R ve g : [a,b] — (c¢,d) O,-integrallenebilir
gonksiyonlar olsun. Eger f € C((c,d),R) konveks bir fonksiyon ise,

Jir@)lg(@)0az fin@Ira@ions
fle=—] < (4.14)

JI(@)[Qaz fIh(x [Qaz

dir.

Eger f tam olarak konveks ise, (4.14) egitsizliginde "<" yerine "<" almur.
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Ispat: f konveks oldugundan her ¢ € (¢,d) igin, a; € R mevcuttur dyleki
tiim s € (¢, d) ler i¢in f(s) — f(t) > ai(s — t) dir. Bu durumda

F1h(@)] g()0nz
P

b

f |h(2)] Qaz

a

olsun. Boylece,

( b fin@)lg(@)0az
JIr@)| f (g(2)) Qo — (f|h(q:)|<>ax> f (_O)

b
[1h(@)[0az
t)

S]

S S .

o) £ (o)) Ou — ( F110)] 00 ) £
W@ {F (9(2)) — )} Ot

> 0 f (o) {g(0) — 0} Ot

) )00 — 1 1(0)] 00
)] 05100z — f 10)] 92100 |

I
S

—N
R SR N S,

t

ag

0

elde edilir.
(4.14) esitsizliginde o = 1 alimirsa (1.5) egitsizligi, o = 0 almirsa (4.10)

esitsizligi elde edilir.
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EKLER

1. Ugiincii boliimde, zaman skalasinda,

b o(x) b
[ u(z)® (# I f(t)At) A2 < [u(2)®(f(z) AL

a

seklindeki Hardy-Knopp tipli integral esitsizligi ve
b d . o(z) 7(y) Arzay
S — _Aizloy
LI\ Gomaeama [ ] 16 s)Aths | G205025
p t AtA
< JJe(f(ts) (1-5=2) (1— 52) ao50%5

seklindeki 2-boyutlu Hardy-Knopp tipli integral esitsizligi ifade ve ispat
edilmigtir. Ayrica zaman skalasinda birden fazla fonksiyon iceren Hardy
integral esitsizligi elde edilmistir. Bu boliimde yapilan ¢alismalar "Dynamic
Systems and Applications” isimli dergide yayina kabul edilmigtir.

2. Dordiincii boliimde, zaman skalasinda Young, Holder, Minkowski ve
Jensen egitsizlikleri ilk olarak V-tiirev, daha sonra {,-tiirev kullanilarak
elde edilmistir. Dolayisiyla {,-tiirev kullanarak elde edilen Young, Holder,
Minkowski ve Jensen esitsizlikleri zaman skalasinda yeni genellestirmel-
erdir. Bu boliimde elde edilen sonuclar "Applied Mathematics Letters"” isimli

dergide yayina kabul edilmigtir.
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