1. GIRIS
Diferensiyel denklemler uzun yillardir ¢alisilan bir konudur. Diferensiyel denklemler

giinlik hayatta miithendislik, fizik, kimya, biyoloji gibi bir¢cok temel bilim alaninda
kullanilmakta ve giinliik hayatta bircok kolaylik saglamaktadir.

Ayrica diferensiyel denklemlerin vazgecilmez bilimsel 6neminde “dogada kopukluk
yoktur” yanlig varsayimlarma yer veriliyordu. Bu eski hipoteze gore fiziksel olaylarin
matematiksel modeli, siirekli degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade
ediliyordu. Bu nedenle diferensiyel denklemler, fizik bilimine 6zgii matematiksel ifade
olarak kabul ediliyordu. Fakat 20. ylizy1l baslarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide
goriilen genetik olaylardaki gelismeler, tiim doga olaylarmin, stireklilik terimleri ile
ifade edilemeyecegini gostermistir. Eski yunanlilara gore, doga olaylarinda goriilen
siireklilik ile kesiklilik arasindaki zitlasma, dogadaki stirekliligin bir aldatmacasiydi.
Giliniimiizde goriilen bu siireksizlik problemleri fark denklemlerden faydalanarak

¢Oziiliir.

Biitiin bu gelismelerin yaninda diferensiyel denklemlerin ¢oziimiiniin salinimlilig: ile
ilgili son yillarda olduk¢a yogun calismalar yapilmaktadir. Diferensiyel denklemlerin
cOozlimlerinin salmimlhiligiyla ilgili Myslus, Ladas, Sfikas, Hunt, Chanturia, York,
Tramov, Kaplatadze, Gyori, Zhang, Stavroulakis, Arino gibi yazarlar caligmalar
yapmiglardir. Bu calismalarda yazarlar diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin

salinimlilik sartlarin elde etmislerdir.
1972 yilinda Myslus p, t € R olmak lizere

x'()+px(t—1)=0 (1.1)
diferensiyel denkleminin ¢éziimiiniin salinimlilig1 i¢in

>1
p-T >

yeterli sartin1 elde etmistir. 1983 yilinda ise Ladas,

F(A) = +pe™™



karakteristik denkleminin reel koke sahip olmamasi1 durumunda (1.1) denkleminin tiim

coziimlerinin salimimli olacagimni ispatlamastir.

1975 yilinda Tramov, p; € (0,) ve t; € R*, i = 1,2,3, ..., n olmak lizere

x'(t) +Zpix(t—ri) =0 (1.2)

denkleminin ¢oziimlerinin salinimlilig1 i¢in gerek ve yeter sart

n
F(2)= A+ ) pre’ =0
i=1

karakteristik denkleminin reel koke sahip olmamasi sartin1 elde etmistir. Ayni sonug
1983 yilinda Ladas ve daha sonra 1984 de Hunt ve Yorke tarafindan elde edilmistir.
1989 yilinda Gyori tarafindan (1.2) denklemimin ¢oziimiiniin salinimlilik sartlar1 biraz
daha gelistirilmistir. 1984 yilinda Ladas ve Sficas ile Hunt ve Yorke, p; € R, 7; € R*

negatif olmayan reel sayilar ve i = 1,2,3, ...,n olmak iizere
n
x'(t) +Zpix(t—ri) =0 (1.3)
i=1

denkleminin ¢6ziimlerinin salinimlilig i¢in

n

1
Zpi T > .
i=1

kosulunu elde etmiglerdir. 1979 yilinda Ladas ve Kaplatadze, 1982 yilinda Chanturia

calismalarinda
x'@t) +pt)x(t—1) =0, t >ty (1.4)

denkleminin salinimlilig1 igin p € [[t,,0), R*] ,T > 0 olmak iizere

t
1
lim infj p(s)ds > —
: e

— 00
t -7

kosulunu elde etmislerdir.



2. GENEL BIiLGIiLER

Tanmim 2.1.

x'(t) + f(t, x(®), x(t — 1), x(t — 1), .., x(t — 1)) = 0 (2.1)

gecikmeli diferensiyel denklem sistemi gdz dniine almacak olursa burada baz1 t, € R

elemani ve pozitif bir m tamsayisi i¢in
f € C[[tg,©) X R™ X R™ ... X R™ R™]
ve
7, € C[[ £y, 0], R*], i=123..n (2.2)
ile
P_)rg[t —5()] =0, i=123..n (2.3)

olmak iizere her t, > t, baslangi¢ noktasi icin t_; = t_;(t,) seklinde tanimlanirsa

t_; = min {inf{t - ri(t)}} (2.4)

1sizn (t2ty

dir. Gortlir ki t_4, £, noktasinda oldugu gibi diferensiyel denklemin 7; gecikmelerine
baghdir. [t_,, t,] aralig1 (2.1) gecikmeli diferensiyel denklemi ve t, baslangi¢c noktasi
ile 1iligkilendirilmis baslangig noktas1 olarak adlandirilmistr. (2.1) gecikmeli
diferensiyel denklemi ve verilen t, >, baslangic noktas1 ile ilgili baslangic

kosulu; t_; <t < ¢t icin
x(t) = o(t) (2.5)
dir. Burada
o(0): [t_1, to] > R™
baslangi¢ fonksiyonudur(Gyori, Ladas 1991).

Tamm 2.2. a) t, < t, < T olmak iizere I aralig1 [t,, T), [to, T] veya [ty, ) formunda

ise eger x:[t_q,t,] & R™ siirekli, t € I igin siirekli diferensiyellenebilir ve her t € I



icin x(t), (2.1) gecikmeli diferensiyel denklemini sagliyor ise x(t) fonksiyonuna (2.1)

denkleminin bir ¢dziimii denir.

b) I araligi [t,, T), [to, T] veya [ty, ) formunda olmak tizere eger I araligi iizerinde x,
(2.1) denkleminin bir ¢oziimii ve x, (2.5) esitligini saghyor ise x(t) fonksiyonuna [

araligi izerinde (2.1) baslangi¢-deger probleminin bir ¢6ziimii denir.

¢) x, eger baz1 ty = £, icin (2.1) denkleminin bir ¢dziimiinii saglayan fonksiyonu ise x,

[to, ©) araliginda (2.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

d) x, [ty, ) araliginda (2.1) denkleminin bir ¢dziimii ve (2.5) baslangi¢ fonksiyonunu
sagliyor ise x fonksiyonu (2.5) ve (2.1) baslangic deger probleminin ¢oziimiinii

saglayan fonksiyondur(Gyori, Ladas 1991).

Teorem 2.1. (2.2) ve (2.3) kosullarina ek olarak tiim ¢t > £, i¢in p € C[[ to oo],R*] bir
fonksiyon olmak tizere, f global Lipschitz sartin1 saglayan bir fonksiyon, x;,y; € R™,
i=123..nigin

n
”f(t, X0, X1,X2, "'fxn) - f(tfyO' Y1, Y2, ,Yn)” < p(t) Z”xi - yl” (26)

i=0

olsun. O halde t, = t, i¢in @(t): [[t_4, to] = R™] olmak iizere, (2.1) baslangic deger
problemi ve (2.5) denkleminin [t,, ) araligindaki ¢oziimii kesin tektir(Gyori, Ladas

1991).

Tanim 2.3. Lineer otonom olmayan gecikmeli sistemi
n
X' +po(Ox() + ) pi®x(t () = 0 @7)
i=0

seklinde tammlanmak iizere burada bazi t, € R igin ve pozitif m tamsayisi i¢in
p; € C[[ £g, 0], R™™], i=123..n
i¢in,

1 € C[[ £y, 0, R™™], i=123..,n



ve
%irn[t —1(t)] =0, i=123..,n

olmak iizere t, = t, igin @(t):[t_q, to] = R™ verilmis olsun. O halde (2.5) baslangi¢

deger probleminin [t,, ) araligin da kesin tek ¢dziimii vardir.

Tanim 2.4. Lineer otonom gecikmeli sistemi

X0 + pox(©) + Z pix(t— 1) =0 (2.8)
i=0

seklinde tanimlanmak tiizere burada i = 1,2,3,...,n i¢in p; ifadeleri m X m tipinde

matrisler ve t; gecikmeleri negatif olmayan reel katsayilardir. O zaman her t, € R ve
her ¢(t):[[t_1,to] = R™] igin (2.8) ve (2.5) baslangic deger probleminin [t,,0)
araligin da bir tek ¢6ziimii vardir(Gyori, Ladas 1991).

Tamim 2.5. (Gronwalls esitsizligi) I = [t,, T) seklinde reel sayilarin bir aralig1 ve

c € [0,0) ve u,v € C[I, R*] olmak tizere t € [ igin

u(t) <c+ j v(s)u(s)ds

to

1se bu drurumda

u(t) < cexp (j v(s) ds)

0

dir(Gyori, Ladas 1991).

Tanmim 2.6. (Laplace doniistimii) Lineer diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde

kullanilan yontemlerden biriside integral doniisiimiidiir. Bu integral doniistimii

B
F(s) = j K(s, O)f () dt (2.9)

seklindedir. Bu integral doniisimii yardimiyla verilen bir f(t) fonksiyonu bir diger

F(s) fonksiyonuna doniistiiriilmektedir. F (s) fonksiyonuna f(t) nin integral doniigiimii



ve K(s,t) ifadesine de integral doniisiimiin cekirdegi denir. Integral doniisiimiin K (s, t)
cekirdegi degistikge integral doniisiimii degisik adlar alir. Integral doniisiimiinden
K(s,t) = exp(—st) secilirse ve integral sinirlart @ = 0 ve f = oo alinirsa bu integral

dontistimiine Laplace doniisiimii denir.

0

L @) = | esp(-s0)f (Dt = F()

0

denklemi ile tanman L{f (t)} veya F(s) ye f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii
denir. Laplace doniisiimii tanimindan da goriildiigi gibi, bu doniistim genellestirilmis
integral gorlinlimiindedir. Eger, (2.9) denklemiyle verilen genellestirilmis integral

yakinsak ise Laplace doniisiimii tanimlanir(Gyori, Ladas 1991).

Lemma 2.7. a) x € C[[-1,0)R] ve x(t) nin Laplace doniisiimii olan X(s) nin
yakinsadig1 apsis 0y < o olsun. x(t — ) nin laplace doniisiimii ayn1 yakinsanan apsise

sahiptir ve Re s > g, olacak sekilde ki tiim s ler i¢in

[ee]

0
Lix(t—1)] = j e Stx(t —t)dt =e StX(s) + e‘“j e Stx(t)dt  (2.10)

0

olur(Gyori, Ladas 1991).

b) x € C*[[0,0)R] ve x(t) nin Laplace déniisiimii olan X(s) nin yakimnsadig1 apsis
0y < olsun.x'(t) nin Laplace doniisimiide ayni yakinsanan apsise sahiptir ve

Re s > o, olacak sekilde ki tiim s ler i¢cin

[ee]

LIx'(8)] = j e~5tx'(£)dt = sX(s) — x(0)

0

olur(Gyori, Ladas 1991).

Tammm 2.8. p,7 €eR olmak tizere x'(t) + px (t— 7) =0 gecikmeli diferensiyel

denkleminin her ¢6ziimii salinimlhidir ancak ve ancak
F(A)=A+pe? =0

karakteristik denklemi hi¢bir reel koke sahip degildir(Ladas,Sficas, Stavroulakis 1983).



Tanmm 2.9.(Lipschitz Sarti)
y' =1(xy), y(xo) = ¥o

bir baslangi¢ deger problemi ve D bolgeside merkezi (x,, y,) noktasinda olan,
lx —xol < a,ly—yol<a

ile tamimh dikdortgensel bir bolge olmak iizere bu bolgede tanimli baglangic deger
problemindeki f'ile df /dy fonksiyonlar1 siirekli olsun. df /dy ifadesinin siirekli olmasi
kabulu df /dy degerinin D de sinirli olmasini gerektirir. Oyleyse D deki her bir nokta
i¢in

5

<K
dy|

olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. O halde (x, y,)ve (x,y,) noktalar1 D bolgesinde

iki nokta olmak {izere ortalama deger teoreminden

d
Gy — FGys) = %(m*)m %)

olacak sekilde y; ve y, arasinda bir y* sayisinin oldugu kabul edilmek {izere, x,y* € D

oldugundan D deki (x, y;) ve (x, y,) noktalarmm her bir ¢ifti i¢in,

ly; — ¥l (2.11)

d
G = Gyl = |2 )

< Kly; — y,l

bulunur. Bu esitsizlik /" fonksiyonu i¢in Lipschitz sart1 olarak adlandirilir. Buna goére
varlik teoreminden df /dy degerinin D de siirekli olmasi kabulii yerine (2.11) sartmin
saglanmas1 kabuliiniin esdeger oldugu sdylenebilir. O halde varlik teoreminin ispatinda
df /dy degerinin siirekliligi hipotezi yerine Lipschitz sart1 kullanilabilir(Ozer, Eser
2002).

Sonug 2.1. Eger |x — x| < hise i = 1,2,3 ...,n i¢in

|f (o, yn () — £, Yn—1 G| < Ky (%) — yr—1 ()]



esitsizligi dogrudur(Ozer, Eser 2002).

Tamm 2.10. Bir diferensiyel denklemin herhangi bir ¢6ziimii x olmak iizere eger bu x
coziimleri keyfi sayida sifirlara sahipse bu ¢oziime salinimlidir denir. Aksi taktirde bu
coziimlere salmimli olmayan ¢oziimler denir. Yani x salinimli degil ise bir t; > ¢,
degeri vardir dyle ki t > t;i¢in x(t) # 0 dir. Diger bir deyisle belli bir degerden sonra
¢Ozlim ya hep pozitiftir ya da hep negatiftir(I.Gyori, G. Ladas 1991).

Tanim 2.11. Eger x(t),
x'(t) + x(t — T(t)) =0

denkleminin [t,,o0) ve [T, o) araliginda t, baslangic noktasina gore t = t, icin
x(t) > 0 ise bu x(t) ¢6ziimiine denklemin bir pozitif ¢oziimii denir(Erbe, Kong, Zhang
1994).

Tanim 2.12.(Sup-norm) X, E(Oklid Uzay1) uzayinda tanimlanmis smirli fonksiyonlarin

bir uzay1 olmak {izere

11l = suplf (x)|

XEE

seklinde tanimlanan norma sup-norm denir(Matemarik Terimleri Sozligi, 2000).



3. BIRINCi MERTEBEDEN GECiKMELI DiFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERININ SALINIMLILIGI

3.1. Otonom veya Otonom Olmayan Diferensiyel Denklemlerin Coziimlerinin

Salinimhhik Sartlarn

Bu kisimda birinci mertebeden lineer homogen diferensiyel denklemlerin salinimlilig:

icin yeter sartlar incelenecektir.
X)) +px(t—1)=0 (3.1

birinci mertebeden sabit katsayili homogen diferensiyel denklemi i¢in pe R ve T negatif

olmayan reel say1 olmak iizere
n
x'(t) + Z pix(t—1;) =0 3.2)
i=1

lineer otonom diferensiyel denklemi ve ¢ > 7, i¢in

x'(t)+p®x(t—1)=0 (3.3)
lineer otonom olmayan diferensiyel denklemi ele alinacaktir.

Tanimm 3.1.1. p,7 € R olmak iizere (3.1) denklemi ele alinsm. (3.1) denkleminin her

¢Oziimii salmimlidir ancak ve ancak

FD)=A+pe =0
karakteristik denklemi higbir reel koke sahip degildir(Ladas, Sficas, Stavroulakis 1983).
Teorem 3.1.1. p, T € R olmak {izere,

xX@®)+px(t—1)=0

(3.1) lineer sabit katsayili diferensiyel denklemi ele alinsin. (3.1) denkleminin her

¢Ozlimiiniin salmimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1
pt > . (3.4)



dir(Ladas, Sficas 1984).

Ispat. (3.4) kosulundan p ve 7 ayni isaretli olmalidir.
Egerp > 0vet > 0ise A — —o iken pe " A dan daha hizl1 biiyiiyeceginden
Al_i)r_noo FQ) = Al_i)r_noo(/l +pe™) =00
olur ve 1 — o iken e ™** — 0 oldugundan dolay1
Jim FO) = Jim (2 + pe™) = o0

elde edilir. A >0 ifadesi i¢cin F(1)> Oolur. F(1) fonksiyonunun ekstremum degeri

incelenecek olursa,
F'()) =1—pre™

1—pre =0

—At =1In (p1)?!

1
L _Ineo
T

elde edilir A = m(sz) apsisli noktada F'(1) ekstremuma sahiptir.
F"(Q) = pr2e™
p>0, 72 >0ve VAR ifadesi i¢in e ™** > 0 oldugundan F” (1) > 0 elde edilir. O

halde A4, = In(p7) apsisli noktada F' fonksiyonu minimuma sahiptir.
T

In (ptT In (p7) In (ptT 1
(» )+peTT= (» )+

F(A) = T Pp,[

_In(p7) N 1 In(pre)
T T T

10



In (pte)

TRFW =

elde edilir.

>1
pt =7

oldugundan dolay1 pte > 1 elde edilir ve ayrica,
In (pte) >0
oldugu goriiliir. Buradan da 7 > 0 oldugundan dolay1

In (pte)
T

>0
1fadesi elde edilir.
/llirr_l FQ1) =%im F(Q) =

olmak tlizere ve minimum noktasinda fonksiyon sifirdan biiyiik oldugundan F (1) reel

koke sahip degildir.
p<0ve 7<0 ise 1 - —o iken e™** — 0 oldugundan
Al_i)r_noo F() =/11_i)r_noo(/1 +pe ) = -0
ifadesi elde edilir ve 1 — ooiken e **, A dan daha hizl biiyiiyeceginden
Jim FO) = Jim (2 +pe™) = —eo
elde edilir.

F(Q)=1—pre ™

ifadesi i¢in 4, =

In(p7) apsisli noktada F(4) ektremuma sahiptir. p <0 oldugundan
T

F"(A) =pre™™ <0

11



dir. O halde 4, = In(p7) apsisli noktada F' fonksiyonu maksimuma sahiptir.
T

In (p1)

e F) =

elde edilir. pt > 1 ve T < 0 oldugundan dolay1
e

In (p7)
T

<0

dir. Maksimum noktasinda fonksiyon sifirdan kii¢iik oldugundan F(4) reel koke sahip

degildir. Teorem 3.1.1 geregi (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.

Tamim 3.1.2 p €R ve 7, negatif olmayan reel say1 olmak tizere

x'(t) + Z pix(t—1)=0

(3.2) denklemi g6z Oniine alinsin. Bu denklemin karakteristik denklemi

n
FA) =21+ Z pie
i=1
bi¢imindedir(Ladas, Sficas, Stavroulakis 1983).
Teorem 3.1.2. Kabul edelim ki i=1,2,..,n i¢in p,,7,>200lsun. Bu durumda

asagidaki iki sart (3.2) denkleminin ¢oziimlerinin salinimlilig1 i¢in yeter sarttir.

@  Ypro (3.5)

e

(b) (Hp](Zr]% (3.6)

(Ladas, Sficas 1984).

Ispat. (a) (3.2) denkleminin karakteristik denklemi

12



n
FQO) =1+ Z p;e At
i=1

bigimindedir. 2 >0igin p, >0 ve VAeR igin e** >0oldugundan F(1)>0 oldugu

goriilmektedir. Yani karakteristik denklemin reel kokii yoktur. A <0 igin,
n
FQO) =1+ Z pie At
i=1
e? > ae esitsizlignden

n
FQO) =1+ Z pie At
i=1

n n
FO) =21+ Z pie >+ Z pi(—=1At;)e
i1 i1

n 1 n
>1— e [Z piri] = —Jle (— -+ Z piri>
i=1 ¢ =

A <0 oldugundan —Ae > 0 ve (3.5) kosulunda

n
1
Z piT; > .
i=1

oldugundan dolay1

n
1+Z 0
e . piT; >
i=1

olur. O halde

n
1
—Ae (_E + Z piri> >0
i=1

ifadesi elde edilir. Boylece F(A)>Obulunur. (3.2) denkleminin tiim c¢oziimleri

salmimlidir.

13



(b) Aritmetik ortalama ve geometrik ortalamayla ilgili esitsizligi g6z oOniine alinacak

olursa

A <0 igin

(3.6) sartindan F (ﬂ,) >0 olur. O halde (3.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir.
Tanim 3.1.3. p € R ve 7 negatif olmayan reel say1 olmak lizere ve ¢ >, olmak lizere

x'(@)+p®)x(t—1)=0

ifadesine lineer otonom olmayan gecikmeli diferensiyel denklemi denir(Ladas, Sficas
1983).

Teorem 3.1.3. Kabul edelimki p € C [[to,), R'],7 >0

\(

t
1
lirninfj p(s)ds > — (3.7)
t . e

— 00
-7

olsun. O halde (3.3) denkleminin her ¢6ziimii salmimhdir(Ladas 1979).

14



Ispat. (3.3) denklemi pozitif bir x(¢)¢6ziimiine sahip olsun. O halde ¢>7" igin

t" > t, + 7 olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir, 6yle ki
x(t)>0 , x(t—1)>0
dir. (3.3) denkleminden

x'(t) = —p(®)x(t — 1)

ifade edilir.
p(t) >0
ve
x(t—1)>0
oldugundan dolay1
x'(t) <0

olur. Yani fonksiyon o aralikta azalandir ve
x(t—1) = x(t)

dir. Ayrica (3.7) kosulundan dyle bir ¢ > 0 sabiti ve ¢, > ¢" vardir. ¢>¢, igin

t 1
j p(s)ds =c=>—
. e

-7
dir.
x'(t)+p®)x(t—1)=0
denkleminden ¢ > ¢, i¢in
x(t—1) = x(t)
oldugundan

x'(t)+p®)x() <0

15



ifadesi elde edilir. Buradan, ¢ > ¢, i¢in

x'(t)
x(t)

+p() <0

olur. Her iki tarafin # — 7 dan ¢ ye integrali alinirsa,

t XI(S)
f [x@ tri)

t
dsS] 0ds
t

=T

jt XS s jt p(s)ds < 0

-T X(S) -T

olurve 7>t +7 icin

x(t)

nx(t - 1)

In (%) <In1l

+Ine‘ <0

\(

x(t)ec
x(t—1)

elde edilir. Buradan ¢ >, +7 igin
e‘x(t) <x(t—r1)
dir. Vc e Ri¢in e > ec oldugundan 7> +7 i¢in
(ec)x(t) < x(t—1)
olur. Bu ifade elde edilen (3.3) denkleminde yerine yazilirsa

x'(t) +p)ec)x(t—1)<0

16



elde edilir. Esitsizligin her bir terimi x(¢) ye boliiniirse

x'(t)
x(t)

+p(t)(ec) <0

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi  — 7 dan ¢ ye integre edilirse,

j (x’(t) ds + p(s)(ec)ds) < j 0ds

— \x(®) =

L-T%(tt))ds + (ec) t_TP(S)dS <0

In(x(t)) — In(x(t — 1)) + (ec®) < 0

t ec?
In <&> <In1l

x(t—1)

x(t)ee""2 <x(t—1)
elde edilir. Vc eR i¢in e > e.c oldugundan t > t; + 27 i¢in

ecx(t)e < x(t — 1)

(ec)?x(t) < x(t—1)
bulunur. Bu ifade de tiimevarim metoduyla genisletilecek olursa
t>t,+mrt i¢in

(ec)™x(t) < x(t—r1)
olsun. t > ¢, +(m+1I)r i¢in

(ec)™x(t) < x(t—1)
ifadesi (3.3) denkleminde yerine yazilirsa,

x'(t) + p(t)(ec)™x(t) <0

elde edilen esitsizliginin her bir terimi x(¢) ye boliiniirse
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x'(t)
x(t)

+p(t)(ec)™ <0

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi  — 7 dan ¢ ye integre edilirse

L_T (J;((;) + p(t)(ec)m> ds < L_TOds

j X ds + (ec)mj p(s)ds <0

_r x(t) t—1

In(x(t)) — In(x(t — 1))+ emc™*1t <0

x(t)emcm+1
In (W) < In1

x(t)eem‘:m+1 <x(t—1)

elde edilir. Vc eR igin e > e.c oldugundan ¢ > ¢, + (m +1[)t i¢in

m_.m+1

e ¢ x(e<x(t—r1)

(ec)™1x(t) < x(t—1)

dir. O halde ¢ > 1 oldugundan ¢ > ¢, + k7 igin
e

(ec)*x(t) < x(t—1) (3.8)
olur. Asagidaki esitsizligi saglayacak sekilde dyle bir k£ degeri secilsin,

(%)2 < (ec)k (3.9

ve de bir 7 > ¢, +kr olsun. O halde dyle bir & e (¢,7 + ) vardir ki

¢ i+t
j~ p(s)ds 2% , L p(s)ds z% (3.10)

t

elde edilir. (3.3) denklemi [tN,gg ] ve [é,? + r] araliklarinda integre edilecek olursa

18



§
[0+ porets - 01as =0

§

x(&) —x(t) + j p(s)x(s—1)ds =0 (3.11)
ve
x(t+1)—x() + j ' p(s)x(s—1)ds =0 (3.12)
3

<
olarak elde edilir. (3.11) de ki J. p(s)x(s —7)ds integralin de t < s < & ve x(t) azalan

oldugundan

x(6—1)<x(s—1)

elde edilir. Buradan,

£ £ £
ﬁ p(s)x(s —1)ds = j p(s)x(¢ —)ds = x(§ — T)j~ p(s)ds

t

ifadesi bulunur. Boylece (3.9) dan
- c
—x(t) + x(é — 1) 3 <0 (3.13)

elde edilir. Ayn1 sekilde (3.12) ifadesinde

j +Tp(s)x(s —17)ds
3

integrali i¢in de £ <s<7 +7 oldugundan ve x(¢)azalan oldugundan
x((f +71)— T) <x(s—1)
x(®) <x(s—1)

olur. Buradan da
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t+t

p(s)x(D)ds = X(E)L p(s)ds

t+t

i+t
j p(s)x(s —1)ds = j
¢ ¢
elde edilir. Boylece (3.10) dan
. C
—x(&) + x(¢) 3 <0 (3.14)
dir. (3.13) ve (3.14) esitsizliklerinden
. C C\?
x(§) >x® 5> (3) x¢ -
bulunur. Buradan da

E-1) o\
xx@)T >(3)

elde edilir. (3.8) de

x(t—1)

"0 > (ec)¥

seklinde idi. Boylece

(%) > x(j(—g)r) > (ec)k

bulunur. Bu da (3.9) ile ¢elisir.O halde (3.3) denkleminin her ¢6ziimii salinimhidir.

3.2. Birinci Mertebeden Gecikmeli Diferensiyel Denklemlerinin Coziimlerinin

Salimmmhihg icin Baza Salmmmhhk Sartlan
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Bu kisimda p;(t) siirekli ve negatif olmayan fonksiyonlar ve 7; lerde pozitif sabitler

olmak iizere,

x'(t) +Zpi(t)x(t —7)=0 (3.15)

diferensiyel denkleminin salinimlilig1 i¢in yeter sartlar verilecektir. 1982 de Ladas ve
Stavroulakis, 1984 de Arino, Gyori ve Jawhari (3.15) denkleminin ¢dziimiiniin
salinimliligi i¢in yeter sartlar elde etmislerdir. Cesitli diferensiyel denklemlerin
coziimlerinin salinimlilik 6zelliklerini ¢galigmakta olan bir ¢cok yazar (3.7) integral sartini
kullanmislardir. Ornegin 1986 da Grammatikopoulos, Grove ve Ladas’m, 1990 da
Ladas ve Qian’in, 1998 de Zhang ve Gopalsamy’nin c¢aligmalarinda goriiliir. Bu
denklemin salmimlilik satlariyla ilgili bagka sonuglar 1984 de Hunt ve York’un, 1986
da Gyori’nin, 1990 da Cheng’in, 1991 da Kwong’un, 1975 deki Tramov’un

calismalarinda goriilmektedir.

1995 de Li gostermistir ki, eger,

t
1
j p(s)ds = > to>0 (3.16)
t

-7

\(

¢} t 1
j p(t) U p(s)ds — —l dt = oo (3.17)
to t-1 e
ise (3.3) denkleminin her ¢6ziimii salmimlidir. Bu sonug (3.7) deki salinimlilik sartinin
bir genislemesidir.

Teorem 3.2.1. Eger baz1 i ler i¢in

t+7;
limsupj pi(s)ds >0
t

t—oo
ve x(t), (3.15) denkleminin pozitif bir ¢oziimii ise bu durumda ayn1 i ler i¢in,

t J— .
lim infx( “)

m inf— (3.18)
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dur(Li, 1996).
Ispat. d >0 olacak sekilde bir sabit ve bir {t,} dizisi vardr dyle ki k — o iken

tk—>00VG

t+T;
j pi(s)ds=>d, k=12,..n
¢

k

olsun. Bu durumda her & ic¢in @y e(ty, t, + t;) vardir dyle ki;

Pr d L +Ti d
j pi(s)ds = 5 Ve j pi(s)ds = 5 (3.19)
t

k Pk

dir. Diger yandan (3.15) denkleminden yeterince biiyiik ¢ ler i¢in,
x'()+p;®)x(t—1)<0 (3.20)

dir. (3.20) denkleminin [ty, @] ve [@g, tx + T;] araliklari lizerinde integrali alinirsa,

x (i) — x(ty) + j(pkpi(s)x(s —17,)ds <0 (3.21)
ve
x(ty + 1) — x(pp) + j ’ Tipi(s)x(s —7,)ds <0 (3.22)

Pk

elde edilir. (3.21) ve (3.22) deki birinci terimler atilir, (3.19) dan ve x(¢) azalan

oldugundan,
d d
—x(t) +x(Pe =) <0 ve —x(¢) +5x(t) <0
veya

x(Pr—T) _ (2)2

x (k) d

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.2. Eger (3.15) denklemi pozitif bir ¢6ziime sahipse bu durumda,
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t+71;
j pi(s)ds=1, i=123,..,n (3.23)
t
dir(Li 1996).
Ispat.

X©+) pOxt-1)=0

denkleminin her iki tarafinin [¢t, t + ;] aralifinda integrali alinirsa

x(t) (j +Tipi(s)ds — 1) <0

olarak elde edilir.

Teorem 3.2.3. ¢, > 0 olmak lizere V¢ >1¢, i¢in

t+t
j p(s)ds >0
t

\(

joop(t) In (ej +Tp(s)ds) dt = oo (3.24)

o

ise (3.3) denkleminin her ¢6ziimii salimimhidir(Li 1996).

Ispat. Aksi kabul edilecek olursa, yani (3.3) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii x(t) olsun.
x(t) nin monoton azalan oldugu ag¢iktir. A(t) = —x'(t)/x(t) olmak {izere yeterince

biiyiik ¢ ler igin agiktir ki A(t) negatif olmayan siirekli bir fonksiyon ve t; > t, igin

x(t;) > 0 olmak lizere x(t) = x(t,) exp (— ftt_T A(s) ds) dir. Dahas1 A(t) ifadesi

A(®) = p(e)exp (- f_, A(s) ds) (3.25).

dir ve genellestirilmis karakteristik denklemini saglar.
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In (er
e™ >x+ (er)

, >0 (3.26)

\(

flx)=e™ — (x + In (er)) >0

r

olmak iizere (3.26) esitsizligi kullamlarak ve A(t) = [ ' p(s)ds

; seklinde

tanimlanmak tzere

t

A(t) = p(t) exp (A(t) O

/1(5) ds)

l
> p(t) [A() A(s) ds +n(%;§t))

elde edilir. Buradan,

t t+T

l(t)] +Tp(s)ds —p) | A(s)ds =p(t)In (ej p(s)ds) (3.27)

t—-7

bulunur. O halde N > T i¢in elde edilen denklemin integrali alinirsa,

j 10 j T s)ds dt — j o [ e dsde

t—T

2] p(t) In (ej +Tp(s)ds) dt (3.28)

ifadesi elde edilir. Bu integralde degisken degistirilecek olursa

jNP(t) t A(s) dsdt > jN ' (js_Tp(t)/l(s) dt) ds

= jN_T/l(s) (jmp(t) dt) ds

_ j T a0 ( j o) ds) dsdt  (3.29)

24



bulunur. (3.28) ve (3.29) dan,

A(t) (j +Tp(s) ds) dt > j p(t) In (ej +Tp(s)ds) dt (3.30)

N-tT

olur. Teorem 3.2.2 den

j Tp(s) ds <1 (3.31)

dir. (3.30) ve (3.31) den,
N

A(t)dt 2] p(t)In (ej +Tp(s)ds) dt

N-1 T
veya

N — N t+t
ln% ZJT p(t) In (ejt p(s)ds) dt (3.32)

ifadesi elde edilir. (3.24) ifadesinden

x(t—1)
lim == =0 (3.33)

bulunur. Diger yandan (3.24) den n — oo igin t,, = o olacak sekilde bir {t,,} dizi vardir

Oyler ki tlim » ler i¢in

th+tT 1
j p(s)ds = —
: e

n

dir. Boylece Teorem 3.2.1 den

elde edilir. Buda (3.33) ile ¢elisir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.3 de elde edilen sonug (3.7) sartinin daha da gelistirilmisidir. Eger (3.7)

saglanirsa,
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j Oop(t)dt — o (3.34)

0

olup bir ¢ > 0 sabiti vardir dyle ki; yeterince biiytik ¢ ler icin

In (ej +Tp(s)ds> >c (3.35)

dir. (3.34) ve (3.35) ifadeleri, (3.24) i ima eder. (3.24) sart1 sonsuz bir aralikta p(¢) ve

) ;H p(s)ds nin bir degerlendirmesidir. Agiktir ki |, ;H p(s)ds > 0 sart1 (3.24) i¢in

gereklidir.
Ornek 3.2.1. p(t) = exp(ksint — 1) ve k bir pozitif sabit olmak iizere,
x'(t) +exp(ksint—1)x(t—1)=0 (3.36)

birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemi g6z 6niine alinirsa agiktir ki;

t
1
lirninfj p(s)ds < —
too Jig e

dir. Boylece (3.7) sart1 saglanmaz. Yani Ladas’in 1979 yapmis oldugu calismasindaki
salmimlilik sartlarindan bu denklemin ¢6ziimlerinin salinimli olup olmadig: hakkinda

bir sey sdylenemez. Jensen esitsizliginden

©o t+1 o] t+1
j p(t) In (e j p(s)ds) dt > j p(t) ksinsdsdt
0 t t

0 t

1
2k sinz 1
= j exp (k sin t)sin (t + E) dt
0

dir. Diger yandan kolayca goriiliir ki;
t
j exp(k sint) costdt
0

ifadesi sinirlidir ve
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21
j exp(k sin t)sintdt > 0
0
dir. Buradan

joop(t) In (e jtﬂp(s)ds) dt = o
0 t

dir. Teorem 3.2.3 den (3.36) denkleminin biitiin ¢6ziimleri salinimhidir(Li, 1996).

Ornek 3.2.2.
1 1
() + E(l + ?)x(t —1)=0 (3.37)

gecikmeli diferensiyel denklemini g6z oniine alinsin. p(t) = 5(1 +%) olmak tizere

acikca goriliir ki;

j:op(t) In (e jttﬂp(s)ds) dsdt > %j:o In (1 + In (1 +%)) dt = o

dir. Teorem 3.2.3 den (3.37) nin biitiin ¢éziimleri salmimlidir. Diger taraftan
1
x'(t) + Ex(t -1)=0 (3.38)

gecikmeli denklemi e gibi pozitif ¢éziime sahiptir. Sonug itibariyle

gty
1
e

olmasina ragmen (3.37) ve (3.38) denklemleri farkli salinim davranislarina sahiptir(L1

1996).
Teorem 3.2.4. 7, = max{r,,7,,...,7,} olsun. £, >0 ve t > ¢, i¢in,

t+7;

zn:j pi(s)ds >0
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olmak iizere,

t+Tp
limsupj pn(s)ds >0 (3.39)
t

t—ooo

olsun. Eger buna ek olarak,

j ’ (z": pi(t)> In (e Zn: j tﬂipi(s)ds) dt = o (3.40)

ise (3.15) in tiim ¢oziimleri salinimlidir(Li 1996).

Ispat. Aksine (3.15) denkleminin pozitif ve azalan bir ¢oziimii x(t) olsun. Ayrica
A(t) = x'(t)/x(t) olsun. A(t) negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere
t; =ty icin x(t;) > 0 vardir dyle ki;

x(t) = x(t,) exp (— A(s) ds)

t1

dir. Dahas1 A(t) ifadesi,

A0 = ) pit) exp (—

genellestirilmis karakteristik denklemini saglar. B(t) = X1, | ;Hi pi(s)ds olsun. (3.26)

t

A(s) ds)

t—1;

1fadesi kullanarak,

1 t

At) = Z pi(t) exp (B 10 -

A(s) ds)

= 1 ¢ In(eB
> Z pi(t) exp lm ~ A(s)ds + —n(;(t()t))

Ti
ya da

t

(z": jtt+‘tipi(5)d5> A(t)dt — Zn: p; (£) . _A(S) ds
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t+71;

= (Z pi(t)> In (e Z jt

pi(s)ds> (341

elde edilir. Oyleyse N > T igin (3.41) ifadesinin integrali alinirsa,

jTN (zi‘: jtt+”pl(s)ds> A(t)dt — j Z p; () /1(5) ds

t-1;

> jN (Zn: pi(t)> In (e zn: jtﬂipi(s)ds) dt (3.42)

bulunur. (3.42) ifadesinin integrasyon siras1 degistirilirse,

./1(5) dsdt > Z j o ( j SHiPi(t)/l(S) dt) ds

t+7;

= z”: jTN_Ti/l(t)jt p;(s)ds dt (3.43)

t

LNiPi(t) .

elde edilir. (3.43) ve (3.42) den,

i ol pi(s)dsdtZJN(ipi(t)>ln(ezn:j
— Nt t—1; T \<Z = Jy

elde edilir. Diger taraftan Teorem 3.2.2 den

t+71;

pi(s) ds) dt (3.44)

t+71;
j pi(s)ds<1 , i=123..n (3.45)
t

bulunur. Buradan (3.44) ve (3.45) den,

zn: ' A(t) = jN (i Pi(t)>ln (ezn: jtﬂipi(s) ds) dt
i=1 "N T \i=o —Jt

veya
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Zn:lnx(f(;,)rl) > j (Z Px(t)>ln (ez jtﬂipi(s) ds) dt  (3.46)

i=1

ifadeleri elde edilir. (3.40) dan,

x(t —15)
X —T;

lim H—‘ — (3.47)
t—oo 1 x(t)

i=1

dur. Buda,
t —_

lim Oionf% — (3.48)

sonucunu verir. Bununla birlikte, Teorem 3.2.1 den

li . fX(t - Tn)
@

dur. Elde edilen bu ifade (3.48) ile ¢elisir ve ispat tamamlanmis olur.
Sonugc 3.2.1. Eger

t+71;

n
1
lirtn ianj pi(s)ds > " (3.49)

ise (3.15) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir(Li 1996).

Ispat. 7, <7, <..< 7, olsun. (3.49) dan, 1 < m < n olacak sekilde bir m sayis1 vardir

oyle ki;
t+Tm
lim supj pm(s)ds >0 (3.50)
t—oco t
ve
m t+7; 1
lirtn ianj pi(s)ds > " (3.51)
i=1°¢
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dir. (3.15) denklemi bir x(t) pozitif ¢oziimiine sahip olsun. Bu durumda x(t) pozitif

¢Ozlimii ayn1 zamanda,
m
x'(t) +Zpi(t) x(t—1)<0 (3.52)
i=1

esitsizliginin de pozitif ¢éziimiidir. Diger taraftan (3.51) de goriiliir ki baz1 ¢, > 0 igin

jtoo (i pi(t)>ln (eip&s)) dt = o (3.53)

dur. O zaman Teorem 3.2.3 den (3.52) nin biitiin ¢6ztimleri salinimlidir. Bu bir

celiskidir ve buda ispat1 tamamlar.
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4. BIRINCIi MERTEBEDEN NEUTRAL GECIiKMELi DIiFERENSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ SALINIMLILIGI

4.1. Birinci Mertebeden Homogen Neutral Diferensiyel Denklemlerin

Coziimlerinin Salinimhhg:

Birinci mertebeden lineer olmayan neutral gecikmeli diferensiyel denklemi

(x(®) + px(t = D) + QO)f (x(t =) = 0 (4.1)

seklinde olmak tizere bu denklemin ¢oziimlerinin salinimlilig1 i¢in asagidaki sartlara

ihtiyag vardir.
(C1) Q € R, tve o pozitif sabitler;
(C2) Q:[ty, @) — R, q(t) > 0 olmak tizere siirekli bir fonksiyon;

(C3) f:R —» R, u # 0 igin uf (u) > 0 olmak tizere siirekli bir fonksiyon ve bir M sabiti
vardir oyle ki f (u)/u®*>M >0 dir. Burada o tek tamsayilarin oranidir. Eger
p=max{t,6} ve T > t, oldugunu kabul edilecek olursa (4.1) denkleminin ¢6ziimii olan
bir x:[T —p,0) — R fonksiyonu vardir oyle ki, t > T i¢cin x(t)+ px(t — 1)
diferensiyellenebilirdir, ve x her ¢t > T icin (4.1) denklemini saglar. Eger (4.1)
denkleminin ¢oziimii keyfi sayida sifirlara sahipse ¢6ziim salinimlidir aksi halde ¢6ziim

salnimli degildir.

Bircok yazar birinci mertebeden neutral diferensiyel denklemlerin salimimlilig ile ilgili
bircok c¢aligma yapmuslardir. Bunlardan Gopalsamy, Lalli ve Zhang gibi yazarlar

asagidaki neutral lineer diferensiyel denklemini incelemislerdir.
(x(6) + px(t — 1)) + Q(®)x(t —7) =0 (4.2)
burada —1 < p < 0 dur. Eger,

t
lim inf Q(s)ds>1+p

t—oco t—g
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ise (4.2) denkleminin tiim ¢ozlimleri salmimlidir. Graef ve arkadaslar1 lineer olmayan

(4.1) nolu denkleminde f azalmayan, sublineer ve —1 < p < 0 olmak lizere eger,

po(t)dt = o

ise (4.1) denkleminin her ¢6ziimii salimmlidir. Hatta f nin siiperlineer ve p < —1
olmas1 durumunda da (4.1) denklemi i¢in benzer bir sonu¢ elde etmislerdir. Mishra,

(4.1) denklemini —1 < p < 0, a = 1 ve M = 1 olmasi durumunda incelemis ve eger,

t 1+
lim inf Q(s)ds > TP

t=o Ji o

ise (4.1) denkleminin tiim ¢6ziimleri salmimlidir, sonucunu elde etmistir. Tanaka ise

0 <y < 1veh(t) <0 olmak iizere,
(x(t) + hx(t — T))’ + Q) |x(t —a)|Ysgnx(t—0) =0 (4.3)

tipindeki neutral diferensiyel denklemini incelemistir. Eger,

j“’min q(s) q(s — 1) s = o
1+ (h(s—0c+t))Y)' 1+ (h(s — 0))" B

ise (4.3) denkleminin her ¢oziimiiniin salinimli oldugunu gostermistir.

Li ve Saker (4.1) denkleminin —1 < p < 0 ve lim,,_,o[u/f(w)] = B > 0 olmak {lizere,

t
L B
lim inf (s)ds > ———
t—o0 t_GQ e(1+p)

ise (4.1) denkleminin her ¢éziimiiniin salinimli oldugunu gostermislerdir.

Bir ¢ok calismada genelde (4.1) denkleminin ¢dziimlerinin salinimliligr —1 <p < 0 ve
p < —1 sarlann altinda incelenmistir. p nin pozitif oldugu durumda cok az ¢6zim
bilinmektedir. Bu boliimde, 2004 yilinda Graef, Savithri ve Thandapani tarafindan
p > 1 olmasi durumunda (4.1) denkleminin ¢ziimlerinin salinimlilig1 i¢in elde edilen

yeter sartlar incelenmistir.

33



Teorem4.1.1.0 > 7,p € (1,0), a =1 ve

t+o—1
lim supj Q(s)ds >0 (4.4)
t

t—ooo
olsun. z(t) = x(t) + px(t — 1) olmak iizere

(0] 4

iser x(t), (4.1) denkleminin bir pozitif ¢oziimiidiir(Graef, Savithri, Thandapani 2004).

Ispat. Hipotezlerden goriiliir ki z(t) > 0 ve (4.1) denkleminden z(t) azalandir. Bu

durumda,
px(t — 1) = z(t) — x(¢t) (4.6)
ve
z(t+ 1) =x(t + 1) + px(t)
dir. z(t) azalan oldugundan,
z(t) > z(t + 1) = px(t)
dir ve (4.6) dan,
p2x(t — 1) = pz(t) — z(t)
elde edilir. Boylece,

p—1

x(t—1) = 7 z(t)
veya
x(t — o) pr_zlz(t+r—a) (4.7)
dir. (4.1) ve (4.7) den,
M(P —1)
z'(t) + TQ(t)z(t +1—-0)<0 (4.8)
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elde edilir. Teorem 3.2.1. den istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.2. 0 > 1, p € (1,00) ve a =1 olsun. Eger (4.1) denklemi bir pozitif

¢cOzlime sahip ise yeterince biiyiik 7 ler i¢in,

2

jt Q(s)ds < ﬁ (4.9)

dir(Graef, Savithri, Thandapani 2004).

Ispat. Teorem 4.1.1 in ispatindaki gibi isleme devam edilirse, tekrar (4.8) ifadesi elde
edilir ve (4.8) ifadesinide t den t + ¢ — T ¢ kadar integre eder ve z(t) nin azalan oldugu

kullanilirsa,

t+o—-1

z(t+o—1)+ (p — 1 j Q(s)ds—1]z(t) <0 (4.10)

elde edilir. z(t) > 0 oldugundan yeterince biiyiik 7 ler i¢in,

t+o—-1

—M(p — D j Q(s)ds—1< 0 (4.11)

bulunur. (4.11) den (4.9) elde edilir.

Teorem 4.1.3. 0 > 7, p € (1,00) ve @ = 1 olsun ve (4.3) saglansin. Eger,

t+o—-1

OoQ(t)ln %] Q(s)ds |dt =0 (4.12)

to

ise (4.1) denleminin her ¢oziimii salinimlidir(Graef, Savithri, Thandapani 2004).

Ispat. x(t), (4.1) denkleminin bir pozitif ¢éziimii olsun. O halde z(t) pozitif, azalan ve
, Mp-1)
Z'(t) + ———— 7 Q)zt+t—0)<0 (4.13)

esitsizligini saglamaktadir. A(t) = —z'(t)\z(t) olsun. O halde A(t) siirekli ve
nonnegatiftir. z(t;) > 0 olacak sekilde bir t; > t,vardir 6yle ki;
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2(0) = 2(t)e a2 O%)

dir. Ayrica,
_ t
A(t) = w Q (t)exp (j l(s)ds) (4.14)
p t+1—0
dir.x >0ver > 0igin
e =>x+ Infer)
r
esitsizligi (4.14) icin uygulanirsa,
M(p-1) ‘
At) = p— Q(t) exp (A(t)A( 3 G/l(s)ds)
M (p -1) l 1 [t In(eA(t))
> ———Q(t) a0 ), G/l(s)ds +—A(t)
elde edilir ki burada,
3 M (p _ 1) t+o—1
4@ = 2= jt Q(s)ds

almmuastir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Moj 0(s)ds — Q(©)

eM (p _ 1) t+o—-1
A(s)ds = 0(t) In (p—z jt

Q(s)ds)

t+1—0

ifadesi elde edilir. O halde u > T + o — 7 i¢in,

j "2 ( j W_TQ(s)ds) dt — j "o ( j t ] A(s)ds) dt

> j “o®n (% j +G_TQ(s)ds> dt  (4.15)

dir. Integrasyonun siras1 degistirilirse,
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j ‘oo [ a)dsde = j e ( j +HQ(s)ds> it (4.16)

T t+1—0 T

bulunur. (4.15) ve (4.16) dan,

j e ( j Hq(s)ds> dt > j 4®n (% j +Hq(s)ds> dt (417

u+t—o T

ifadesi elde edilir. (4.9) ve (4.17) ifadeleri kullanilarak,

[ A(t)z% jT o0 1%% jt +HQ(s)ds> dt

u+t—o

veya

zlu+t—0) Mp-1) ¢ eM(p—1) (ot
e R jT 0 ln< 5 jt Q(s)ds) dt
bulunur. (4.12) den dolay1

o zlu+1t—0)
lim———=

lim —— 5 (4.18)

elde edilir ki buda (4.5) ile gelisir ve teoremin ispat1 tamamlanar.

Ornek4.1.1p=2,7=1,0 = 2,q(t) = é(1 + %) ve M = 1 olmak {izere,

(x(©) + 2x(t — 1)) + 3(1 + %)x(t —)(1+x2(t-2))=0, t>2 (419

diferensiyel denklemi ele alinirsa agiktir ki,

j:)q(t) In (%L“’lq(s)dS) dt = gj:) In (1 + In (1 + %)) dt = oo

dir. Teorem 4.1.3 den (4.19) denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimhidir(Graef, Savithri,

Thandapani 2004).

Teorem4.1.4.0 > 1, p € (1,), ve @ = 1 olsun. k > 0 olacak sekilde bir k sabiti

vardir Oyle ki;
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1 t
A < jt G+TQ(S)dS <k (4.20)

dir. Bu durumda (4.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimhidir(Graef, Savithri, Thandapani
2004).

Ispat. Teorem 4.1.3 iin ispatinda oldugu gibi isleme devam edilirse, goriiliir ki z(t)
pozitiftir, azalandir ve (4.13) i saglar. Ayrica (4.13) i¢in genellestirilmis karakteristik
esitsizligi,

t

A(t) = % Q (t) exp (j l(s)ds) (4.21)

+7-0

olur. Eger B(t) = exp (e I Q(s)ds) oldugu kabul edilirse yukaridaki esitsizlik

Mp-1 B(t) (*
B(t)A(t) = p—B(t)Q(t) exp (B( ) t”_a/l(s)ds>
seklinde yazilabilir.
x x
6’721+r—2 , x=20 ,r>1
esitsizliginden;
Mp-1
B A () — Q(t)p— A(s)ds = Q()A(D)
tyr—o

elde edilir ki burada A(t) = % B(t) dir. Budurumda u > T + 0 — 7 i¢in,

jm) B(t)dt—j O )Ot

dir. Integrasyon siras1 degistirilirse,

jT uQ(t)

elde edilir. (4.22) ve (4.23) den,

A(s)ds) dt > qu(t) A(t)dt (4.22)

+7-0

A(s)ds dt = j NPT ( j Q(s)ds) it (423)

tir—o T +1-0
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[(a@B@ac- % | T ( Q(s)ds) ar= [ o awar

tyr—o
bulunur ve bdylece,

B(t) = exp (ej Q(s)ds) > j Q(s)ds

+1-0 +1-0

oldugundan,

T

j “A0) Bt + j AOB®)de = j “00) At (4.24)

+7-0

olur. Diger yandan k; > 0 i¢in e < B(t) < k, oldugundan (4.24) den,

ju AD)dt > iqu(t)A(t)dt

u+t—0 kl

elde edilir. (4.20) esitsizliginden yukardaki esitsizligin sag tarafinda ki integral u — oo

iken mraksak olur. Bunun anlami Teoremin ispati Teorem 4.1.3 e benzerdir.

Ornek 4.1.2
(x(t) +5x(t— 1)) + %x(t -3)(1+x%(t—-3))=0 ,t>3 (4.25)

neutral diferansiyel denkleminde 7=1,0 =3, q(t) =i ve M =1 olmak iizere

goriiliiyor ki

<jt 1d —1<k—
=], s =5 =

-2
ve hatta;
%) t 001 e
Q(s)exp|e Q(s)ds |dt = j —eZdt = oo
t o t 4
0 +0-T 0

olur. Bu durumda Teorem 4.1.4 iin hipotezleri saglanmistir. O halde (4.25) denkleminin

tiim ¢ozlimleri salinimlidir(Graef, Savithri, Thandapani 2004).
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Teorem 4.1.5. a>1, 0>t ve p€(l,o) olsun. Ek olarak bir siirekli

diferensiyellenebilir ¢ (t) fonksiyonu vardir dyle ki;

p'(t) >0, tlirn p(t) = (4.26)

_ p't+t—0) 1
lim sup—————— < — 4.27
t—>oo P @ () a ( )

o p—1\" e ?®
lim inf M( ) t)——|>0 4.28
t—oo l pz Q( ) ) (t) ( )

olsun. Bu durumda (4.1) denkleminin her c¢oziimii salinimhidir(Graef, Savithri,

Thandapani 2004).

Ispat. Teorem 4.1.3 iin ispatindaki gibi islem yaparak z(t) nin pozitif oldugu ve

asagidaki esitsizligi sagladig1 goriiliir,

—1\¢
2 + M (”pz ) 0()2*(t+7—0) <0 (4.29)
(4.26) ve (4.27) den goriiliir ki,
_ ap(t+1t—0)
lim su <1 4.30
TS (*+30)

dir. Simdi (4.27) ve (4.30)dan, 0 <y <1, € >0 ve T = t, vardrr 6yle ki; ¢ = T igin,

1+8ap'(t+17—0) ap(t+1t—0)
- <yve (1+¢) <y 4.31
7o ) *3D
olur. (4.28) den Ty > T secilebilir dyle ki; t = T, icin,
p—1\“ L ae®

M( pz ) 0(t) = @' (e 1-a (432)
dir. Simdi p(t) = ¢'(t) exp (%(;)) olsun. Tang’in 2002 yilinda yaptig1 ¢alismasindaki

Teorem 2 den (4.29) esitsizligi yerine asagidaki esitligi ele almak yeterlidir.
Z({t)+p®)z*(t+T1—0) <0 (4.33)
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t = oo iken z(t) = 0 oldugunu gorebilmek i¢in ilk olarak z(t + 7 — g) = z(t) oldugu

gosterilmelidir. Boylece,
Z({t) +p®)z*(@t) < zZ'(t) + p()z*(t+T—0) <0
elde edilir. Buradan,

z'(t)

72(0) < —p(t)

oldugu goriiliir. Bu ifadenin integrali alinirsa ¢ — oo iken,
[7174(6) = 274(1)]/(1 = @) > —oo

olur. Buda gosterir ki z'~%(t) — +o0 olur ve z(t) - 0 dir. Bdylece, bir T; > T, vardir

oyle ki; t > T i¢in,
0<z(t) <1l ve Z(t) <0

dir. t>T,=T,+0—1 igin y(t) = —Inz(t) olmak lizere t=>T, i¢in y(t) >0
oldugu goriiliir ki; (4.33) dent > T, i¢in,

y'(t) = p(t)e y(t)—ay(t—o+7)

olur. Teorimin ispatiin bundan sonraki kismi Tang’in 2002 yilinda yaptigi

calismasindaki Teorem 1 in ispatina benzerdir. Buda ispat1 tamamlar.

Ornek 4.1.3
(x(®) +2x(t — 1)) + 3+ x3(t -3) =0 ,t =2 (4.34)

neutral diferensiyel denkleminde p=2 t=1,0=2, Q(t) = 3% ve M =1
olmak iizere @(t) = e?' ise Teorem 4.1.5. in biitiin hipotezleri saglanir ve (4.34)

denkleminin tiim ¢oziimleri salinimhidir(Graef, Savithri, Thandapani 2004).
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4.2. Birinci Mertebeden Homogen Olmayan Neutral Diferensiyel Denklemlerin

Coziimlerinin Salinmmhhgi icin Gerek ve Yeter Sart

Bu kisimda,

d
- (x® —px(t = 1) + QG (x(t — ) = f(©) (4.35)

homojen olmayan neutral gecikmeli diferensiyel denkleminin salinimlilig1 i¢in gerek ve
yeter sartlar verilmistir. Bu esitlikte f,Q € C([T, ), (0, 00)), 0,T€ (0,0),0<p<1

ve G: R = R dyle ki; x # 0 i¢in xG(x) > 0 olmak ilizere G azalmayan, Lipschitz sartini

saglayan ve her K > 0 i¢in fOK% < oo olacak sekilde bir fonksiyon olmak {izere eger

0<p<1 ise (4.35) denkleminin her ¢Oziimii salinimhidir ya da asimtotik olarak

sifirdir ancak ve ancak

jTOOQ(S)dS = 00

dur.

Eger G(x) = x%, 0 < a < 1 durumunda her K > 0 i¢in G fonksiyonu,

j K dx -

—_— (0]

o G()

esitsizligini saglarsa, (4.35) denklemine genellestirilmis-sublineer denklem denir.

Benzer olarak G(x) = x%, a > 1 durumunda her K > 0 i¢in G fonksiyonu,

j o dx <
—_— (0]
1k G()
esitsizligini saglarsa, (4.35) denklemine genellestirilmis-superlineer denklem denir.
Teorem 4.2.1. Q € C([O, ), (0, 00)), G:R > R ve xG(x) >0, x # 0, G azalmayan

ve her K > 0 i¢in,

K dx
,[0 m < o0 (4.36)
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olsun. Eger 0 <p < 1,7 € (0,) ve

j ) < oo (4.37)
0
1se

(x(@®) —px(t — 1)+ Q(O)G(x(t — D)) = f(©) (4.38)

denkleminin ¢6ziimiiniin salinimli ya da asimtotik olarak sifira yaklagmasi i¢cin gerek ve

yeter sart,

j wQ(s)ds = (4.39)
0

olmasidir(Das, Misra 1997).

Ispat. (4.39) saglansin ve x(t), (4.38) iin bir ¢oziimii olsun. Eger x(t) salmmli ise
ispatlanacak bir sey yoktur. x(t) salinimli olmasin. Yani t, = 0 olmak iizere t > ¢t i¢in
x(t) >0 ya da x(t) <0 olacaktir. Burada ama¢ t — oo iken x(t) - 0 oldugunu
gOstermektir. Eger t > t, i¢in x(t) < 0 ise (4.38) den z(t) = x(t) — px(t — ) olmak
lizere t >ty + o0 igin z'(t) > 0 olur. Sonu¢ olarak t = t; = t,icin z(t) > 0 veya
z(t) < 0 dir. Eger z(t) > O ise t > t; i¢in,

x(t) > px(t — 1) (4.40)
olur.
—f = max x(t), HL<t<t;+rt
olmak tizere, her € > 0 i¢in bir N > 0 tam sayis1 vardir dyle ki;
Ppr*<e, n=N
oldugu goriiliir. T = t; + Nt olarak diizenlenecek olursa o halde t > T igin,
x(t) >px(t—1) >p?x(t—21) > > p"x(t — N1) > —¢

olur. Boylece t = o iken x(t) — 0 dir. Egert > t; igin z(t) < 0 ise z'(t) > 0 dur.

Sonug olarak
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z(t)> z(t—0)= x(t—0) —px(t—17—0) > x(t —0)
esitsizliginden ve G nin azalmayan olusundan goriiliir ki,
ZO+Q)6(z®) =2 + Q()G(z(t — ) = f(t) =0
dir. Bu esitsizlik G(z(t)) ile boliiniir ve G(z(t)) < 0 oldugundan,

z'(t)

—G(z(t)) +Q(t) <0

elde edilir. Bu esitsizligin 7 den t ye kadar integrali alinirsa elde edilen sonug iizerinde

(4.36) ve (4.39) kullanirsa bir ¢eliskiyle karsilasilir.

x(t) >0, t > t; olsun. Bu durumda t — o iken x(t) - 0 oldugu gosterilecektir.

V() = x(t) — px(t—7) — j £(s)ds
0

olmak iizere (4.38) den Y (t) nin,

Y'(t) + Q(t)G(2(t—0)) =0 (4.41)

esitligini sagladigi goriliir. Boylece Y'(t) < 0 dir. Sonugta t =>t; olmak {izere
yeterince biiylik ¢ ler i¢in Y (t) < 0 veya Y(t) > 0 olur. Eger Y(t) > 0 ise Y'(t) <
0 olmasi Y (t) nin smirlihgmi gosterir. (4.41) nin T den ¢ ye kadar integrali alnir ve Y (t)

sinirli oldugundan,
j Q(t)G(x(t —0))dt <0 (4.42)
T

elde edilir. TekrarY(t —0) >0, t = t; + 0 oldugundan,

t—o

x(t—a)Zj f(s)ds , t=>t;+o
0

olur ve sonug olarak,

t—o

G(x(t — a)) > G ( f(s)ds)

0
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bulunur. Buradan,

ij(t)G(x(t —¢))dt = 0

dir. Bu da (4.42) ile geligir. Diger bir yandan eger Y(t) >0 , t > t; ise,

x(t) < px(t—1) + j f(s)ds <px(t—1)+ joof(s)ds =px(t—1)+M (4.43)
0 0

olur. Burada,

M = jooof(s)ds

dir. (4.43) da ¢ swraswyla t —7,t — 21, ... ,t —nt ile yer degistirilirse son esitsizlik

kullanilarak,
x(t) < px(t—1)+ M
<p(px(t—21)+M)+ M =p?x(t —27) + pM + M
< p*px(t—3t)+M]+pM + M

<p3x(t—31)+p?M+pM+M

< p'x(t—nt) +p" M +p" M + -+ pM + M

elde edilir. Yani,

n—-1
x(t) < p"x(t—nt)+ M Z p
i=0

olur.

© 0Pt geometrik serisinin yakimsak olmasi x(t) nin siirliligmi gerektirir. Goriiliir ki

liminf,_,,, x(t) = 0 dir. Aksi takdirde bir T, > t; vardir buda liminf;_,, x(t) =8 >0
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olmasini gerektirir dyle ki, t > T igin x(t — o) > g dir. (4.40) nin T, dan t ye kadar
integrali alinirsa,
t t
j Y'(s)ds + Q(S)G(x(s — a))ds =0
To To

elde edilir ki buda t » o iken Y(t) » —oo olmasmi gerektirir. Sonug¢ olarak x(t)

siirsizdir. Bu bir ¢eliskidir. Boylece liminf;_,,, x(t) = 0 dur.

limsupx(t) =u =0

t—oo

olsun. Eger u > 0 ise asagidaki sonuglara ulasilir. Tanimdan, (t,)s-; seklinde bir reel
degerli raksak dizi vardir dyle ki, t — oo iken x(t,) — u olur. x(t) smirli oldugundan
reel sayilarin smirh bir dizisi olan (x(t, — 1)), dizisinin g, € [0, u] olmak tlizere bir

yakmsak (x(t,, — 1)) alt dizisi vardir. $imdi z'(t) = x(t) — px(t — 7) olmak iizere,
;P_{Lr}o z(tnk) = gi_)rgo(x(tnk) - px(tnk — 1)
= lim (x(tn,) =P lim (x(ty, —7)

=p—puy =2u(l-p)>0 (4.44)
oldugu goriiliir. Bu da gosterir ki limsup z(t) = u(1 —p) > 0 dir. Kolaylik olmasi
t—oo

agisindan,

limsup z(t) = a

t—oo

almacaktir. tlirn inf x(t) = 0 ise reel sayilarin bir (t;,);=, wraksak dizisi vardir dyle ki;
n - o iken s(t;) = 0 dir. Sonug olarak, reel sayilarin (x(t;, — 1)) smurh dizisi

0 < A < polmak iizere A reel sayisina yakinsayan reel sayilarin yakinsak bir (x(t;, —

1))~ alt dizisine sahiptir. Boylece,
;P_{Lr}o z(t,’lk) = }11_{1;)2 (x(t,’lk) — px(t,’lk — T))

=—-pA <0
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dir. Buda tlirn inf x(t) = 0 oldugunu gosterir. § pozitif olmayan bir reel say1 olmak

uzere,
liminf z(t) < B
t—oo

olsun. Limit supremumun tanimindan reel sayilarin iki tane (s, )m=q ve (Sp)n=q gibi
raksak dizisi vardir 6yle ki n — o iken z(s');_; = a ve z(s,) —» B dir. Genellikten
bir sey kaybetmeksizin, her n igin s,, < s;, olsun. N yeterince biiyiik alinirsa, dyle ki,

- ﬁ

z(sy) — z(s,) > 3 n=N, (4.45)

olur. x(t) smirli oldugundan z(t) de sinirhdir. (4.38) iin T, dan ¢ ye kadar integrali alinir

ve(4.37) kullanilarak,

e}

Q(s)G(x(s —o)ds) < (4.46)

To
elde edilir. (4.37) ve (4.46) dan bir T = T,y vardir dyle ki;

O()Q(S)G(x(s —0)ds) < Tﬁ

\(

f (s)ds < —ﬁ
T 8
0
dirr n> Ny, =N icin s, , s, > T olsun. (4.38) iin n > N, i¢in s, den s, ye kadar
integrali alinirsa,

a—p
2

< |Z(57,1) - Z(Sn)l

js " 59

n

T 0(8)G(x(s — 0)ds)| +

a—f a—-pf a-p
=78 *78 T3
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oldugu goriiliir ki buda bir ¢eligkidir. O halde,

limsup z(t) = 0

t—oo
dir. Burada t — oo iken x(t) = 0 dir. Buda ispati tamamlar.

Gerek Sart: Aksine,

jOOOQ(S) ds = oo

olsun ve yeterince biiylik bir T i¢in;

jf(s)ds<— ve Kjwe(s)ds <1—Tp
0

burada X, [ 1] de G bir Liptschitz sabitidir.

[T,0)da siipernorm ile birlesmis olan f € C([T, ), (—0,)) fonksiyonlarinin

Banach uzay1 C, [T, o) seklinde tanimlansin. O halde

R(y(t)) =py(1—1) +1%p + j H(S)G(y(s — a)) ds — j f(s)ds, t>T
0 t

olmak {izere R:S — S operatorii tanimlansin. Burada S tim g € [T, )

fonksiyonlarmin bir kiimesi dyle ki;

1- p< <1
10 -9

dir. Herhangi bir g € S i¢in

1- 1-
R(g(t))<P+Tp+Tp=1

\(

1-p l1-p 1-p 1-p
R > —
(9®0) z—5Pr+— >

oldugunu gérmek kolaydir.
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Bu R(g(t)) € S oldugunu gsterir ve bdylece R, S den S ye bir doniisiimdiir. Simdi her
g, h € S i¢in,

”Rg - Rh” = SuPtleR(g(t)) - R(h(t))l

< psupeerlg(l —7) — h(1 = 1)
¥ Supear jOOOQ(S) 16(g(s — ) = G(g(s — ))|ds
< psupearlg(©) — h(D)]

K supear(190) — () [ Q(s) ds

<pllg—hll + (Kj 0(s) ds> lg -l
0

=(p+=2)lg—nl

bulunur. Bu gosterir ki R bir toplam doniisiimiidiir ve boylece S de bir sabit nokta olan

w(t) yi igerir, yani,
w(t) =pw(t—1)+ 1% + ij(s)G (W(s — a))ds — joof(s)ds

denklemi
(w® —pw(t—1)) + QOOc(w(s — ) = f(t)

ifadesine denktir. Boylece t—opSW(t) <1 o0zelligini saglayan w(t) ¢oziimii ne

salmimlidir ne de asimtotik olarak sifira yaklasir. Buda teoremin ispatini tamamlar.

Ornek 4.2.1. (1 — ez—T) > 0 olmak iizere,

("“) - T>> a3 -0 = e (1) 4 D)D)
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t

olsun. Bu denklem Teorem 4.2.1 in hipotezlerini saglar. A¢iktir ki x(t) = e~t ifadesi

bu denklemin bir ¢éziimiidiir.

Bu oOrnekte p = 1 i¢cin Teorem 4.2.1 bir sonu¢ vermez. Asagidaki drnek bu amca

uygundur(Das, Misra 1997).
Ornek 4.2.2. 7,0 € (0,0) olsun. p > e® olmak iizere,
(x() — px(t — ‘L')), +e%(e ?+pe*—Dx(t—1) =e°?

denkleminin bir ¢6ziimii x(t) = e? dir. Bu ¢dziim ne salinimlidir ne de asimtotik olarak

sifira gider(Das, Misra 1997).
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