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1. GIRIS

Keyfi mertebeli diferensiyel ve integrasyon kavramlari, tamsayr mertebeli tiirev ve n-
katl integralleri birlestiren ve genellestiren kavramlardir. Bu kavramlar, 17. yiizyildan
itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve diger bir ¢cok matematikg¢inin, ke-
sirli mertebe icin diferensiyel ve integrasyonun genellegtirilmesine dayanan oncii galis-
malariyla gelismeye baglamigtir.

Kesirli diferensiyel teorisi cesitli madde ve iglemlerin kalitsal 6zelliklerinin tanimlan-
masinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aragtir. Bu ise, tamsay1 mertebeli tiirevlerle kargilag-
tirilldigr zaman, kesirli tiirevler icin énemli bir avantajdir. Kesirli tiirevlerin bu avantaji
nesnelerin mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin matematiksel modellemelerinde, akigskan-
lar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro-analitik kimyada oldugu gibi diger bir ¢ok
alanda kullanilmaktadir.

Burada ele alacagimiz kesirli integraller, 0 < o < 1 olmak tiizere,

¥
Foz/x—tlo‘ r>0
0

seklinde ifade edilen Abel integral denklemine dayanmaktadir [Samko 1993].

Kesirli integraller,

/dw/da: / x)dr = n—ll) /b(x—t)”lgo(t)dt

a

seklindeki n—katli integraller yardimiyla ifade edilmektedir. Bu esitlik yardimiyla elde

edilecek olan,

(Tuv) () = (1a) / - f(tt))l_adt, r>a (1.1)

a

b

(Ip_¢) (z) == F(la) / 0 fgf))l_adt, z<b (1.2)

T

ifadelerine . mertebeden kesirli integraller denir. Bu integraller bazen sirasiyla sag ve



sol tarafli kesirli integraller olarak da adlandirilirlar. Bu integraller i¢in bir adlandirma
da Riemann-Liouville kesirli integraller seklindedir [Samko 1993].
Buradaki (1.1) ifadesi 0 < a < 1 igin bir Abel integral denklemidir. Bu integral

denklemi yardimiyla, [a, b] aralig1 tizerinde tamimh f(z) fonksiyonu igin,

. 1 d [t
(Da+ ) (Z’) - F(]. _ Oé) %Q/(x _t)aa (13)
14
(D-1) @) = ~F =) f (1.4)

seklinde ifade edilen esitliklere, f fonksiyonunun «. mertebeden sirasiyla sag ve sol
kesirli tiirevleri denir [Samko 1993].

Diger yandan, Riesz potansiyeli adi altinda tanimlanmig olan

fx:—(;y dy, 0<a<n
yl
(1.5)
Q@
olo) =m22%— =~
I'( )

integral, ilk olarak 1949 yilinda Riesz tarafindan incelenmistir [Riesz 1949]. (1.5) in-
tegrali,

1 fw)
&)IR[ P y|n7ady, 0<a<n (1.6)

seklinde de yazilabilir. Riesz potansiyelinin bu yazihginin, f fonksiyonu ile |z|*" ¢ekir-
deginin konvoliisyonu oldugunu gérmek kolaydir. Bir f fonksiyonunun bir K c¢ekirdegi

ile konvoliisyonu f x K sgeklinde gosterilir ve konvoliisyon tanimina gore (1.6) ifadesi

- / @)K (@ — y)dy (L.7)

dir [Stein 1970]. Yani Riesz potansiyeli (1.7) ile gosterilen operatorler smifinin bir ézel

daha genel olarak,

halidir. Bu operatorler sinifina singiiler integraller de dahildir. Goriildiigii gibi Riesz



potansiyelinin ¢ekirdegi olan K (x) = |z|* " fonksiyonunun koordinat baglangicinda za-
yif tekilligi meveuttur. K(z) = |z|™" gekirdekli konvoliisyonlara singiiler integraller
denir. Yani singiiler integraller potansiyellerden farkl olarak tekillik noktalarinda in-
tegrallenemezler. Tiim bunlar (1.7) konvoliisyon operatoriiniin gekirdeginin integral-
lenemeyen tekilligi olunca buna singiiler integral, zayif (integrallenebilen) tekilligi o-
lunca da potansiyel denilebilecegini gosteriyor [Landkoff 1972, Stein 1970]. Bu tanim-
dan, gekirdegi log || olan konvoliisyonlarin da potansiyel simifina dahil olacagi agikca
goriilmektedir [Mizuta 1987].

Singiiler integraller ve potansiyeller teorisinde en ¢ok kullanilanlardan biri Fourier donii-
stimiidiir. L;(R™) uzayinda bir f fonksiyonunun Fourier déniigiimii f veya F'f seklinde

gosterilir ve

Ff(zx) = / e 2 f(y)dy

olarak tanimlanir [Strein 1970]. Burada (x.y) n-boyutlu x = (21, ..., 2,), ¥ = (Y1, .., Yn)
vektorlerinin i¢ carpimudir. f fonksiyonunun ters Fourier doniistimii F ! f ile gosterilir

ve

F () =

[ e jwy

Rn

1
(2m)"
seklinde tanimlanir.

Genellegtirilmig fonksiyonlar (Distribution=Dagilim) teorisi yardimiyla Fourier déniigiimii
ve onun tersi daha genig fonksiyon simiflar1 i¢in de kullanilabilir. (1.7) tipinde verilen

konvoliisyon operatoriine Fourier doniigiimii uygulanirsa
F(f«K)(z)=FfFK

esitligi elde edilir.

Diger taraftan Fourier doniisiimiiniin ¢zelligine gore keyfi bir P polinomu i¢in,

P(D)(Ff)(x) = (FP(=2miy)f(y))(z) (1.8)

vardir [Stein 1970]. Buradaki P polinomu (x1, .., x,) degiskenlerine bagl bir polinom-
dur. Yani, P(x) = > coz® , a = (o, ..., ;) kath (multi) indis, burada ¢, lar negatif

3



olmayan tam sayilar, z* = x¢,,,z% gseklindedir. D diferensiyel operatorii igin , P(D)
aa1+~~-+an

ifadesi, P polinomunda x® nin yerine D% = 920 Do yazilarak elde edilir. Bu
Ty ...0ron

durumda P(D) operatoriine, P(x) polinomu ile olusturulmug diferensiyel polinom (o-
peratorler polinomu) denir. Ozel halde P(D) Laplace operatorii,
o*f 0*f

PD)f) = Af =55+ + 55

oldugundan, (1.8) esitligi geregince,
FAf(z) = —4n* |z* F f(x)

elde edilir. Buradan,
F(=Af)(z) = 4x° [a|* F f ()
yazabiliriz. Bu esitligin, Laplace operatoriiniin keyfi kuvvetleri (fractional kuvvetleri)

i¢in de var oldugu gosterilmigtir [Stein 1970]. Yani,
B
F(=A)2 f(x) = 27 [2|)° F f(x) (1.9)

dir. Aym calismada, —n < § < 0 durumunda Laplace operatoriiniin kesirli kuvvetleri
(1.9) formiilii ile tanimlanmig Riesz ¢ekirdeginin kuvvetleri ile aymidir. ((1.9) formiilii
o = —f i¢in yazilmigtir).
Riesz potansiyellerinin Fourier doniigiimii ile Laplace operatorii arasindaki iligkileri, bu
potansiyellerin matematigin bir cok dalinda kullanilan énemli bir operator oldugunu
gosterir.
Eger f € L,(R") ise, I,f Riesz potansiyeli L,(R") uzayma ait olamaz [Stein 1970].
Eger Vp > 1 i¢in,

IT(Nllg < Cpag llfIL,

esitsizligi saglaniyorsa T' operatoriine kuvvetli (p, ¢)-tipli operatér denir. VA > 0 igin,

C q
i 1) 2 < (P2)

ise T operatoriine (p, q)-tipli operator denir. Hardly-Littlewood-Sobolev teoremine gore

1
l<p<g<oo, —=-— 2 iken bu potansiyeller i¢in agagidaki esitsizlik gecerlidir;
q n

1
p
Haflly < Apg £, -

4



Burada A, , yalniz p ve ¢ ya bagh olan bir sabittir. p = 1 durumunda ise teoreme gore

1
I, operatorii (1, ¢)-tipli operatordiir (Burada — =1 — ¢ dir). Yani A > 0 icin,
q n

mA{x: |[I,f] > A} < <%)q

dir [Stein 1970]. Yukardaki agiklamalardan, konvoliisyon operatorleri simfinda Riesz
potansiyelinin iyi incelenmis operatorler oldugu goriilmektedir. Bu operatorler yardimiy-
la fonksiyonlar teorisinde potansiyel uzaylar: tanimlanmigtir [Stein 1970].

Ornegin, Riesz potansiyel uzayimnin elemanlari, (—A)_Ta f € L,(R") seklindeki f fonksi-

yonlarindan olugur. Bu uzaylarda norm agagidaki gibi tanimlanir [Stein 1970],

1,0 = [ (=207 /]

Ly(®")

Bu tiir uzaylar diizgiin manifoldlar tizerinde de tanimlanabilir. Ornegin R de kiire-
sel koordinatlara gecersek, o zaman Laplace operatorii iki kissmdan olusur. Birincisi
Radial (yani yaricapa bagh) kisim, ikincisi kiiresel kisim (yani yalmzca agilara bagh
kisim). Laplace operatoriiniin bu ikinci kiiresel kismina kiire {izerinde tanimlanmig
Laplace-Beltrami operatorii denir [Mihlin 1962]. Bu operator 0 ile gosterilir. Yukari-
daki gosterimle Riesz potansiyel uzayi, ¢ operatorii yardimiyla kiire tizerinde de tanimla-
nabilir. Kiire {izerinde tanimlanmig bu uzay, singiiler integral teorisinde ¢ok énemli bir
yer tutar. Singiiler integrali bir operator gibi karakterize eden semboliin (yani singiiler
integralin ¢ekirdeginin genellegtirilmis fonksiyon anlaminda Fourier doniigiimii) ¢zellik-
leri genellikle bu uzayda incelenir. Bundan dolay1 semboliin kiire {izerinde tanimlanmig
bu uzaydaki ozellikleri, ¢ok boyutlu singiiler integral denklemlerin ¢oziimiiniin varlig
ve tekligi teoremlerinde kullamilir [Mihlin 1962]. Singiiler integralin sembolii, aslinda
kiire iizerinde tamimlanmig logaritmik cekirdekli potansiyeldir [Mihlin 1962]. Semboliin
tiirevlerini aragtirmak igin, bu logaritmik ¢ekirdegin tiirevlerini arastirmak zorundayiz.
Yani singiiler integral teorisi ve singiiler integral denklemler teorisinin problemleri bizi
zay1f tekillikleri olan integrallerin aragtirilmasina gotiiriir [Mihlin 1962]. Bu tiir integral-
lerin tiirevlerinin alinmasi, problemindeki zorluklar, zayif tekillikli ¢ekirdegin tiirevini

aldikca onun tekillik mertebesinin artmasindan ibarettir. Bu nedenle zayif tekilligi

bt



olan cekirdekli integral, tiirevlerini aldiktan sonra singiiler integral haline doniigiir. Bu
konuda, yani zayif ¢ekirdeklerin diferensiyellenebilmesi konusunda bazi sonuclar vardir.

Bunlardan birini hatirlatalim [Mihlin 1962].

|
x,0 T —
r=lo—l, myeR e i) = [ Sy, 9= 12
R

olsun. Burada ¢(x, ) fonksiyonu ve onun x ve 6 noktalarimin kartezyen bilegenlerine
gore tiirevleri, siirekli ve sinirh bir fonksiyon olsun. f(y) fonksiyonu Lipschitz simifindan
ve sonsuzda f(y) = O(|z|™"), ¢ > 1 sartim saglayan bir fonksiyon olsun. Bu sartlar
altinda L(z) integralinin x e gore birinci tiirevleri mevcuttur ve bu tiirevler k = 1,2,...,n

icin

2 / FPLDay / Fg |22 = @) [ ot 8)costranias

TTL
Sn—1

formiilti yardimiyla hesaplanabilir. Burada S"~!, R" uzaymda baslangici orjin olan
bir yarigaph kiire yiizeyi, ds yiizey elemani cos(r,zy) ise r vektoriiniin x; ekseni ile
yaptig1 acinin kosiniisiidiir. Riesz potansiyellerinin aragtirilmasi da ayni konunun bir
dalidir. Bu potansiyeller 1949 yilinda tanimlanmis olmasina ragmen bunlarin diferen-
siyellenebilme 6zellikleri 1983 yilinda Y. Mizuta tarafindan incelenmeye baglanmig ve
bu aragtirmalar halen devam etmektedir [Mizuta 1987, 1993]. Yukarida yazilan L(x)
integral operatoriiniin ¢ekirdeginin tekilligi n — 1 inci mertebedendir. Bundan farkh
olarak Riesz potansiyelinin g¢ekirdeginin tekilligi n — a inci mertebedendir ve burada
a, n den kiigiik olmak iizere keyfi pozitif bir sayidir. a = 1 ve ¢(x,0) = 1 segersek,
Riesz potansiyeli L(x) potansiyelinden bulunur. Yani bu 6zel halde syledigimiz sonug
Riesz potansiyelinin diferensiyellenebilmesi hakkinda bir 6nermedir. Dogal olarak o # 1
olursa, yukardaki sonuctan Riesz potansiyelinin diferensiyellenebilmesi hakkinda hig bir
bilgi elde edilemez. Riesz potansiyelinin tanimindan o nin kesir ve tamsay1 olabilecegi
giiriilmektedir. L(z) operatoriinde o = 1 oldugundan bu operatoriin ¢ekirdeginin bi-
rinci tiirevi tekilligi singiilerlige getirir (yani tekilligin derecesi n olur ve tiirevi alinmig
1

cekirdek W seklinde olur. Bu ise n-boyutlu uzayda singiiler ¢ekirdektir). Riesz potan-
x

siyelinde ise tekilligin mertebesi n — « oldugundan bu tekilligi tiirevleme yontemi ile

6



singiilerlige getirmek icin bir cok adim gerekir. Ornegin, o tam ise o tane adim gerekir.
Bundan dolay1 Riesz potansiyelinin ardigik tiirevlerini aragtirma imkani buluruz.

Yukarida bahsettigimiz zayif tipli singiileriteye sahip cekirdekli,
Unf (@) = Un s f(a) = [ o= yl"" f(0)dy
RTL

a potansiyellerinin sinirhiligi ve Sobolev esitsizligi ile birlikte bu potansiyelin L9 daki

1 q .
S,(U, ) = 0, / | U ()| dS ()

tipindeki kiiresel ortalamalar1 Y. Mizuta tarafindan incelenmistir [Y. Mizuta 1996].
Bu galigmanin iigiincii boliimiinde, (1.1) ve (1.2) ile ifade edilen kesirli integralleri elde
ederek, bunlar i¢in uygulamalar verilecek, daha sonra (1.3) ve (1.4) ile ifade edilen
kesirli tiirevler ve cesitleri verilerek, baz1 uygulamalar yapilacaktir.

Dordiincii boliimde (1.6) veya daha genel olarak ifade edilen
(F+K)@) = [ K@ - iy
]Rn

seklindeki operatorler sinifina ait olan, Riesz potansiyelinin elde edilisi, sinirhiligi, agir-

ikl sinirlilign ve genel formu olan kesirli integraller incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 (Dagilim-Distribution): Kompakt destege sahip ve C smifina ait
fonksiyonlarin sinifi D olsun. Bu durumda, 7' : D — R yada T : D — C fonksi-
yonelleri lineer ve siirekli ise, 1" fonskiyoneli bir dagilim adin1 alir. f € D ve ¢ herhangi

bir fonksiyon olmak iizere,

(6.1) = (TS} = [ £(0)0

Rn
seklinde tanimlanir [Schwarz 1966].
Tanim 2.2 (Konvoliisyon): f ve g, R” den C ye birebir fonksiyon olsunlar. Bu

(f*9)( /f dy

seklinde tanimlanir ve f ile g nin konvoliisyonu diye adlandirilir. Konvoliisyon carpimi

durumda f * g fonksiyonu,

degismeli ve birlesmelidir.
Tanim 2.3 (Fourier Déniistimii): z,y € R" ve xy = (z,y) = x191 + T2Ya + ... + TpYn

olmak iizere f € L (R™) i¢in, f fonksiyonunun Fourier déniigiimii,

)

Pﬂ@=<@=[ﬂmW@@

fn
ile verilir [Schwarz 1966 .

Tanim 2.4 (Maksimal Fonksiyon): B (x,r) merkezi, + € R™ noktasinda olan r
yarigaph yuvar; mB(x,r), B (x,r) yuvarimin 6l¢iimii olmak iizere, bir f fonksiyonu igin
M f ile gosterilen ve

(M) (2) = sup——b— / 1 ()l dy

>0 mB (x,r)
B(z,r)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona, maksimal fonskiyon denir [Stein, E.M. 1970].



Tanim 2.5 (Hoélder Esitsizligi): Q CR™, f € LP(Q)veg € L1(Q)olsun. 1 <p < o0
ve 1/p+ 1/q = 1 olmak iizere,
1 1
p q
/If(fv)g(w)ld(l“) < /If(x)lpd(fﬁ) /Ig(x)lqd(l“)
Q Q Q
esitsizligine Holder Esitsizligi denir. Burada ¢, p nin konjigesidir [Neri 1971].
Tanim 2.6 (Zay:if L Uzay1): 1 < p < oo ve f fonksiyonu R" de tanimh olsun. Eger
C > 0 igin

SupA {z e R":|f(z) > \"" < C < o0
>

varsa f fonksiyonu R" de zayif LP uzayina aittir.
Tanim 2.7 (Zay:if Tip): 7,1 < p < o0, 1 < ¢ < o0 olmak iizere, L? (R™) den

L% (R™) ye birebir doniigiim olsun. Bu durumda,

A q
M{;U:]Tf(m)\>a}§< Hf“p) ., a>0

Q@
ise T', (p, q)—uzay tiplidir denir [Stein, E.M. 1970].

Tanim 2.8 (Operator): Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniistiiren
doniisiimlere operator denir.

Tanim 2.9 (The Riesz-Thorin Teoremi): 7', LP* den LP ye ve L? den L% ye
siirh lineer operator olsun. O halde ¢ € (0, 1) seklinde herhangi bir say1 vardir ve

1t 1—t 1 ot 1t
+ +

7“1_2?1 q1 ’ 7"2_]?2 q2

olmak tizere, T operatorii L™ den L™ ye sirhdir [Stein, E.M. 1970].
Tanim 2.10 ((")lgl'ilebilir Fonksiyon): f : X — R" tammh bir fonksiyon ve A bir

olciilebilir uzay olsun. Bu durumda « > 0 igin,
7 (-00,00)) ={z € X: f(z) >a} €A

oluyorsa f fonksiyonuna olgiilebilir fonksiyon denir.
Tanim 2.11 (Altlineer(Sublinear) Operator): V' bir vektor uzayr ve f:V — R
olmak {izere,

f(yx)=~f(x), Ther v€R, veherx €V icin

9



flety) <f(e)+f(y),  herzyeVign

ifadelerini saglayan f fonksiyonuna altlineer (sublinear) operator denir.
Tanim 2.12 (Schwarz Uzay1): Kendisi ve tiirevleri bir polinom ile ¢arpildiginda

sinirh kalan fonksiyonlarin uzayidir. Yani;
3, =QL(E") = {f € C*(E") : sup |anﬁf (z)] < oo} No,p €7t

dir [Schwarz, L. 1966].
Tanim 2.13 (A4, Smifi (1 < p < 0)): w(z) > 0 ve w(z) € Ljp.(R™) olsun. Eger
1 < p < > i¢in,

p—1
1 1 /
= de | [ = 17y
sgp |Q|Q/w(a7) x |Q|Q/w(x) x <C

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise w € A, dir. Burada 1/p +1/p’ = 1 dir. Sayet
w € A ise
Muw(z) < Cw(x)
olcak gekilde C' > 0 sabiti vardir [Ding 2007].
Tanim 2.14 (R™ de Kiiresel Koordinatlar): Z = Z, R™ de birim kiire olarak

tammlansin. y € R, yani n > 1 i¢in y = (y1, Y2, -.-, Yn) noktasim alahm. Bu durumda

asagidaki doniisiime kiiresel koordinatlar denir.

hn (t7¢179027'“a90n—1) = tCOS(,Dl
Y2 <t7901a9027"'790n71) = tSingpICOS(p2

Ui (015 Ps s Pn_y) = tsin;sing,...singp,_; cos gy,

Yn (t7()017%027"'790n—1) = tSin(pl Sin(pQ"'Sin(pn—l

Buradaki ¢, aglarn 0 < ¢, <7, k=1,2,3,...n —2ve 0 < ¢y, ; <271 dir. t = |y| ve

Y = (€1, 92, - Pn_1) € Z olmak iizere t = |y| = \/y? + 92 + ... + 32 seklindedir. Bu
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sekildeki bir doniigiimiin Jakobiyeni ise

Oy1 Oy Oy

ot dpy T Opp_ g
dy2 Oy Oy2

J’ — ot 8@1 o 890'”7 1
Oyn  Oyn Oyn

ot Opy T Opp_ g

n—3

= " (singp,)" " (sing,)" " ..sing,
dir.
Tanim 2.15 (Calderon-Zymund Singiiler Integral Operatorii):

K(z) € Li,.(R™\ {0}) olsun ve agagidaki durumlar saglansin,

loc

K (@) < Bla| ™, Va#0

/ K(z)dr=0, YVO<r<R<oo

r<|z|<R

/ K (z —y) — K(x)|de < B, Vy#0.
|z[=2[y|

K Calderon-Zymund c¢ekirdegidir. Burada B, = ve y den bagimsiz bir sabittir [Ding
2007].
Tanim 2.16 (L? Uzay1): R" = {z: 2z = (21, 29,...,2,)} olsun. 1 < p < oo olmak

tizere LP uzayi,
1
p
r=D®)={ @l = | [lI@F] <s aer
dir [Neri 1971].

Tanim 2.17 (Marcinkiewicz Interpolation Teoremi ): T operatorii, j = 0 ve

j = 1licin (p;, q;) —zayif tipli olsun. Yani f € L? (R™) ve A > 0, j =0, 1 i¢in,

{z T (@) > A} = <%> ’

11



dir. Eger 0 < 6 < 1 i¢in
1 1-60 0 1 1-60 0

—_ = — V — = J—

p Do y4i q qo q1

ise T' operatorii (p, q)—zayif tiplidir. Yani,

||Tf||q = A Hpr , A= Alpo, p1, 90, q1,0) icin

dir [Stein, E.M. 1970] .
Tanim 2.18 (Genisleme Operatorii):

7p (f (7)) = [ (pz)

ile tanimlanan 7, operatoriine genisleme operatorii denir.
Tanim 2.19 (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi): f(z,h) toplanabilir majoranta
sahip olsun. |f(x,h)| < F (x), burada F (x), h parametesinden bagimsiz ve F (r) €
Ly (Q) dir. Eger, h — 0 iken f (z,h) fonksiyonunun hemen hemen her z i¢in limiti
varsa,

}lliir(l]g/f(:v,h)dx: /}lliir(l)f(x,h)da:

Q
dir [Samko 1993] .

Tanim 2.20 (Riesz Cekirdegi):

1 |z |*7" , a—n#0,2,4,6...

— 1
Vo (@) ]x|a_"lnﬂ . a—n=0,24,6..
xr

seklinde tanimh &, (z) fonksiyonuna Riesz gekirdegi denir [Samko 1993].
Tanim 2.21 (Homogen Cekirdek): Her A > 0 ve 2 € R" igin eger K (A\z) = A\“K(x)

ko () =

ise K(z) gekirdegine . mertebeden homogendir denir.
Tanim 2.22 (Singiiler Integral): K (z) cekirdegi . mertebeden homogen olsun.
Eger x # 0 ise S = {z : |z| = 1} birim kiire iizerinde z in izdiiglimiinii =’ = L olarak

kd
gosterelim. Bu durumda eger, K (z), a. mertebeden homogen ise,

K@) =laf". & () = ol K@)

|z

12



yazabiliriz. Dolayisiyla Q (z) = K ﬁ) fonksiyonu sifirinci mertebeden homogendir.
x
Boylece Q2 () = K(2'), S de bir fonksiyon olarak alinabilir. Bu fonksiyona K ¢ekir-

deginin karakteristigi denir. K (x), —a. mertebeden homogen ve f % K konvoliisyonu,
Frk = [ F)K -y (201)
RTL

olmak iizere f — f * K seklinde bir doniigiimii goz 6niine alalim. O halde agagidaki iig
durum mevcuttur.

i. Eger 0 < a <nise, (2.0.1) integraline zayif singiiler integral denir.

it. Eger a = n ise, (2.0.1) integraline singiiler integral denir.

i1i. Eger a > n ise, (2.0.1) integraline hipersingiiler integral denir.
wd@) =c [ o=yl f)dy, 0<a<n
R"

seklinde tanimlanan Riesz potansiyeline zayif singiileritiye sahip bir integral denir
[Neri 1971].

Tanim 2.23 (Gamma Fonksiyonu ): I' (n) notasyonu ile gosterilen ve

oo

['(n)= /x"‘le_mdx
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir. Gamma fonksiyonunun su
ozellikleri vardir;

a. I'(n+1) =nl"(n)

b. r(%) = /7
c. F(p)F(l—p):SmeW, 0<p<l
d. 2217 ()T <x + %) _ /AT (22).

Tanim 2.24 (Beta Fonksiyonu): B(z,w) notasyonu ile gosterilen ve

1
B(z,w) = /x21(1 —2)™ 'dz, Rez>0, Rew >0
0

13



seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. Beta fonskiyonunun Gamma

fonksiyonu ile iligkisi,
()T (w)

Bz w) = I'(z+w)

esitligi ile verilir.
Eger yukaridaki Beta fonksiyonunda z # 0, w # 0 ise, Re z = 0 veya Rew = 0 oldugu

diistiniiliirse, bu sartlarin yakinsaklik sartlar: olacag: anlagilir. Ozel olarak,
B(z,i0) =1lim [ 2 (1 — 2)"'dz, Rez>0, §+#0

limiti vardir. Bu durum ise, w # 0, Rew = 0 olmak iizere, w ye gore B(z,w) nin

analitikligi ile cakigir. Diger yandan,

o

[ =2y =yt =@ -9 Ba - a - 9

integrali, t = y + (z — y) + (z — y)¢ ' degisken degistirmesiyle Beta fonksiyonuna
indirgenir.
Tanim 2.25 (Dirichlet Formiilii): ©; = [a,b], Q2 = [¢,d], —00 < a < b < o0,

—o0 < c<d< oo, ve f(z,y), Q1 X Qs de dlgiilebilir fonksiyon olsun. O zaman

b d b d
[z [ 1@y = [ay [ sz,

esitligine Dirichlet formiilii denir [Samko 1993].
Tanim 2.26 (Abel Integral Denklemi): 0 < o < 1 olmak iizere,

1 [ (t)dt
10 = 5 [ oo ©

seklinde tanimlanan integral denklemine Abel integral denklemi denir.
Tanim 2.27 (Kesirli (Fractional) Integral): n—katl integraller icin asagidaki esit-

lik tiimevarim metodu kullanilarak kolayca gosterilebilir.

/xdg;/xdx.../mgo (z)dr = (n_ll)!/b(z—t)”_lgp(t) dt
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Burada (n — 1)! = I'(n) oldugu i¢in, n nin tamsay1 olmayan degerleri igin, yukaridaki
esitligin sag tarafi daha anlamh bir gekilde ifade edilebilir. Buna gore, ¢(x) € Li(a,b)

ve o > ( icin,
x

(Igr) (x) := T (1a)/(x f(f))l_a dt, = >a

(Ip-¢) (z) = F(la)/(t fg;l_adt, v<b

xT

ifadelerine «. mertebeden kesirli (fractional) integraller denir. Bu integraller bazen
sirasiyla sag ve sol tarafli kesirli integraller olarak da adlandirilirlar. Bu integraller i¢in
bir adlandirma da Riemann-Liouville kesirli integraller seklindedir.

Tanim 2.28 (Kesirli (Fractional) Tiirev): [a,b] aralig) iizerinde tanimh f(z) fonksi-

yonu icin,

) 1 d [t
(De- )<x>_r<1—a)%/(;p—t>a’

a

L d Bt
r<1—a)%/(t—x)a’

T

(Dp-f) (2) = —

ifadelerine f fonksiyonunun «. mertebeden (0 < « < 1) sirasiyla sag ve sol kesirli

tiirevleri denir [Samko 1993].
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3. KESIiRLi INTEGRALLER VE KESiRLi TUREVLER

Bu boliimde, oncelikle n-kath bir integral yardimiyla kesirli integralleri elde ederek
bunun Abel integraliyle iligkisini verecegiz. Daha sonra Abel integrali yardimiyla Rie-
mann-Liouville kesirli tiirevini vererek bu tiirevin Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli
tiirevleri ile iligkilerini verecegiz.

3 1
Simdi soyle bir soru yoneltelim. Acaba 3 mertebeden veya 3 mertebeden tiirev veya

diferensiyel var midir? Eger varsa ; kez uygulanan veya % kez uygulanan integral var
midir? Bu tiir bir sorunun cevabini arayalim. Eger tiirev varsa integral de olmaldir,
diistincesiyle hareket edelim. Bunun icin ¢ncelikle kesirli integrallere bakalim.

3.1. Kesirli (Fractional) Integral

Simdi n-kath

T 01 02 On—1

/ / F(on)dondo,_1...dosdoy (3.1.1)

a a a

integralini ele alalim. Bu integralde integrasyon sirasini ve buna baglh sinirlar1 degistire-

lim. Bunun igin;

a<o] <z o9 <01 <
a <oy <oy 03 <0<
(3.1.2)
A< 0, 1<0p9 0,<0, 1<%
a<op<Op_1 a<o,<x
siir degisimleri altinda (3.1.1) ifadesi,
T 01 02 On—1
/f(an)dandanl...dagdal
x z e oz [z (3.1.3)
= /f(on) / / / /dal dosy... | do,_1 | doy,
a n n—-1 03 02

seklinde yazilir. (3.1.3) ifadesinin sag tarafi terim terime hesaplanirsa

xr 01 02 On—1

/// / flop)doydo,_y...doydoy = ﬁ/mf(gn)(x — o) Mo, (3.1.4)
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esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! olusu kullanilirsa,

/ / / / (02)dondorn 1. d@dol:ﬁ / flon)@ —on)'don  (3.15)

yazilir. Bu esitligin sag tarafindaki n pozitif bir tamsayidir. ' gamma fonksiyonu
tamsayilar diginda da ifade edilebildiginden, n nin tamsay1 olmamasi durumunda (3.1.5)
esitliginin sag yani i¢in su tamim verilebilir.

Tanim 3.1.1: f(x) € Li(a,b) olsun. Bu durumda,

(I f)x) = /f —t)*ldt, w>a (3.1.6)

(Ie f)() = /f _pelgn w<b

integrallerine o > 0 igin a. mertebeden kesirli integral denir. Bu integral Riemann-
Liouville kesirli integrali olarak bilinir.

1 1
Simdi f(t) = (t —a)2 ve o = 5 olmak iizere asagidaki Riemann-Liouville kesirli in-

tegralini goézoniine alalim.

(1o, f /f — 0 ldt, x>a

Kabuller altinda bu integral

T

12 NMe) = —1 [(t=a)rla =) 2t 2>

F(§) a

olarak yazilir. Sayet burada t = a+ (x —a)7 seklinde bir degisken degistirmesi yapilirsa,

1

/Tp_l(l — 7)1 dr = B(p,q)

0
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esitligi ile ifade edilen Beta fonksiyonu yardimiyla agagidaki esitlik elde edilir,

T

VLN = Jt-ape-oyra o
:%O (JI—CL)%([E—CL)_%—HT%(I—T) 2dt
= L’N(CL’—G)/T%(l —T)_%dt
= (- a)B(, )

3 1
1 F(§)-F(§)
= 7T(:17 a) 51

(5+3)
:7(517—@)
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3.2 Kesirli (Fractional) Tiirevler
n. mertebeden tiirevlerin

df(x) &f(x) &Ef(z)  d"f(z)

de = d2® 7 dx® 777 dam T

f (@),

sonsuz dizisini gozoniine alalim. Bu dizi, keyfi mertebeden diferensiyel diisiincesi altinda
tekrarlanan diferensiyelin bir genellegtirilmesidir. Burada temel amag Enn semboli ile
gosterilen operatoriin n tamsayr degerli parametresini, tamsayl olmayan bir a para-
metresiyle yer degistirmektir.

Genel kesirli tiirevleri vermeden 6nce yarim tiirev de denen bir tiirev formiilii elde ederek
bir uygulama yapalim ve daha sonra daha genel kesirli tiirev formiilleri verelim.

Bunun i¢in f(z) = 2* seklindeki fonksiyonu ele alalim. Burada k pozitif bir tamsayidir.

Ele aldigimiz fonksiyonun a. mertebeden tiirevini alirsak,

fla) = a*

fl(z) = ka™?

f'(x) = k(k—1)a"7?
@) = k(k—1)(k —2)a"?

FO@) = k(k—1)(k—2).(k—a+ Dake

yazilir. Yine burada I'(n) = (n — 1)! oldugundan

T(k+1)

e T L

egitligini yazariz. Buradaki a sayisimi herhangi bir pozitif say1 olarak secerek fonksi-

yonun kesirli tiirevlerini hesaplayabiliriz.

1 1
Bir an i¢in kabul edelim ki, a = 5 Ve k = 2 olsun. Bu durumda, fonksiyonun 7
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mertebeden tiirevini (yarim tiirevini) hesaplayalim.

1

f(x) = 2% ve a=3 ise,
'k+1
f(a)(l') = ﬁl’k_a e§1th§1nden
dix2 _ F(i’) 23
dz? PE—5+1)
dz 2 3 _5 3 3 3
- 2, T(O)=T1+ ) =T+ =213 =2
L - od, T)=T(1+2) = 2T+ 5) = 57() = Sva
r)
dz 8 2
dx%x B 3ﬁx '

Elde edilen yarim tiirevin tekrar yarim tiirevi alinirsa

di [ di dz ( 8 )
|27 | =—F | ——=22 | =22

dxz \ dx? dez \ 3T

8§ 3
Yukarida yaptigimiz uygulamaya benzer olarak f(z) = x2 alalim ve bu fonksi-

3VT

1
yomun a = o mertebeden kesirli integralinin  f(z) = 2% oldugunu gosterelim. a = 0

leo

oldugu kolayca goriiliir.

olmak iizere Riemann-Liouville kesirli integrali
(" f)() = = / @) —eta, w0
)= @ x , T
0

olarak yazilir. Kabuller altinda f(z) =

3 1
x2 fonksiyonunun o = 3 mertebeden

8
NG
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kesirli integralinin,

oldugu goriiliir.
Simdi kesirli tiirev i¢in 0 < o < 1 olmak {izere,

xT

! )/gp(t)(x —t)*ldt, v>a (3.2.1)

f(ﬂ?):m

Abel integral denklemini ele alalim.
(3.2.1) ifadesinin her iki yaninda x yerine ¢, ¢ yerine s yazalim. Daha sonra elde edilen

ifadenin her iki yamni (x — t)~¢ ile carparak a dan = e kadar integralini alirsak;

/ di / #(s) ds = F(a)/ 1(t) dt
(x—t)>) (t—s)t (=)~
olur. Burada Dirichlet formiilii olarak bilinen
b * b b
/ /f(l’,y)dy dr = / /f(rc, y)dz | dy
a a a )
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seklindeki sinir degigimi formiiliinii gdzoniine alirsak,

/ o(s)ds / = t)aét_ e =T / (xf_(ti)adt (3.2.2)

a

oldugunu goriiriiz. (3.2.2) ifadesindeki ig integralde t = s+7(z—s) degisken degistirmesi
yapilirsa,

x 1

dt e e T(@rd -«
S/(m—t)o‘(t—s)l—a_O/T (1—1) dT_B(Oé’l_OZ)_—F(a—i—l—a)

oldugu goriiliir. Elde edilen bu esitlik (3.2.2) de kullanilirsa,

x T

D(a)I'(1 — a)/gp(s)ds = F(a)/(xf_(t;a
[ 1[I
[etons = ) G

olur. Buradaki son egitligin her iki yaninin x e gore tiirevi alinirsa,

o) = ﬁ% / (xf_(tz>adt (3.2.3)

a

elde edilir. Elde edilen (3.2.3) ifadesine a. mertebeden kesirli tiirev denir. Bu tiireve
Riemann-Liouville kesirli (fractional) tiirevi de denmektedir.

Bu tiirev formiilii daha genel olarak su sekilde ifade edilir.

Tanim 3.2.1: f fonksiyonu her sonlu (a, x) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun.
m € IN, m—1 < a < m olmak iizere x > a i¢in reel bir f fonksiyonunun «. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

1 am

—a)dz™

D)= £ [0 -t (3.24)

seklindedir.
Tanmim 3.2.2: m, m < a < m+ 1 sartin saglayan bir tamsayi, f siirekli bir fonksiyon,

f®(z)(k = 1,2,...,m + 1) tiirevleri de [a,z] araliginda siirekli olsun. Bu takdirde f
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fonksiyonunun «. mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi

o _ - PUa) (@ —a) et

k=0

1 r m+1 m—o
+F(—a—|—m+1)/f( () (@ — )™ dt (3.2.5)

dir.
Tanmim 3.2.3: m, m — 1 < a < m olacak gekilde pozitif bir tamsay1, a herhangi bir
pozitif say1 ve f fonksiyonu da m defa siirekli diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde

f fonksiyonunun a. mertebeden Caputo kesirsel tiirevi

opi) 1 / (M) ()( g — -1
Def() mwm/fW(t) ar (326

ile tanimlanir.

x > 0 i¢in (m + 1). mertebeden siirekli tiireve sahip f(z) fonksiyonlarmin bir simfi
ele alindiginda (3.2.5) ile verilen Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi, (3.2.4) ile verilen
Riemann-Liouville kesirli tiirevine egit olacaktir. Bununla birlikte aym sartlar altinda
Caputo kesirli tiirevi ile diger iki kesirli tiirev arasinda boyle bir esitlik s6z konusu
degildir. Simdi Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin hangi sart-
lar altinda egit olduklarimi gosteren bir teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2.1: f(x) fonksiyonu [a,z] araliginda (n — 1) defa siirekli diferensiyel-
lenebilir ve f(™(z) tiirevleri de [a,z] araliginda integrallenebilir olsun. Bu takdirde
her a, (0 < a < n) i¢in D%, f(z) Riemann-Liouville tiirevi mevcuttur ve D@, f(x)
Griinwald-Letnikov tiirevine egittir. Eger 0 < m — 1 < a < m < n ise bu takdirde,

a <t < zicin,

@D (o) — q)oH r
%ﬁ@—%J@—;fiﬁﬂjw+ﬁm{wﬁWWm%wwﬂ

esitligi saglanir.
Teorem 3.2.2: f(x) fonksiyonu her (a,z) sonlu arahiginda siirekli ve integrallenebilir,
m, m—1 < o < m olacak sekilde pozitif bir tamsay1 ve a herhangi bir pozitif say1 olmak

tizere f*)(x) (k =1,2,...,m+ 1) tiirevleride [a, 2] araliginda siirekli ve integrallenebilir
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olsun. Bu takdirde £k =1,2,...,m 4+ 1 i¢gin f(k)(a) = 0 sartlar1 saglanirsa

D f(x) = D& f(x)

dir.
Ornek 3.2.1: Daha 6nce ele aldigimz fonksiyonun tiirevini tekrar ele alahm. f(z) = 22

1
fonksiyonunun o = 5 icin Riemann-Liouville kesirli tiirevi hesaplayallm. m € IN,

1
m — 1 < a < m oldugundan dolay1, m — 1 < 3 < m i¢in m = 1 olmalidir. Riemann-

Liouville kesirli tiirev formiiliinden,

. 1 dm o
Dinf (@) = fom—ay g | T =0
1 1 T
Dh, (@) — ) O
F(l _> xa
2
1 1 d i 1
D f(z) = T4 2w —t)"2dt
F(i) a
. 1 d T—a 1
Dinf@) = =1 [ (o= wPw) 3du
0
1 1 822 —a? — dax
Dif@) = = :
3(x —a)2

bulunur.

Simdi aym fonksiyonun Griinwald-Letnikov kesirli tiirevini hesaplayalim. m < a <
1

m + 1 oldugundan dolay1, m < 3 < m 4+ 1 i¢in m = 0 olmahdir. Griinwald-Letnikov

kesirli tiirev formiiliinden
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T

2 - /P@ g 1 1) o
D¢pf(x) = kZ:O I(—a+k+1) +F(—a—|—m+1)/f + (t)(x — 1) dt
L 0 (k) _ —% k T
D¢, f(x) = fik (a)l(x a)"2" + . 1 /f(0+1)(t)(x B t)o_%dt
=0 D(—g+k+1) D5 +0+1)y
1 (0) _ f%Jro T 1
Depf(z) = f (a)(xl a) N 11 /f'(t)(a:—t)‘idt
Heg P(=5+1
1 (12(1' . a)_%_H] 1 T ,
') ;)
I
Vad(z —a)? 3(x—a)?

olarak bulunur.
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4. KESIRLI (FRACTIONAL) INTEGRAL OPERATORLER

Bu boliimde Riesz potansiyelinin siirliligini ve genel formu olan kesirli integralleri

inceleyecegiz. Eger 0 < a < n ise |z| "™ € Ljy. (R") dir. Bu durumda

( 1) (€) = (a) (27) " | (40.1)

||

yazilir. Burada

fy(a)—7r22°T( )/F( 2)

dir. Riesz potansiyeli,

_ 1 /() _ L r N,
RO = = (=)@ s

seklinde tanmimlanir. Simdi kesirli mertebeden Laplace operatorii ile Riesz potansiyeli

arasindaki iligkiyi verelim. A Laplace operatériiniin,

ALy oy v
0z Ox3 T 0a2

seklinde ifade edildigini biliyoruz. Her bir ¢ € & (R") igin, —A¢ operatériiniin Fourier
doniigiimii,
(Za¢) (©) = @r )’ ¢ (©)

seklindedir. Gercektende;

( Agp / Ap (x) e 2™y,

oo+oo

2
T (e )

—00—00 —00

olarak yazilir. Buradaki her bir toplam ayni karakterde oldugundan, bir tanesine ya-

pacagimiz iglemi tiimii i¢in alabiliriz. Bunun i¢in kismi integrasyon yontemini uygula-
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yalim,
o

0? .
/ gm(%x)emgm dzy
. o0 .
_ 6727”512:1 82;% ) + 27T2'£1/%%€—27rm1£1dx1
Y —00
= 2mif, | e T (a:)!iooo + 27Ti§1/<p (z) e 2™1o1
o —oc0
= (2ri6,)? [ (@) rrind,
Elde edilen bu esitlik yardimiyla,
(—Acp) (&) = 4n? (éf + &2+ .+ 5721) m/g& (1) e 2™y,

R"

= 4r |3 (9)

ifadesini yazabiliriz. Boylece ¢ € S(R™) ve 0 < o < n igin (4.0.1) ve (4.0.2) esitlik-

2 = (5 (7= 30) )A<s>

==;%ﬁ<r%3*¢)@)

- @v (a) (27) " €] 5 ()

= @rE) @)
¥

lerinden,

= ((8)72¢) ©
elde edilir.
4.1 Riesz Potansiyeli
Bu boliimde Riesz potansiyelleri icin baz1 6zellikler ele alinacaktir. Bunun igin 6nce-
likle, I, Riesz potansiyelinin, 0 < a < n olmak iizere, L” den L? ya smirh oldugu

gosterilecektir. Yani,
Hafll, < ClAL (4.1.1)

olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
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1 1 «
- _= 4.1.2
i (4.1.2)
oldugu gosterilecektir. § > 0 igin
75 (f) (z) = [ (6)
genisgleme operatoriinii ele alalim. Bu durumda 0 < o < n i¢in
To-1laTs =0 "I, (4.1.3)
ve
l7s (DI, =077 1f 1l s Ims-1da (DI, = 8" (1L (], (4.1.4)
dir. Boylece § > 0 i¢in (4.1.1), (4.1.3) ve (4.1.4) ifadelerinden dolay1
Hafll, = 6%lIms-2La7s ()l
= 0“Ta||I7
a7 (D, s

IN

C5* " a s fll,
o™ e | ],

oldugu goriiliir. (4.1.5) tiim § > 0 i¢in saglandigindan (4.1.2) nin saglanmasi igin

o+ non_ 0, yani — = — — 2 olmahdr.

a p n
Lemma 4.1.1: fe ?(R")vel <p< " olsun. O halde = € R” icin
«

°2 _op
Laf (@) < C ISl [MS (@) n
dir. Burada M operatorii Hardly-Littlewood maksimal fonksiyonu ve C' = C(«, p,n)

dir.

Ispat: = € R™ sabiti ve r > 0 icin

flz =y fle—y)
Ilaf(l’)|§/ e dy+/ e dy = Jy + J

ly|<r ly[>r
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vardir. Ilk olarak .J; integralini ele alalim.

_ N flz—y)
= Z; / M

= 9-i- 1r<|y\<2 ir

EEEr= R BT

2-I-lp<|y|<2-0r

(2”') / (e — )l dy (4.1.6)

IN

IN

Q

<

Q
Mg Y
1\3
5

3

=i lyl<2-ir
— C OLM - 1
= CroMf o
j=0
< CreMf (z)
dir. J5 igin p = 1 segilirse
o <l (4.1.7)

elde edilir. 1 < p < ' alimirsa Holder esitsizliginden,
o)

/

P
Jp < /Iy!(a_”)p dy | 11, (4.1.8)
yI>r
< or' e |fll,

yazilir. Boylece (4.1.6) ve (4.1.8) ifadelerinde 1 < p < n alindiginda tiim = € R” i¢in
«

If (@) <C <rC“Mf (e) + 1 ||f||p)

esitsizligi yazilir. Bu esitsizligin sag tarafinda,

f ) =roMf (@) + "0 | £,

alalim ve bu ifadenin en kiiciik degerini bulalim. Bunun igin,
f1(r) = ar" M f (@) + (a0 = 2) 770 £, = 0

s Mf(2) = (5 - a) 171,
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)wn

(-
AT
- QE‘) f ()

r:<ﬁuﬂ)uﬂwmw<»

po

EIS

SI’E

n n
esitligini elde ederiz. Burada c¢; = <— — 1) i¢in,
po

SIS

r=ci|lfln (Mf (2)

dir. O halde,

[Lof (z)| < C (To‘Mf (v) —{—ra_% ||pr> = C|fll2 [Mf (x)]l—%

oldugu gortiliir.

Teorem 4.1.1 (Hardly-Littlewood-Sobolev Teoremi): Kabul edelim ki 0 < o <

1 1
n,1<p< n ve — = — — e olsun. Bu durumda,

« q p n
. ay .
i. f e LP (R (1 <p< 5) ise || L/, < C|If]l, dir.

ii. f € L' (R™) ve tiim A > 0 igin

n

C n—a
e R slns @) >0 < (Sr)" . 0= Clanp

dir.

. o
Ispat . (1 — _p) q = p olacag1 agiktir. Lemma 4.1.1 ve 1 < p < oo olmak tizere
n

Hardly-Littlewood maksimal operatoriiniin L”—simirliligindan,

1111, CHf|| HMpr B <CHf||

esitsizligi kolayca yazilir.
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it. Lemma 4.1.1 ve M operatériiniin zayif (1,1)—simirhhig gozoniine alinirsa,

)\ n—«
Hx € R": [If (x)| > A} = reR": Mf(x)> &
ClrAT
Clifl "
< O Tl 1£11y
c na
< (Ss1,)
yazilir.
Simdi 7, Riesz potansiyeli i¢in birkac hatirlatma verelim.
Hatirlatma 4.1.1: Teorem 4.1.1 in (i7) kism
Haf o < ClI £l (4.1.9)

olarak yazilamaz. Simdi bu durumun saglanmayacagina dair érnekler verelim. |y| <1

iken f(y) =1 ve |y| > 1 iken f (y) = 0 olsun. Bu durumda,

1 dy
W0 =55 | G

ly|<1

olur. |z] > 1 ve |y| <1 igin
[z =yl < o]+ |yl < fo[+1 < 2]z

yazilabilir. Bundan dolayn,

olacaktir. O halde

olacaktir.
Hatirlatma 4.1.2: p = n iken Teorem 4.1.1 in (i) si dogru degildir. Bunun i¢in f
o

fonksiyonunu,

0 >
-l > 5
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seklinde tamimlayalim. Burada e yeterince kiiciik bir sayidir. O halde f € La (R™)
oldugu agiktir. Ancak her ¢, n (1+¢) <1 ifadesi saglayacak sekilde segilirse
a

1 . 1) w0
[af(()):—/ || "(logm) dr = o0

olur. Dolayisi ile 1,(f) aslinda orjin etrafinda simirli degildir. Bu yiizden I, f () ¢
L (R) dir.
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4.2 Riesz Potansiyelinin Agirlikli Sinirhihigi
I, nin agirhikh smirhiligini incelemek igin 6ncelikle kesirli M, maksimal operatoriinii

ifade etmek gerekir. 0 < o < n ve f € Lj,. (R") igin

Mo () (@) =sup— [ 1f e =l dy (12.1)

ly|<r

dir. Buna denk bir tanim ise

Mo (f) () =sgp|Q |1_g/\f(y)|dy (4.2.2)
"G,

olarak ifade edilebilir. Buradaki supremum R" de, kenarlar1 eksenlere paralel ve merkezi
x ekseni iizerinde olan tiim (), kiipleri iizerinden alinmaktadir. M, kesirli maksimal

operatorii baz1 durumlarda [, yardimiyla karakterize edilecektir. Yani 0 < a < n,

f € Lipe (R™) ve 2 € R™ igin

Mo (f) (x) < (@) Lo ([f]) (2) (4.2.3)

dir. Gergekten z € R™ ve belirli » > 0 sabiti i¢in

(17 @) :,Ma/”|wa

1 |f (x =yl
G @ (42.4)
> y)| dy
ly|<r

olur. Bu esitsizligin her iki yaninin r > 0 i¢in supremumu alinirsa, istenen elde edilir.

1 1
Teorem4.2.1:O<a<n,1§p§ﬁve—:——golsun.
« qg p n

i feLP(RY) (1 <p< g) ise
Mo fll, < C £,

it. f € L' (R™) ve her bir A > 0 igin

n

e r 0 (0> 4 < (S1s)
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dir. Buradaki C, a, n, p ye baghdir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Hardy-Littlewood Sobolev teoremi, (4.2.3) esitsizligi ve 1 <
p < g yardimiyla kolayca goriiliir. Ayrica p = g icin Holder esitsizligi yardimiyla M,
nm La (R™) den L* (R™) ye sinirli oldugu agciktir.

Simdi M, kesirli (fractional) maksimal operatériiniin agirhklh simrlihgim inceleyelim.
Bunun i¢in oncelikle A(p,q) smifim ve A(p,q) smifi ile A, simfi arasindaki iligkiyi
aragtiralim.

w(x), R™ de negatif olmayan ve lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. w €
A(p,q)(1 < p,q < o) olmak iizere C' > 0 sabiti vardir 6yleki, R™ deki her bir @
kiibii i¢in

1
— “d pd 2.
sgp |Q|Q/w(x) x |Q|/ T <C <o (4.2.5)

dir. w(x) € A(1,q9) (1 < ¢ < o) olmak iizere R" deki her bir @ kiibii i¢in

Sgp F;Q/w ()" dx (esssgpwzxg <C <o (4.2.6)

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardir.

1 1
Teorem 4.2.2 (A(p, q) ve A, arasindaki iligki): 0 <a <n,1 <p< Pyez=2-_¢
a g p n
olsun.

i.p> 1isew€A(p,q)<:>wq6Aq¥ @quAHﬁ s w EAH%/
it.p>1lisew € A(p,q) = wi e A, vew? € A,
ii.p=1lisew € A(l,q) & w? € A4

dir.

1
—2_Zewe A(p,q) olsun. YA > 0 ve
n

p

Teorem 4.2.3: 0 <a<n,1<p<
Ve LP (R", wP) igin

(/ e )%m) < ¢ /|f D) da (4.2.7)
{z€R™: M f(z)>A}

olacak gekilde C' > 0 sabiti vardir.

QIB
|

SR
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Ispat: A >0 ve K > 0 icin
Ex={x €R": M,f (z) > \}

Eyxk =E\NB(0,K)

alalim. Burada B (0, K) = {x € R": || < K} dir. Bundan dolayi, her bir z € F) x

i¢in, M,, operatoriiniin tanimi yardimiyla

r@r“%/vwﬂ@>A (4.2.8)

olacak gekilde bir @), kiibti vardir. Ey x C U Q. oldugundan F) x C U Q.; olacak
rzeE) K J

sekilde {z;} C E\ g vardir. {Q,,} smirhdir, yani 3C = C (n) igin,
ZX% () <C(n), VzeR"
J

dir (Burada Besicovitch overlapping teoremi uygulanmigtir [Garcia-Cuerva 1985]). Bu-

radan,

ESHES]

[wwra] <[ [wwra (129
T Quy

L K

elde edilir. £ < 1 icin (4.2.9) un sag tarafi
q

Z /w ()" dy (4.2.10)

olur. Ttim @, lerigin (4.2.8) ifadesi saglandigindan (4.2.9) ile (4.2.10) un kombinasyonu

p P
q p

[ wwray <3 / ()" dy /u|@ (1211)

A |Qx]

Ex Kk

zj z

35



esitsizligini saglar. p > 1 i¢in Holder egitsizligi ve (4.2.5) den

D
q
/w(y)qdy
Ex K
p p
q p/
<% Jwtray| xie. /\f iy | [wi ™ i
QL @ ij
<on pz/v DI dy
] QCL‘
< CA” p/lf y)I" dy
(4.2.12)

olur. Elde edilen bu esitsizligin sag tarafindaki son terim {Qx]} nin ozelliginden dolay:
sonlu ortiiye sahiptir. Buradaki C sabiti ise K yaricapindan bagimsizdir. Dolayisiyla

monoton yakinsaklik teoremi (4.2.12) yi saglar.

/If(y)|dy - /|f<y>w<y>|w<y>1dy
o Qs

< esssupw /|f y)| dy

p =1 icin
(4.2.13)

vardir. (4.2.11), (4.2.13) ve (4.2.6) dan

/ w(y)' dy

E K

1 1
<> .5 /w(y)qdy ——esssup—— /\f y)| dy

J R }Q%‘“ s

<ot Z/|f )| dy
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yazilir. O halde k — oo alirsak p = 1 i¢in (4.2.7) saglanir.

1 1
Teorem 4.2.4: Kabul edelim ki 0 < o < n, 1 < p < Tve = == -2 olsun.
a

q b n
w € A(p,q) olmak iizere

/[Maf (2w (@)'de| <C /\f )P da (4.2.14)

n

dir. Burada C, f den bagimsizdir.

Ispat: w € A(p,q) oldugu icin, Teorem 4.2.2 nin (i) kismindan w? € A, a vardir.
p/

Ap—agirhgmin temel 6zelliklerinden w? € A, olacak sekilde 1 < s < 1+ ﬁ vardir. Simdi

asagidakiler saglanacak sekilde p; ve ¢ alalim,

1 1 «Q
l<p<p, —=——= ve s=14+2 (4.2.15)
q1 b1 n Y41

a4
Boylece (4.2.15) ve Teorem 4.2.2 nin (i) kismindan dolayr wat € A (p1,q1) oldugu

aciktir. Teorem 4.2.3 den yararlanarak her bir A > 0 i¢in

yat

/{w(m)q%]ql P e /]f(x)]pl (w(:r;)qll)pl dz

yazilir. Bu esitsizlik,

(;/ dx <C)\ 2 /\f P v (2) 0 da (4.2.16)

ifadesine denktir. Burada v (z) = w? (x) dir.

f(x)=g(x)v (a:)z alinarak
T (g) () = Ma (gvn ) (2)

seklinde bir altlineer operatér tamimlayalim. Boylece (4.2.16) ifadesini bu yeni tanim-

lamalar altinda yeniden yazarsak,

q1

p1

/ o (z)dz < CA™ / 9 (@) v (2) da (4.2.17)
{z€R™:T(g)(x)>A} :
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n 1 1 «
olur. Diger taraftan, p < ps < — olacak gekilde p, alalim ve — = — — — saglasin. O
o a2 b2 N
halde
1+25044
Do p

a
dir. Teorem 4.2.2 (i) den w2 € A(ps,qo) dir. Benzer sekilde (4.2.17) denkleminden,

q2
p2

/ o (z)dz < CA~® / g (@) v (2) da (4.2.18)
{z€R™:T(g)(x)>A} :

yazilir. (4.2.17) ve (4.2.18) ifadelerine Marcinkiewicz interpolation teoremini uygularsak

/ T () (2)]"0 (2)dx | <C / 9 (@) v (2) de (4.2.19)

n

319

olur. g(z) = f(z)v(z)”

ve v(z) = w(z)? olsun. O halde

[ @e@ra] <c| [1f@ue)r

n

dir. Boylece ispat tamamlanir.

M, min agirlikli sinirhligindan, 7, Riesz potansiyelinin agirlikli sinirliligini aragtiralim.
Bir sonraki lemmay1 vermeden ¢nce A, iizerinde bir tamim verelim. R" de negatif
olmayan w(z) fonksiyonu, her @ kiibiinde ¢ > 0 igin bir § > 0 varsa A, durumu

saglanir. |E| < 0 |Q)| esitsizligini saglayan ) nun bir dlgiilebilir £ alt kiimesi i¢in

/w(m)da: < 5/w(a:)da: (4.2.20)

E Q
vardir. A, kosulunu saglayan tiim fonksiyonlar A, smifin1 olusturur. A ve A,
(1 < p < o0) arasidaki iligki
A =4, (4.2.21)

p>1
dir. Simdi ispatsiz olarak verecegimiz agagidaki Lemma bize I, ve M, arasindaki iligkiyi

verecektir [Muckenhoupt 1971].
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Lemma 4.2.1: Kabul edelim ki 0 < a < n, 0 < ¢ < 0o ve w(z) € A olsun. f den

bagimsiz ¢yle bir C' sabiti vardir ki,

/|I F@) | w(a)ds < 0/ M, £(2)] w(z)da

R”L Rn
ve
sup)\q/ w(x)dr < Csup)\q/ w(x)dx
A>0 {z:|Ia f(z])>A} A>0 {z: My f(x)>A}
dir.
n 1l 1 «
Teorem 4.2.5: Kabul edelimki0 <a<n, 1<p< —, —=—-——vew(x) € A(p,q)
a’'q p n
olsun.
1. 1 < p < o0 icin,
1 1
q p
/][ f@)w@)|'dx| <C /|f x)|" dx (4.2.22)

15. p =1 ise her bir A > 0 igin

q
/ w(x)de < —q / |f () w(z)|dx (4.2.23)
(w10 f(2)]>7} A

dir. Burada C' f ve A dan bagimsizdir.

Teorem 4.2.5 in ispat1 basittir. Gergekten, Teorem 4.2.2, w(x)? € A1+§ (p>1) veya
w(z)? € Ay (p=1) igin (4.2.21) denkleminden w(z)? € Ay elde edilir. Lemma 4.2.1,
Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.4 birlikte uygulanarak (4.2.22) ve (4.2.23) denklemleri elde

edilir.
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4.3 Homogen Cekirdekli Kesirli Integral Operatorii

Bu boliimde I, Riesz potansiyelinden daha genel olan kesirli integral operatorlerinin
agirhikl sinirhiligini ve (LP, L7) —smurhihigy ele alacagiz.

2, R" iizerinde sifirinci mertebeden homogen bir fonksiyon olsun. Yani her A > 0 ve

her x € R” igin Q € Lot (S™1) iken
Q(z) =Q(\x) (4.3.1)

olsun. Burada S"™' {z € R" : |z| =1}, 0 < @ < n olan birim kiire olarak tanimlanir.

Boylece homogen cekirdekli kesirli integral operator
Qx—y
Tofe) = [ )y (152
]Rn

seklinde agiklanir. Aciktir ki, 2 = 1 iken Tg , bir sabit olmas: diginda I, Riesz potan-
siyeli ile aynm1 anlama gelir. Diger taraftan o = 0 ve , S"! iizerinde azalan momente
sahipse

/ Q (&) do (') = 0 (4.3.3)

Sn—1
olur. Boylece T, Carderon-Zygmund singiiler integral operatorii haline gelir.

Asagidaki sonug, Hardly-Littlewood-Sobolev teoreminin 7§, , igin saglandigini gosterir.
Teorem 4.3.1: Kabul edelim ki, 0 < a < n, Q € L1 (S™1) olmak iizere (4.3.1)
saglasin.

i. f€ L' (R") ise VA > 0 igin

n

n—oa

o e R [Tnaf@)] > M < (S 11)

olur.
it. f e LP(R™) (1 <p< g) ise [[Toafll, < C|f]l, dir. Burada é = - ——ve
C' =C(n,a,p) dir.
Ispat: Ispati ii¢c adimda yapacagiz. Burada,
Q(z)

- ’x|n7a

K(z)
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ve

|E(s)] < As n—a (4.3.4)
saglandigini gosterelim. Burada A, a ve n ye baghdir. Gergekten, (4.3.1) yardimiyla,

1 []92()]

E(s dx
EOIEN =
E(s)
(")) e
_ 1 / ( ) a—1 /
= - 12 ()] retdrdo(z")
s 0
Snfl
= AS?’L—O&
esitsizligini yazariz. Burada A = — ||Q||@ (1) dir.
« Ln—« "
L n 1 1 o, . .. o . .1
Simdi 1 <p < —, - = ———i¢in Tq, mn (p, ¢)—zayif tipli oldugunu gosterelim. Belirli
a'q p n

bir > 0 sabiti i¢in

Ky(z) = sgn (K (x)) (1K (2)] = 1) X ()
ve
Ky(x) = K(z) — Kq(2)
alalm. Buradan p =1 ise || K| <, ve 1 <p < D ise (4.3.4) den
«

I

/ K@) de = p / 1| E(s)| ds
RTL

(VAN
.6\
oi
V2]
i
I
3
{:
o
QL
V2)
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dir. Boylece 1 < p < n i¢in,
Q@

1

n—aouo P’ n
[l < ( Aq) pu (=) (4.3.5)

n

vardir. Bu yiizden Holder esitsizligi

n —

1
10 P _n
1Ko £l < ( Aq) w1,

n

ifadesini saglar.

Simdi VA > 0 igin

|=

n—au J J— — A
A (n—a)gq -
(") 5 11, = 5

denklemeni saglayacak sekilde p alalm. O zaman,

HxER“:|K2*f(x)| > %}' ~0

olur. Boylece

{z € R": [Toaf(z)] > A} < HCE ER: Ky fla)] > i}‘ 4.3.6
(g1, ) o

IN

yazilir. (4.3.4) denkleminden,

[1@lar = [ (K @] p)ds

E(p)

< /\E<t+u>|dt
0

(4.3.7)

< A / £ dt

I
aA o
= l’ll n—«a
n—a
vardir. Her f € L* (R"), Vo € R" igin (4.3.7) yardimiyla,
aA o
[Kix f(@)] < fllee [ [E1(@)lde < ———p n=e [ f]l (4.3.8)
Rn
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yazilr. Vf € L' (R") igin

aA o
won=e |l fly (4.3.9)

||K1*f\|1S//|K1(x—y)||f(y)|dydrv§

R Rn

n—uo

dir. Boylece (4.3.8) ve (4.3.9) ifadelerinden 77 : f +— K; % f nin (00, 00)—tipli ve
(1,1)—tipli oldugu goriiliir. The Riesz-Thorin teoremi, 77 operatoriiniin (1 < p < 00)
i¢in (p, p)—tipli oldugunu ve

aA o
ITill ) < ——p e (4.3.10)

esitsizligini sagladigim gosterir. (4.3.6) ve (4.3.10) un kombinasyonundan

2 aA __o P
{z € R": [Touf(z)] > A} < (Xn—a“ n-a Hpr)

1 q
- c(51,)

yazilir. Burada C' ve A, f den bagimsizdir. Dolayisiyla Teoremin (7) kism ispatlanmig

(4.3.11)

n n
olur. Simdi (i7) kismim gosterelim. V1 < p < — i¢in, p < py < — olmak iizere py
! o

1 1 .
ve — = — — 2 olmak iizere qo segelim. Ikinci durumdan T, nin (po, go

do Po N
oldugu agiktir. (i) ve Marcinkiewicz interpolation teoreminden dolayu,

)—zayif tipli
I 1 «
q

p n
1 —0
olmak tizere Ty, operatoriiniin (p, ¢)—tipli oldugu goriiliir. Gergekten, — = +40
p Po
1 1-0 (n—a)d
ve — = +
q qo n
Teorem 4.3.1 in ispat1 yardimiyla daha genel bir sonug elde edilebilir.

Kabul edelim ki K (), R" de dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. R™ de 6lgiilebilir f fonksi-

olacak gekilde 0 < # < 1 vardir. Boylece ispat tamamlanir.

yonu i¢in,
Tf(x) = (Kx*[)(x)

olsun. 1 < r < oo olmak tizere Vs > 0 i¢in

{r eR": |K(x)| > s} <Cs™"

1 1 1
olacak gekilde C' > 0 sabiti varsa o zaman 1 <p <71’ ve — 4+ 1= -+ — i¢gin
q p T
i. p=11ken, T (1,r)—zayif tipli,
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ii. 1 <p <r'iken, T (p,q)—tiplidir.
Asagidaki Ty, ,, ile iligkili operator, homogen ¢ekirdekli bir kesirli maksimal operatordiir.

Bu da,

= [ Wl @ -l (4312

ly|<r

Mgq o f(7) = sup—
r>07T

seklinde tanmimlanir. (4.2.3) tin ispatindaki diigtinceden, Mg, ve Tq , arasinda bir iligki
bulabiliriz.
Lemma 4.3.1: Kabul edelim ki, 0 < o < n ve Q € Lna (S"1), (4.3.1) ifadesi
saglasin. O halde

Mo, < C(n, @)Tigja (If]) (2)

dir. Buradan Lemma 4.3.1 ve Teorem 4.3.1 den homogen cekirdekli kesirli maksi-
mal operatoriiniin (LP, L9)—smurhihgim elde edilir. Simdiye kadar yapilanlardan, ispat
etmeden su teoremi verebiliriz.
Teorem 4.3.2: Kabul edelim ki, 0 < ao < n, € La (S™1) olmak iizere (4.3.1)
ifadesini saglasin.

i. f€ LY (R") ise VA > 0 igin

n—oa

o e R Mo f(o) > M < (S 1)

g n ny . . 1
ii. f e P (R") (1< p <) ise [ Moafl, < Cf]], dir. Burada L= e
C =C(n,a,p) dir.
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4.4 Ty , mmn Agirhkh Smirhihg:

Bu boliimde I, Riesz potansiyelinin agirhikli sinirhiigimin homogen cekirdekli Tq , ke-
sirli integral operatoriine genislemesi incelenecektir. Mg, homogen ¢ekirdekli kesirli
maksimal operatoriiniin agirlikli sinirlihigr gosterilecektir. Burada €2, sifirinci dereceden

homogen ve daha 6nce tanimlandig1 gibi alinacaktir.

1 1
Teorem 4.4.1: Kabul edelim ki, 0 < a <n, 1 < s <p< ez =22 lsun
Q qg p n
Qe L*(S" ) vew(z) € A (—I, %) ise
1 1
q p
[ (oot @) w@)?ds / 1 (@) wia)P dr
olacak gekilde f den bagimsiz bir C' sabiti vardir.
Ispat: Holder esitsizliginden,
1
Manf() = sup— [ 101 (o= )l dy
lyl<r . .
< swto | [ -yl [ owra
r>07T
yl<r y|<r . (441)
< @ LS(S”*l)STgIS h—as / |f(x —
lyl<r
= O peqgn sy (Mas (IF7) (@ >)
P n 1 1 as’
yazilir. Hipotezin kogullar 0 < as’ <n, 1 < =5 < — ve = — — saglar.

s as’ (q/s)  (p/s') n
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(4.4.1) ve Teorem 4.2.4 yardimuyla,

/ (Maaf (2) w(z))" de

n

D=

=C | [ [f(@)w(@)” de
J

olur. Bu da teoremin ispatidir.

Asagidaki lemma, homogen cekirdekli kesirli maksimal operatorleri ve homogen
cekirdekli kesirli integral operatorleri arasindaki noktasal iligkiyi verir.
Lemma 4.4.1: Kabul edelim kie >0,z € R" igin 0 < a — ¢ < a + € < n saglasin. O
halde

Tonf (2)] < C (0, 0,2) (Mapsef (1))2 (Moo f (2))2 (4.4.2)

vardir.

Ispat: ¢ > 0 ve z € R™ hipotezden vardir. § > 0 alalim, 6yleki

- MQ,a+€f (I)

526 —_
Mﬂ,afef ('T)

olsun. Bu durumda,

Q(r — O(r —
Toaf@) = [ 2B rway [ 2Dy,
la—yl<s 7=y PR v =l
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yazalim. Boylece

s Y[ K@ =9l ¢ )1dy

=5 S tegia—yi<a-is v — Y[
o0

<> [ eyl o)l

=0 l[z—yl|<2776

< C6Mga—-of (x)

olur. Benzer sekilde

L < 2/2 K@ =9 ) ay

j=1 Y2710z —y| <276 lz —y|"

gczm S AL I IL

|z—y|<296

S 05 EMQ,a—i—sf (I)

yazilir. Buraya kadar yapilanlardan,

|T97af<x)| < C (5€M97a—5f (I) + 5_8Mﬂ,a+6f (:L’))
1 1
= 20 (Maaief (7)2 (Maa-—cf (7))2

elde edilir.

Ta,o nin agirhkl smirhibgim gostermek icin A(p, ¢) nin agagidaki ozelligini verelim.

1 1
Lemma 4.4.2: 0 < o < n, 1<10<ﬁ —:——gvewEA(p,q)olsun. Bu durumda
n

@ q p
asagidakiler saglanacak sekilde € > 0 vardir.

t.e<a<ate<n
.1 a4+e 1 n-—c¢
i — > , =<
P n ' q n
iii. w € A(p, q.), w € A(p, ¢-) saglanr. Burada

1 1 a+e 1 1 a-—c¢

dir.
Ispat: a > 0 ve ¢ > 1 oldugu icin, &; < a ve

1 ¢
Sy <t
q n
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olacak gekilde 1 > 0 segebiliriz.

/ /
olsun. O halde ¢ > q., > 1ve 1 + v <1+ P dir. Teorem 4.2.2 ile Ap,—agirhgindan,
q Qe

w?eA ,CA
1+2 1+

q ey
dir. Teorem 4.2.2 den dolay1 bu kapsamin,

w € A(p, qe,) (4.4.3)

1 /
ifadesine denk oldugu goriiliir. Diger taraftan A, nin ozelliginden n < — ve w™ €

1
A1+p’(§—n) olacak gekilde bir n > 0 vardir. 2 < min {a,n — a}, . > 2 —;(52 ve 22 < n
olacak sekilde 5 > 0 alalim
1 . 1 _ o+ €9
ey, D n
1 1 1 e 1 )
olsun. O halde 0 < — <1ve — = - — —= > — —n vardir. Teorem 4.2.2 ve A, nin
Qey Qey qg n q
ozelliginden,
_p’ ,
w(z) " € A1+p’(%—n) < A1+q’€'—2
yazilir. Bu da
w € Ap, qe,) (4.4.4)

ifadesine denktir.

e = min{e; e} olsun. Buradan ¢, €; ve £5 nin biitiin 6zelliklerini saglar. Eger

1 1 a+e¢ 1 1 a-—c¢

¢ p n ¢ p n

alinirsa, (4.4.3) ve (4.4.4) den w € A(p,q.) ve w € A(p, ¢-) oldugu goriiliir.

1 1 /
Lemma 4.4.3: 0<a<n, 1<s <p< ﬁ, S % w(z)® €A<2,2> olsun.
a q p on s s

Asagidakiler saglanacak sekilde £ > 0 vardir.

e<a<ate<n
L1 a4+el a-—c¢
1. — > ,— <

P n ' q n
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)
s s

iii. w(r)” € A <§, %) ;w(z)® € A (p Qa) dir. Buradaki ¢. ve ¢ Lemma 4.4.2
deki gibi segilir.
Bu Lemmanin ispat1 dogrudan Lemma 4.4.2 den elde edilir.
Simdi Ty , min agirhikh (P, L) —siirhligin ifade ederek ispatlayacagiz.

1 1
Teorem 4.4.2: 0 <a<n, 1 <s <p< "ot == -2 olsun. Qe L*(S"1) ve
(07

q p n
w(r)” € A (p 2) ise

R
S

/!Tszaf @] < /|f D) do

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Bu C' sabiti f den bagimsizdir.

Ispat: Lemma 4.4.3 de oldugu gibi € > 0 icin,

1 1
alimirsa — + o= = 1 olur. Secilen bu ¢, Lemma 4.4.1 ve Holder esitsizliginden
2

1
q

/ Toaf () ()" do

<C( [ Otagset @0 @) Mooeet @) w () do

\R” 1
<c \R/ (Mot (2w @) do | | [ Moot (2w (@) do
=C \R/ (Moaief (2) w (x))% dz / (Maoef (z) w (z))% dz

n n

yazilir. Lemma 4.4.3 ve Teorem 4.4.1 den

2=

1
/ Moy (@) w (@) dz | < Cf]Zur

n
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ve
1

[ Qoo @) s | <l

n

vardir. O halde
||Tﬂyaqu7u)(x)q S O Hf”p,wp

olur. Simdi Teorem 4.4.2 nin dual formunu inceleyelim.

1 1
Teorem 4.4.3: 0 <a<n,1<p< ﬁ, St % e > g olsun. Q € L* (S™1) ve
a’'q p n
75/ AW
w(z)™ € A (?, ?) ise,

D =

/!Tszaf ()| do "o /|f D) do

olacak gekilde f den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir.
Ispat: Q () = Q(—x) olsun. O halde Q, Q nin sagladigy kosullan saglar. T5 , ope-

ratorit Tq o nin dual operatorii oldugu kolayca elde edilebilir. Bu ytizden,

ITowfl ey =  sup / Towf (2) g(x)da

lgll s —ar <1

q,w R

= sup /f (x) Tﬁ’ag(x)dx

loll o < |2,
< N @l 50 |Taa9@)|
lall,, <1 P
] ) ) 1 1 a ,n P qg v
dir. Hipotezde verilen durumlardan — = — — — ' < ¢ < —ve (w ') € A =, =
P q n a s g
vardir. Teorem 4.4.2 den
1 Ts.09l, v < Cllglly v

yazilir. Boylece

||T97af||q,w‘1 S C ||f||p7wl7
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olur.

Teorem 4.4.3 ve Lemma 4.3.1 in bir sonucu olarak Teorem 4.4.1 in dual formunu elde

edelim.
n 1 1 « 4
Teorem 4.4.4: 0 <a<n,l<p<—, —=—-——ves>gqolsun. Q € L*(S"') ve
a’q p n
w(r)™ € A (Z—:, %) ise,
1 1
[ (ot @ ui)yas | <c [ir@utra

n

olacak gekilde f den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir.

Teorem 4.4.2 ve Teorem 4.4.4 deki agirlik fonksiyon sinifinin s ye bagh oldugu agiktar.

1 1 1 1 1
Teorem 4.4.5: 0 < a < n, 1<p<ﬁ,—:——gveolsun.g—l—— < =<,
a'q p n n s p s
S ’
Q e L* (8™ 1) ifadelerini saglayan bazi s ler ve 1 < r < — igin w(x)" € A (p, q) ise,

(2)

[ et e ) <c| [if@utras

n

olacak gekilde f den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir.

n 1 1 « 1 1 «
Lemma 44.4: 0 <a<n 1<p<p<—, —=———ve— = — — — olsun.
Q@

qo Po n q1 P1 n
Lineer T operatorii agagidaki esitsizlikleri saglar.

||Tf||qu(ng) < Co ||f||Lpo(w§0)

ve
HTfHqu(wgll) <4 HfHLPl(wll’l)
ise
1T F Nl oquay < C NS Lo ur)
1 1—-6 0 1 1 «

olur. Burada - = +— === w=wy"w! ve C <CC(0< <)
p Po phhq p n
dir.

o1



Kaynaklar

[1] Agrawal, Om P., Formulation of Euler-Lagrange Equations for Fractional Vari-

ational Problems, J. Math. Anal. Appl, 272, 368-379, 2002

2] Babakhani, A., Daftardar-Gejji, V., On Calculus of Local Fractional Deriva-

tives, J. Math. Anal. Appl., 270, 66-79, 2002

[3] Bertram, R., Fractional Calculus and Its Applications, Springer-Verlag, Berlin

Heidelberg, 1975

[4] Butzer, P.L., Westphal, U., An Introduction to Fractional Calculus, in: R.
Hilfer (Ed.), Applications of Fractional Calculus in Physics, World

Scientific, New Jersey, 2000

[5] Ding, Y., Lu, S.Z., and Yan, D., Singular Integrals and Related Topics, World

Scientific, China, 2007

[6] Garcia-Cuerva, J., Rubio de Francia, J.L., Weighted Norm Inequalities and

Related Topics, Amsterdam, North-Holland, 1985
[7] Landkoff, Transl-in New York, Heidelberg: Springer-Verlag, 424 p., 1972

[8] Mihlin, S. Multy-Dimentional Singular Integral Equations (In Russia) English

Editions. Pergamo Press. Oxford, 1962

9] Miller, K.S., Ross, B., An Introduction to the Fractional Calculus and Fracti-

onal Differential Equations, John Wiley & Sons, New York, 1974

[10] Mizuta, Y. Continuity Properties of Riesz Potentials and Boundary Limits Bep-

po Levi Functions. Math. Scand., 1987

02



[11] Mizuta, Y. Continuity Properties of Potentials and Beppo Levi-Deny Functi-

ons Hiroshima Math., 1993

[12] Mizuta, Y. Properties Theory in Euclidean Spaces Gakuto Internation Series,

Tokyo, Japan, 1996

[13] Muckenhoupt, B., Wheeden, R., Weighted Norm Inequalities for Singular

and Fractional Integrals, Trans. Amer. Math. Soc., 1971

[14] Samko, S.G., Kilbas, A.A., and Marichev, O.1., Fractional Integrals and
Derivatives—Theory and Applications, Gordon and Breach, Longhorne,

PA, 1993

[15] Neri, U., Lecture Notes in Mathematica, Springer Verlag, Berlin-New York,

1971

[16] Oldham, K.B., Spainer, J., The Fractional Calculus, Academic Press, New

York and London, 1974
[17] Podlubny, I., Fractional Differential Equations, Academic Press, London, 1999

[18] Riesz, L. Integrals de Riemann-Liouville et le probleme de Cauchy. Acto Math.,

81, no 1-2, 1949

[19] Schwarz, L., Mathematics for The Physiccal Sciences. Hermann, Editeurs Des

Sciences et des Arts. Paris, 1966

[20] Stein, E.M., Weiss, G., Interpolation of Operators with Change of Measures,

Trans. Amer. Math. Soc., 87(1958), 159-172

[21] Stein, E.M., Singular Integrals Differential Properties of Functions, Princeton

University Press, Princeton, New Jersey, 1970

23



OZGECMIS
Yadigar Leyla YURT

Matematik Anabilim Dal

Egitim
Lisans : Afyon Kocatepe Universitesi Matematik Boliimii
Lise : Soke Hilmi Firat Anadolu Lisesi

Kisisel Bilgiler

Dogum yeri ve yili : Aydin-Soke 25.04.1986
Cinsiyeti : Bayan
Yabanci Dili . Ingilizce

o4



	 Doç. Dr. Hüseyin YILDIRIM
	YÜKSEK LİSANS TEZİ

