BAZI A -Dizi UZAYLARI
YUKSEK LISANS TEZI
Rabia EKEN
Damsman: Prof. Dr. Fatih NURAY
MATEMATIK ANABILIM DALI
EylUl 2006



T.C.
AFYON KOCATEPE UNiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI A -DIZI UZAYLARI

Rabia EKEN

YUKSEK LISANS TEZI
Matematik Anabilim Dal1
Damisman: Prof. Dr. Fatih NURAY

AFYONKARAHISAR
Eyliil 2006



TEZ JURISI VE ENSTITU ONAYI

Rabia EKEN'nin yiksek lisans tezi olarak hazirladig:r “Baz1 A — Dizi Uzaylar1” baglikli
bu calisma, lisansistil yonetmeliginin ilgili maddeleri uyarinca degerlendirilerek oy
birligi/oy ¢oklugu ile kabul edilmistir.

Imza

Juri Oyes & oo
(Baskan)

Juri Uyesi @ oo
(Danigsman)

Juri Oyes & oo

Fen Bilimleri Enstittisi Yonetim Kurulu'nun ...........ooo v vevveeeeeeeeen.. .. GUN

Ve..................Say1l1 karariyla onaylanmustir.

Enstitd M uddru




OZET
Y Uksek Lisans Tezi

BAZI A -Dizi UZAYLARI
Rabia EKEN

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dal1

Damisman: Prof. Dr. Fatih NURAY
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aynlmistir.  Ikinci  bolimde istatistiksel  yakinsaklik  kavramn gozden  gecirilmistir.
Genellestirilmis De la Valée —Pousin ortalamasi tanimlanarak (V, 1) - toplanabilirligi yardimiyla
A - istatistiksel yakinsaklik genellestirildi. Uglincii bolimde f modulus fonksiyonu tammlanarak
modulus fonksiyonu yardimiyla bazi dizi uzaylari tammlanmustir. De la Valée-Pousin yontemi
ile sifira kuvvetli hemen hemen toplanabilen, kuvvetli hemen hemen toplanabilen ve kuvvetli
hemen hemen sinirli dizilerin kimelerini bir modulus fonksiyon kavramiyla birlestirerek
tammlanmustir. DOrdincl bdlimde M Orlicz fonksiyonu kullanilarak Orlicz  fonksiyonu
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GIRIS
Istatistiksel yakinsaklik kavramu ilk olarak Fast (1951) tarafindan tammlanmustir. Daha sonra
Salét (1980) reel sayilarin istatistiksel yakinsak dizileri tizerine calismus, Fridy (1985), Connor
(1988) istatistiksel yakinsakligi incelemislerdir.

Bir 6 ={k,}, k,=0 ve r > iken h =k —k,_, >o olacak sekilde artan tam say
dizis Lacunary dizisi olarak adlandirilir. (Fridy and Orhan 1993) 6 bir lacunary dizisi olmak
Uzere

S, ={x:baziLigin S, —limx=L}

y1 tammlanmustir. Mursaleen (2000), A =(4,), A, <A, +1, A4, =1

n+l

olmak lizere «o giden azalmayan pozitif sayilarin bir dizisi icgin

tn(x):ziZXK, |, =[n-4,+1n]
/ln kel ,

Genellestirilmis de la Valée-Pousin ortalamasini kullanarak A- istatistiksel yakinsak dizi
tanuimini vermis ve S, ile [V, 1] ve (C,1) metodlan arasindaki bagintryr kurmustur.

Nakano (1953) tarafindan Modulus fonksiyonunu tammlanms, Ruckle (1973) modulus
fonksiyonu kavramini kullanarak bazi kompleks dizi uzaylarim olusturmustur. Maddox (1986)

bir f modulus fonksiyonunu kullanarak
Wo(f):{XGW:Iim%Zf(|xk|):0},
n—oo 1
w(f)={xew:x-leew,(f) bazi1 | sayisi igin},

w, () ={X€WZSUpn%i f(x]) < oo}

dizi uzaylarini tammmlams ve bu uzaylarin bazi 6zelliklerini incelenmistir.

Savas (1999) tarafindan bir f modulus fonksiyonu kullanilarak genellestirilen kuvvetli hemen
hemen yakinsaklik kavrami (V,4) metodu ile birlestirilerek yeni dizi uzaylar1 olusturulmus,
Ozellikleri incelenmistir.

Lindanstrauss ve Tzafriri (1971) M, sirekli, konveks, azalmayan Orlicz fonksiyonunu
kullanarak

[y :{x:(xk):iM[xkj<oo baz1 p >0 igin}

dizi uzayim tammmlamiglardir.



|.BOLUM
TEMEL KAVRAMLARVE TEOREMLER

Bu boliimde ¢alismaya esas olan bazi tamm ve teoremler verilecektir.

Tamim 1.1. (Sinirh Dizi) @ (s,) dizisi verilmis olsun. Eger VneN igin,
s,/ <K

olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa (s,) dizisinesinirli dizi denir (Balci 1997).

Tanim 1.2 (Yakinsak Dizi): (s,)bir reel say1 dizis ve seR olsun. Ve >O0igin
n>n,oldugunda |s, — § < ¢ olacak sekilde ¢ abagl bir n, sayisi bulunabiliyorsa (s,) dizisi s
ye yakinsaktir denir ve

lims, =s veya (s,)—>sS

seklinde gosterilir (Balc1 1997).

Tamim 1.3.: (s,) dizis verilmis olsun.
1) Eger VneNicin s, <s,,; isebu diziye monoton artan dizi denir.
2) Eger vneNigin s, <'s,,, isebu diziye azalmayan dizi denir.
3) Eger VneNigin s, > s, isebu diziye monoton azalan dizi denir.
4) Eger VneNigin s, >s_ ., isebu diziye artmayan dizi denir

(Balci 1997).
Teorem 1.1 : Monoton bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
sinirli olmasidir (Balci 1997).

Tamim 1.4. (Metrik ve Metrik uzay): X bos olmayan bir cimle olsun.
d:XxX >R

fonksiyonu igin,

M1) d(x,y) =0 x=y

M2) d(x,y) =d(y,x) (Simetri 6zelligi)

M3) d(x,y) <d(x,2)+d(zy) (Ucgen Esitsizligi)
sartlarn saglamyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay denir ve genellikle
(X,d)veya X, ile gosterilir (Bayraktar 2000).
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Tanmim 1.5. (Lineer Uzay): L bos olmayan bir cimle ve F, reel veya kompleks sayilar cismi
olsun. Asagidaki sartlar saglamyorsa L ye F Uzerinde lineer uzay veya vektor uzay: denir.

A) L, +islemine gore degismeli bir gruptur.

Gl) Her x,ye Licin x+ye Ldir.

G2) Her x,y,ze Licin X+ (y+2) =(X+y)+ zdir.

G3) Her xe Ligin x+60 =60 + x= xolacak sekilde 6 € L vardir.

G4) Her xe Ligin X+ (—X) = (—X) + x=0 olacak sekilde — x € L vardir.

G5) Her x,yeLigin x+y=y+ xdir.
B) x,ye Licin a, € F olmak Uizere asagidaki sartlar saglanir.

L1) a.xe Ldir.

L2) a.(X+Yy)=a.x+a.y dir.

L3) (a + B).x=a.x+ p.x dir.

L4) («.8).x=a.(B.X) dir.

L5) 1.x=x dir (Buradal, F ninbirim elemamdir.) (Bayraktar 2000).

Tamm 1.6. (Normlu Uzay): N bir lineer uzay olsun.

| |:N—>R
fonksiyonunun x noktasindaki degerini ||x| ile gosterelim. Bu fonksiyon icin,
N1) [{ =0 x=6
N2) o ~[a] (< F)
N3)|x+ y|| <||x|+[y| (Uggen Esitsizligi)
sartlan saglaniyorsa | | fonksiyonuna N Uzerinde bir norm denir ve genellikle (N,|| [)ile

gosterilir (Bayraktar 2000).

Tanim 1.7. (Cauchy Dizis): X =(X,d) bir metrik uzay ve (X,)bu uzayda bir dizi
olsun.Verilmis herhangi bir ¢ > 0igin m,n > n,oldugunda

d(X,, X,) <&
olacak sekilde bir n, = n,(e) sayisi varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir (Bayraktar 2000).



Tanim 1.8: X normlu uzayindaki her (x,) Cauchy dizisi X Gzerinde tammli norm metrigine
gore yakinsak ve yakinsadigi deger X in elemam ise, yani x, > xe X ise (X,| |) normlu

uzayinatamdir denir.

Tam normlu uzaylara Banach uzay: denir.
Tamm 1.9. (Frechet Uzayr): Bir X tam lineer metrik uzayina Frechet uzay: denir.

Tamm 1. 10. (FK uzayi): Eger X in metrigi w nin metriginden daha kuvvetliyse yani X dizi
uzayindaki yakinsaklik koordinatsal yakinsakligi gerektiriyorsa X  Frechet dizi uzayina FK
uzay: denir. (Almancada F ve K harfleri Frechet ve Koordinate kelimeleri yerine kullanilir.)

Bazi yazarlar hem Frechet uzayi hemde FK uzayinin tamminda konvekdligi ele airlar.

Burada Maddox ve Wilansky tarafindan yapilan tanimi kullanacagiz.

Tanim 1.11: X >5¢ bir FK uzayr olsun. Eger bitin x=(x,)., € X dizileri igin
ZEzoxke(") — X (n—>w) ise AK 06zelligine sahiptir denir. (AK Abschnittskonvergenz -

kisimsal yakinsaklik- kelimesi yerine kullanilir.)

Tamm 1. 12. (Birim Matris): Karesel bir matriste kbsegen elemanlar1 1, diger elemanlar: O
olan matrise birim matris denir (Hacisalihoglu 1998).

Tamm 1. 13. (Uggensel Matris): Bir A=(a;) matrisinde her j<iigin a; =0 sarti

saglamyorsa yani kosegen elemanlarin altinda kalan bitin elemanlar O oluyorsa A ya Ucgensel
matris denir (Hacisalihoglu 1998).

Tanim 1. 14. (Kdsegen Matris): Esas kOsegen haricindeki bitin elemanlart sifir olan

matrise kOsegen matris denir (Hacisalihoglu 1998).



Tanim 1. 15. (Hausdorff Matrisi): u=(uy, 4y, f,,...) 0Ir kompleks dizi; M matrig,
m,, =4, (n=012,...) olan bir kdsegen matris, D matrisi, k = 1,2,... ve (;) binom katsayilari
olmak Uzere,

o = (-D)" dyo =1, dy = (D)
seklinde bir Giggensel matris olsun.
H = H(u) = DMD
matris u dizis tarafindan olusturulan Hausdorff Matris olarak adlandilir. Bu matrisin

elemanlari,
=29

seklindedir.

Tanim 1. 16. (Cesdro Matrisi): a >-1 olmak Uzere a. mertebeden Ces&ro Matris
n=012,..ve k=12,...icin,

Ho =AY =)
dizisi ile olusturulan bir Hausdorff matrisidir ve C,, ile gosterilir. Bu matrisin elemanlari,

a-1

C nk — ;k
(Co)n, A

seklindedir.

Tamm 1. 17. (Toplanabilme) : | bir kompleks say1 olmak lzere,
A(X) = z Qe X
k=0

serileri her nicin yakinsak ve
limA,(x) =1
ise x dizis | sayisina A - toplanabilirdir denir ve x — [(A) ile gosterilir. Bu aym zamanda adi

toplanabilme tanimidir.



Tamm 1.18. (Kuvvetli A-toplanabilirlik): 0< p <o olsun. Eger,

> ay|x -1
k=0

serileri her n icin yakinsak ve
lim> a,|x —1|"=0
n%mk=o

isex dizisi pindeks ilel sayisinakuvvetli A - toplanabilirdir denir ve x—>I[A]p ile gosterilir.

Tamim 1.19. (Banach Limiti): D((x.))=(X.,) olmak Uzere, eger | uUzerinde tanimli L
lineer fonksiyoneli asagidaki sartlar: sagliyorsalL ye bir Banach limiti denir.
(i) x,20iseL(x)>0
(i) Tim xe /¢ icin L (Dx) =L (x)
ve
(i) e=(111,...) olmak tzerelL (e) =1.

Tamm 1.20. (Hemen Hemen Yakinsak Dizi): Bir xe ¢, dizisnin tim Banach Limitleri
ayn ise bu diziye hemen hemen yakinsak dizi denir.
Lorentz (1948), bir x=(x,) dizisinin L ye hemen hemen yakinsak olmasi igin gerek ve yeter

sartin n ye gore diizgin olarak

Iimlzmlxn+k =L

m—oo m k=1

olmasi oldugunu ispatladh.



I1.BOLUM

A -ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Mursaleen (2000) tarafindan (V,A)- toplanabilirlik kullamlarak istatistiksel yakinsaklik
kavrami genellestirildi. Bu yeni metoda A- istatistiksel yakinsaklik denildi ve A- istatistiksel
yakinsak dizilerin kimesi S, ile gosterildi. (C.,1)- toplanabilirlik ve (V,A)- toplanabilirligin
istatistiksel yakinsaklik ile baglantisi ele alindi. Bu bdlimde istatistiksel yakinsaklik kavrami ve

bu kavram Uzerine genellestirilen A- istatistiksel yakinsaklik kavrami taumlanarak ilgili
teoremler verilecektir.

2.1. Istatistiksel Yakinsaklik
Bu kissmda yogunluk, istatistiksel yakinsaklik ve toplanabilirlik kavramlar: tamimlanacak, bu
kavramlarlailgili olarak tamim ve teoremler gbzden gegirilecektir.

Tanm 2.1.1: 2=(4,),

Aoy <A +1, A =1

n+l

olmak lizere «o giden azalmayan pozitif sayilarin bir dizisi olsun.

tn(x):z%ZXK, |, =[n-4,+1n]

n kel,

ifadesine Genellestirilmis dela Valée-Pousin ortalamas denir.

Tanim 2.1.2: x=(x,) dizis igin eger,
n—»>o iken t (x)—>L
olacak sekilde bir L say1si varsa x = (X, ) dizisnelL ye (V, 1) - toplanabilir denir.
Eger 1, =n iseozaman (V, ) - toplanabilirlik (C,1) - toplanabilirlige dontsr.

L ye kuvvetli (V,1)- toplanabilir ve kuvvetli Cesaro toplanabilir x=(x,) dizilerinin

kimeleri sirasiyla;

[V.A]= {x: (x,):3Le R,Iim}hiZ|xk —L|:O}
=0 n kel,

ve



[ca]= {x =(x,):3Le R,Iim%i]xk -L| :O}
n>o N4

ile gosterilsin.
Istatistiksel yakinsaklik fikri Fast (1951) tarafindan 6ne suriildi ve birgok yazar tarafindan
calisildi (Connor 1989, Fridy 1985 ve Salét 1980).

N dogal sayilar kiimesinin bir K alt kiimesinin kardinali (eleman sayis1) |K| ile gosterilsin,

yani [K|:=card K olsun.

Tanim 2.1.3: K, N nin bir alt kimes ve K :={k < n:k e K} olsun.

Q(K)zliﬁninf@, E(K):Iimsup@

sayilarina sirastyla K kimesinin alt yogunlugu ve Ust yogunlugu denir. Q dizisinin
limitinin var olmasi durumunda bu limite K kimesinin dogal yogunlugu denir ve §(K) ile
gosterilir. Yani 6(K) =45(K) =5(K) sesitliklerinin saglanmas: hainde K =N kiimesinin dogal
yogunlugu,

S(K) = jim ol Iim%}{k <n:keK]}

n—oo n

dir (Niven and Zuckerman and Montgomery 1991).
Doga yogunluk kavraminin dahaiyi anlasilabilmesi icin Girda (2004) de verilen asagidaki
ornegi inceleyelim.

Ornek 2.1.1: K={1, 456, 1314,.,24, 4950,..96, 193194,.} seklinde verilsin. K
indeks klimesi i¢in @ifadesi ni olusturalim.

(@ ! ifadesinin it limitini (lim sup) olusturan at dizi,

n

1416 64 2

16’24’96 "3
ve

(b) | ifadesinin alt limitini (lim inf) olusturan alt dizi,

n

141664 1

312 48 192 3
seklindedir. Dolayisiylabu 6rnek icin



Q(K)zliminfM=l
n>e o3
2

5(K) = Iimsup|K“| =
n—w n 3

oldugundan 6(K) # 5(K)dir. Bu nedenle K kiimesinin dogal yogunlugu yoktur. Bu 6rnekten de
anlasilacag1 gibi dogal yogunlugu olmayan kimeler de vardir. Ama her bir kime icin alt
yogunluk ve Ust yogunluk mevcuttur. 6(K) veya 6(N \ K) yogunluklarindan herhangi biri
mevcut ise 6(K)=1-6(N\K) dir. Eger K kimes sonlu elemanli bir kiime ise 6(K)=0
oldugu agiktir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik tammini hatirlayalim.

Tamm 2.1.4: Her ¢ >0 sayisiigin K :=K(g):={k e N:|x —L|>¢} kiimesinin yogunlugu

sifir yani,

Iim%|{k <n:x —L|>ef=0

ise x=(x,) dizis L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve Slim x = L veya x, — L(S)
yazilir. S bitin istatistiksel yakinsak dizilerinin kimesidir (Fast 1951, Fridy 1985).

Adi anlamda yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki baglantiyr kurmak icin, bu iki
kavram Kkarsilastiralim. Bilindigi gibi, x reel say1 dizis L ye yakinsak ise L nin her bir ¢
komsulugu disinda dizinin ancak sonlu sayida e eman kalabilir. Simdi, L noktasinin her bir ¢
komsulugu disinda dizinin sonlu sayida degil, sonsuz sayida da elemaminin kalabilecegini kabul
edelim. Fakat boyle elemanlarin sayisi dizinin tim elemanlarinin sayisina gore “cok ¢ok az”
olacaktir. Yani dizinin “hemen hemen” tim elemanlarinin, L nin ¢ komsulugu icerisinde
oldugunu soyleyebiliriz. Buradan x dizisinin L noktasina “hemen hemen” yakinsak oldugunu
anlanz. idtatistiksel yakinsaklik kavramn bu fikri matematiksel olarak kesin ifade eden
kavramlardan biridir. Burada L noktasinin ¢ komsulugu disinda kalan elemanlarimin sayisinin

“az” olmasi, boyle elemanlarin dogal yogunlugunun sifir olmasi ile ifade edilir (Pehlivan 2001).

Teorem 2.1.1: S—-limx=L olmasi icin gerek ve yeter kosul 6(K)=1 ve II(imxnk =L

olacak sekilde bir K ={n, <n, <...} N kiimesinin mevcut olmasichr (Fridy 1985 , Salét 1980,
Miller 1995).



Burada adi anlamda yakinsak olan her dizinin istatistiksel yakinsak oldugunu ifade etmek
gerekir. GUnkl x dizisi L ye yakinsak ise her & >0 i¢in K ={k:|x, —L|>&} kimes sonlu
sayida eleman icerdiginden yogunlugu sifirdir (6(K)=0). Yakinsak dizi simirli olmasina
ragmen, istatistiksel yakinsak dizi sinirli olmayabilir. Asagidaki érneklerden gorulebilecegi gibi
sinirli 1raksak ya da simirsiz iraksak bazi diziler de istatistiksel yakinsak olabilirler (Gurdal
2004).

) 1, k=n? (n=12..)
Ornek 2.1.2: x, =
0, k#n?

seklinde tanumlanan x=(x,) dizisni gbz oOnine dam. Her >0 igin

K, ={keN :|x, —0>¢} ={14916,..} aindiginda
Jn

. 1
S(K,)=limX==lim—=0
n—»>«© N n—owo /[ n

eldeedilir. Ohalde Slimx=0dur.

Jk, k=n?, (n=12..)

Ornek 2.1.3: x, =
3 k=n?

seklinde tanimlanan x = (x, ) dizis i¢cin Slim x =3 dir.

Istatistiksel yakinsaklik ile klasik toplanabilme metodlar arasindaki iliski Scoenberg (1959)
ve Fridy (1985) tarafindan incelenmistir. Bu iliskiyi vermeden once toplanabilme hakkinda
gerekli On bilgileri verecegiz.

A=(a,) kompleks terimli bir sonsuz matris ve x=(x,) bir dizi olsun. Eger

A, (X) ;ziankxk mevcut ise, Ax:=(A,(x))dizising, (x,) dizisnin A matris ile elde edilen

P
donustim dizisi denir. X ve Y reel ya da kompleks terimli dizilerinden olusan iki dizi uzay: ve
A=(a,) sonsuz matris olsun. Eger her xe X icin (A (X)) donisim matris mevcut ve
(A,(X)) eYise A=(a, ) matris X de Y icine bir matris dontsimu tanimlar denir ve X den Y
icine tamml1 butin matrislerin simifi (X,Y)ile gosterilir. Eger A, X den Y icine bir matris
donustimi ise, Ae (X,Y)seklinde yazilir. (X,Y; p) ile toplam ya da limiti koruyan matrislerin
sinif1 gosterilir. Ornegin, Ae (c,c; p) olmast x, — L oldugunda A, (X) — L olmasi demektir.
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Bu tip matrislere Reguler matris adh verilir. Ae (c,c; p) olmas: icin gerek ve yeter kosullar:

Silverman-Toeplitz teoremi vermektedir. Bu teoremi ispatsiz verecegiz.

Teorem 2.1.2: A=(a,) toplanabilme matrisinin regller olmasi icin gerek ve yeter sart

(i) Her k=1,2,... icin lima, =0,

(ii) 1im> a, =1,
n—w pacy

(iii) Pozitif bir M sayist igin sup) Ja,| <M <o,

n k=1
olmasidir.
100 0 ..] 10 0 0 .|
1100 0100
Ornek 2.1.4: ¢, = |1 1 1 0 . ve | -|0 0 1 0
R 0001

ile verilen C, Cesaro matrisi ve | birim matris Teorem 2.1.2 nin kosullarim sagladig: icin her

ikisi de regulerdir.

Hicbir matris toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik metodunu igermez. Yani her
xesicin A—limx=S—-Ilimx= L olacak sekilde bir A matrisi yoktur (Fridy 1985).

2.2. A-istatistiksel Yakinsaklik

Bu kismda N dogal sayilar kiimesinin bir K at kimesinin A-yogunlugu tammlanarak A-
istatistiksel yakinsaklik kavram galisilacaktir.

Tanim 2.2.1: A= (a,, ) negatif olmayan regller bir matrisve K < N olsun.
SA(K)=1im> a, =lim(Ay,),
n—o0 KeK n—o0
limiti meveut ise 6,(K) sayisina K kimesinin A- yogunlugu denir (Freedman and Sember
1981).

0 ,(K) veya 6,(N \ K)yogunluklarindan herhangi bir mevcutise §,(K) =1-6,(N\K) dir.
11



Eger K kiUmes sonlu elemanli bir kiime ise her A negatif olmayan reguler matris icin K

kiimesinin A — yogunlugu sifirdir. (6 ,(K) =0) . Burada K sonlu bir kiime ise onun karakteristik

dizis y, sonlu 1 lere sahiptir. Bdylece lim(yx.),=0 ve A regller oldugundan

lim(Ay), =0dir.

1 k=n? (n=12..)

Ornek 2.2.1: a, =
0, k=n?
seklinde tammlanan A= (a, ) matrisini g6z 6niine aalim. Bu durumda, K ={k =n*:neN}

kimesi icin §,(K)=1ve K ={k=n?:ne N} kimesi i¢in 5,(K") =0 dr.

Tanim 2.2.2: A= (a, )negatif olmayan reguler bir matris olsun. Her ¢ >0 sayisi igin
{keN:|x, —L|>&} kimesinin A- yogunlugu sifir yani
Sa{keN:|x —L>e)=0
ise X=(x,) dizis L sayisina A- istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum S, —limx=L ile

gosterilir (Connor 1989, Kolk 1991).
Eger, A=C, ainirsaistatistiksel yakinsakligin tamm elde edilir.

Sayet bir x dizisi L ye yakinsak ise her ¢ >0 igin {k:|x, —L|> ¢} sonlu kiime olup bu

kimenin A- yogunlugu sifirdir. Boylece her negatif olmayan regiler A matrisi icin A- istatistiksel

yakinsaklik reguler toplanabilme metodudur.

o
=
o
o
o
o

Ornek 2.2.2: A=

. Wk N
C Wk N

seklinde tammlansin ve x =(1,0,1,0,...) olsun. Burada x dizis istatistiksel yakinsak olmamasina
ragmen, sifira A- istatistiksel yakinsaktir. Dikkat edilirse eger ¢ >1 igin {k:|x, -0 >¢&} =¢

olup bu kimenin A- yogunlugu sifirdir. Eger O< ¢ <1 ise

12



K ={k:|x,—0>¢e} ={1357,..}
dir. Burada y, = (1,010,...), Ay, =(0,0,0,...) ve 6,(K)=0 dir. O halde her ¢ pozitif sayisi

icin 5,({k:[x, —0=¢})=0 dur.

1 k=n% (n=12.)

Ornek 2.2.3: a, =
0, k=n?

seklinde tanmmlanan A= (a,) negatif olmayan regiler matrisini goz 6nine aalim. x=(x,)
dizisi
1 k=n? (n=12..)
X, = ,
1L k#n

seklinde tammlansin. Her & > 0igin K ={k & N:|x, 4> ¢} olmak lizere

54(K) = lim(Ag, ), =0

oldugundan S, —limx = ; dur (Gurdal 2004).

2.3. 1 -igtatistiksel Yakinsak ik
Bu kissmda A -istatistiksel yakinsaklik kavrami tammlamip calisilacak, ayrica [V, 1] ve Sile
iliskisi belirtilecektir.

Tamm 2.3.1: Eger her ¢ >0 igin

L@%|{ke i % L > e =0

ise x=(x,) dizis L ye A-istatistiksel yakinsaktir veya S, - yakinsaktir denir. Bu durumda
S, —limx=L veya x, —» L(S,) yazilir ve

S, ={x:3LeR, §, -limx=L}
dir.
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Uyarr: (i) Eger A, =n iseozaman S,, Sileayndir.
(i) A -istatistiksel yakinsaklik, eger matrisA =(a,,, )

1
—, kel,
ank: n

0, kel,
alinirsa A-istatistiksel yakinsakligin 6zel bir durumudur.

S, ile [V,A] ve (C1) metodiann arasindaki baginti Mursaleen (2000) tarafindan
kurulmustur.

Sonsuza giden A, <A, ve A =1 olacak sekilde pozitif sayllarin  bitin A =(4,)
azamayan diziler kimesi A ile gosterilsin.

Tamim 2.3.2: 0 ={k,} dizis, k, =0 ver > o iken h, .=k, —k,_, > o« olacak sekilde bir
artan tam say1 dizis ise 6 ={k,} dizisine Lacunary dizisi denir. Bu kissimda 6 ile belirlenen
ardiklar |, = (k. ,,k,] ile ve k, /k,, oram q, ilegosterilecektir.

Istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli Cesaro toplanabilirlik

oy | = {x ‘bazi L icin Iim(lzn]xk —~ L|] = 0}
"N
arasindadogal bir iliski vardir. o,| ile N, dizi uzay:

N, = {x:ban L igin Iim(hizn]xk—qj:o}

r kel,

arasinda kuvvetli bir baglanti vardir.

Tanm 2.3.3: 6 bir lacunary dizisi olsun. x say1 dizisinin her ¢ > 0icin
Iirmh—lr}[ke l, :% —L=e}=0
ise x dizis L ye S, —yakinsaktir denir ve S, —limx=Lveya x, — L(S,) ile gosterilir.
Burada
S, ={x:bazi Ligin S, —limx=L}
seklinde tanimlanir (Fridy and Orhan 1993).

14



Teorem 2.3.1: 6 ={k,} lacunary dizisi olsun. Bu taktirde

(i) (@ x, = L(N,)oldugunda x, — L(S,) dir ve
(b) N, ,S, min bir 6zaltkiimesidir.
(i)xel, ve x, > L(S,)olmast x, — L(N,)olmasin: gerektirir.
(iii)S, nl, =N, nl_ dir (Fridy and Orhan 1993).
Burada | sinirli dizilerin kimesidir (Fridy and Orhan 1993) .

Ispat :

(i) (@) Eger ¢ >0 ve x, > L(N,)ise

2xe-Lz X

xk—L|Zg|{ke I, :|xk—L|Zg}|
ke'r kel

[x—L|ze

yazilir ve buradan istenen elde edilir.

(b) (i) deki N, < S, kapsamasinin dogrulugu igin, 6 verilsin ve x,., |, deki ilk

[\/h_r] tamsayilarinda 1,2,...,[\/E] ve diger durumlarda x, = 0 tanumlansin. Burada x simirsizdr.
Her & > 0 icin,

hi|{kelr :|xk—0|28}|:lh£r:rj—>0, r — coiken

r

yani x, — 0(S,) dir.Diger taraftan,

N0y O E
ﬁm-w;{%»%ia

r kel,

Boylece x, - O(N, ) olur.
(i) x, = L(S,) ve xel, oldugunu kabul edelim, bitin k lar igin |x, —L|<M diyelim.

& > 0 verildiginde,

1 1 1
= L= D -+ Yk - L
hr kel, hr K k—EII_r\Z.s hr K k—EII_r\<g

M

|{ke| :|Xk—L|28}|+8

r
r

ile sonuca ulasilir.

(iii) sikka (i) ve(ii) nin bir sonucudur.

N, -toplanabilir dizi C,-toplanabilir oldugundan, Teorem 2.2.1 (ii) den herhangi bir simirl
S, -toplanabilir dizi aym zamanda C,, - toplanabilirdir.
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Teorem 2.3.2: 4 € A olsun. O zaman
(i) X = LIV, 4] = X, > L(S,) ve[V,1]c S, kapsamas: kesindir.
(i) Eger xel vex, — L(S,)isex=(x,) olmak sartiyla
X, — L[V, 2] ve buradan x, — L(C,]) dir. Burada x = (x,) sabit degildir.
(i) S, "¢, =V, A]ln¢, dir.
Ispat:
(i) £ >0 vex, — L[V, L] olsun.
M -Lz= > xk—L\zg‘{ke l, :\xk—L\ze}{
keln kelp

‘Xk—L‘Z(‘:

yazilir. Boylece x, — L[V,A] = x, — L(S,)dir.
Asagideki ornek S, Vv, 2] dir.
X=(x,) dizisini

) _{k, n—[y2,] <k <nigin

- 0, digerdurumlarda

ile tammlayalim. Budurumda x ¢ ¢ olur veher ¢ (0<e <1 igin

i|{keIn:|xk—0|2,9}|:[£/1“]—>0, n— ooiken
A, Z

yani x, — 0(S,) olur. Diger yandan,

L% 050 (N
}"n kel,

yani x, - 0V, A]dir.

(i) X, > L(S,)vexe ¢, oldugunu kabul edelim. Tum k lar igin [x —L/<M
diyelim. & > 0 verilsin,

1 1 1
/I—Z|Xk—'—|=/l— ;|Xk—L|+/l— 2%~

kel
n keln : ‘Xk—Ln‘Zs n ‘Xk—LLg

S%Kkeln :|xk—L|2g}{+g

yazilir, bu x, — L[V, 4] olmasin gerektirir. Ayrica,
16



1 n :Ln—ﬁbn 1
H;(Xk _L):Hé(xk _L)"'EZ(Xk -L)

kel,

yazilir. x, — L[V, A] oldugundan x, — L(C,1) dur.
(iii) Bu kisminispati (i) ve (ii) den hemen cikar.

Tim A larigin S, cS oldugunu gormek kolaydir, ¢iinkdi 4, /n, 1ile simirlidhr.

Teorem 2.3.3: Sc S, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim inf£>0 (2.2.1)

n—oo n

olmasidir.

Ispat: Verilen & > 0 icin

{kﬁn:|xk —L|28}D{k€ | [% —L|Zg}
dir. Bundan dolay:

%{kSn:|xk—L|25}2

Sk

kel |x -U>g}

>

S |3>’

1
},_er ., :|xk—L|25}|
n — oo iken limiti awr ve (2.2.1) kullanilirsa

X, = L(S) = x, » L(S))

elde edelir.

Tersine olarak, lim inf£:OoIdugu kabul edelim. A0 () <1 olacak sekilde bir (n(j))i_,

now N n(j) i

at dizisini segebiliriz. Bir x = (x;) dizisini
5 _{L iel,, isej=123..
0, di ger durumlarda
seklinde tanimlayalim. Bu durumda x € [C,1] ve buradan, Connor (1988) den, x e S dir. Fakat
diger taraftan x ¢ [V, 4] veteorem 2.2.2 (ii), Xe S, y1 gerektirir. Bu yuzden (2.2.1) gereklidir.
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[11.BOLUM
MODULUSFONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI A-Dizi
UZAYLARI

Bu bolimde De la Valée- Pousin ortalamasi ve modulus fonksiyonu kavramlarindan

yararlanarak bazi dizi uzaylari tammlanacak ve bu uzaylarin ¢esitli 6zellikleri incelenecektir.

3.1. Modulus Fonksiyonu
Modulus fonksiyonu kavrami Nakano (1953) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 3.1.1: f :[0,00) — [0,0) olmak lizere,
(1) f(x) =0 olmasi icin gerek ve yeter sart x =0 olmast,
(i) Her x,y >0 icin f(x+y)< f(X)+ f(y),
(i)  fartandr,
(iv) f, sifirdasagdan streklidir.
kosullarim saglayan f fonksiyonuna modulus fonksiyonu denir. |f(x)— f(y)|< f(x-y])

oldugundan (iv) den f, [0,0) da sureklidir. Ayrica (ii) sartindan bitin necicin f (nx) < nf (x)

elde edilir ve dolayisiyla f(x) = f(nx%) < nf (x/n) dir. Boylece bitin neéigin

% f(x) < f(x/n) (3.1.1)

olur. Bir modulus fonksiyonu sinirli ( f(x) = x/(1+ X)) veya simirsiz (0< p<1ligin f(x)=x")
olabilir.
Ruckle (1973) modulus fonksiyonu kavramimi bazi kompleks dizi uzaylari olusturmak icin

kullandi. Maddox (1986) bir f modulus fonksiyonu kullanarak w, bitin x=(x,) kompleks

dizilerin uzay1 ve e= (111,...) olmak Uzere,
Wo(f):{XGW:Iim%Zf(|xk|):0},
n—oo 1
w(f)={xew:x-leew,(f) bazi1 | sayisi igin},

Wm(f):{XGWISUpn%Zi:f(|Xk|)<oo}
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Uc dizi uzayim tammlach ve bu wuzaylanin bazi  6zeliklerini  inceledi. Burada

t,(X)=n"> f(x/|) dir. f(x)=x aindiginda daha 6nce yine Maddox (1979) tarafindan
k=1

tammlanan kuvvetli toplanabilen dizilerin

W, ={Xew: Iim£2|xk| =0}

N—o0 n )

w={xew: x-leew,, baz |C icin}

W, :{XGWISUp%i|Xk| < oo}
k=1

uzaylar elde edilir.
E. Savas (1999) bir f modulus fonksiyonunu kullanarak kuvvetli hemen hemen yakinsaklik
kavramin genellestirerek asagidaki dizi uzaylarin tanimladi ve bazi 6zelliklerini inceledi.

e, ], ={x6 e |imm1i F (X0
mia

=0, n ye gbre dUngn}
e, f]= {xE w: |immrinz f (X« —1€) =0, n ye gore dUngn}
k=1

6, 1. ={xew:supmnii f (%) <oo}
T mig

E. Savas (2000a) idtatistiksel yakinsaklik kavramim genellestirmek icin (V,A) -
toplanabilirligi kullanarak hemen hemen A - istatistiksel yakinsakligi tammladh.

De la Vaée-Pousin yontemi ile sifira kuvvetli hemen hemen toplanabilen, kuvvetli hemen
hemen toplanabilen ve kuvvetli hemen hemen sinirli dizilerin kimelerini bir modulus fonksiyon

kavramiyla birlestirerek tammlamak mimkunddr. (V,1) metodu ve kuvvetli hemen hemen

yakinsaklik gibi sifira kuvvetli hemen hemen toplanabilen, kuvvetli hemen hemen toplanabilen
ve kuvvetli hemen hemen sinirh dizilerin uzaylart f modulusune bagli olarak E. Savas (1999)
tarafindan tammlanmustir.

Bu bolimde esas olarak bir modulus fonksiyon kavrami ve genellestirilmis De la Vallée-

Poussin ortalamasi yardimiylatammlanan [V, 4, f], ve [V, 4, f] dizi uzaylan calisilacaktir.

w, bitin x = (x, )., kompleksdizilerin kimesi olsunve |_,c,c, ile sirasiyla sinirl1, yakinsak
ve sifira yakinsak dizilerin Banach uzaylarini gosterecektir. Burada norm || = sup,|x,|
seklindedir. Biitin sonlu dizilerin kimesi ¢ ile gosterilecektir, ayrica e ve ™ (n=1,2,...)
dizilerinde e =1 (k=12,..), e =1 ve €” =0 (k=n) dir.
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Tamim 3.1.2: X bir lineer uzay olsun.
p: X —>R

fonksiyonu asagidaki sartlart sagliyorsa paranor m olarak adlandirilir. (X, p) uzayina da kisaca
paranormlu uzay denir.

(P.1) p(0)=0

(P.2) Butin xe X icin p(x) >0

(P.3) Butin xe X icin p(—=x) = p(x)

(P.4) BUtin x,y e X icin p(x+Y) < p(X) + p(y) (Ucgen Esitsizligi)

(P.5) Eger (4,) dizis A, —> A (n—> o) olacak sekilde bir skaler dizis ve (x,),
p(x, —X) = 0 (n— ) seklinde bir vektorel dizi ise 0 zaman ew p(4,x, —AX) > 0 (N — )

dir. (Skalerle carpmanin strekliligi)

Tamm 3.1.3: p bir paranorm olsun. Eger,
p(x)=0=x=0
oluyorsa bu paranormatotal paranorm denir.
Herhangi bir lineer metrik uzayin metriginin bir total paranorm ile verilebilecegi bilinir.
De laValée-Pousin yontemi ile sifira kuvvetli toplanabilen, kuvvetli toplanabilen ve kuvvetli

sinirli dizilerin kimeleri icin sirasiyla

n

V.2, ={xew: LLT%ZM _0

n k=1

[V,A]={xew: x-lee[V,1],, baz1 | eC igin}

V,2].. :{XGW:St:pi > 1% | < o}

n kel,
seklindedir. n=1,2,... icin A2, =n 6zel durumunda [V, 1],, [V,A] ve [V,4], kimeleri sirasiyla
Maddox (1979) tarafindan tammmlanan ve ¢alisilan w,,w ve w, kimelerineindirgenir.

Maddox (1979) sifira kuvvetli hemen hemen yakinsak ve kuvvetli hemen hemen yakinsak

dizilerin kimeleri

[l ={xew: lim=Y
n%wnk=l

=0, mye gore diizgin}

Xk+m
ve
[€]={xew:x-lee[€],, baz1 | € Cicin}
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seklinde tanumladi. Bir modulus fonksiyonu ile kuvvetli (V, 1) metodu ve kuvvetli hemen hemen
yakinsaklik metotlarin birlestirerek asagidaki kiimeleri tanimlayabiliriz.

[V, 2, f], ={xew: Iim%z f ([X.m)) = 0, m ye gore diizgiin}

n kel,

V.2, f]={xew: x-lee[V,A,f],, baz |eC icin}

V., f], ={xe W:sup%z f ([ Xm]) < 0}

n kel,

n =1,2,... igin A =n oldugunda [V,4,f], ve [V,4,f] kimeleri Savas (1999) tarafindan

tammlanan  [C, f], ve[C, f] kimelerine  indirgenir.  Eger f(xX)=x  konulursa

V.4, f],=[V,Al, ve [V,A, f]=[V,4] olur.

3.2. Baz1 Yardima Teoremler
Bu kisimda ana sonuclarin ispatindaihtiya¢ duyulan bazi yarcdimci teoremleri verecegiz.

Yardima Teorem 3.2.1: Herhangi bir f modulus fonksiyonu igin lim_ f(t)/t limiti

tosoo
vardir.gmchsi
Ispat: 0< B < f(1) oldugundag =inf{ f(t)/t:t >0} dir. £ >0 aindiginda f(a)<a(p +¢)
icin a>0 vardir.t >a secildiginde na<t<(n+1)a olacak sekilde bir n dogal sayisi vardir.
Modulus fonksiyonunun (ii) ve (iii) sartlarindan
tp<f)<nf(@+f(@<na(f+e)+ f(a)
<t(B+e)+ f(a)

yazilir. Buradaki g, lim,_  f(t)/tesitidir (Maddox 1987).

t—o0

Yardima Teorem 3.2.2: f,

imt® _4 50 (3.2.1)

t—o t
olacak sekilde herhangi modulus fonksiyonu olsun. Bu takdirde bittin t > 0 icin
fA)>pt (3.2.2)
olacak sekilde g > 0 sabiti vardir.
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Ispat: (3.2.1) sartimin saglancigini kabul edelim. Bu durumdat > t, igin
f(t) > %t (3.2.3)

olacak sekilde t, >0 vardir. Simdi 1<t <t,olsun. Bu takdirde modulus fonksiyonunun (iii)

kosulundan
f (@) ¢

0

f(t)> ()= % f (Dt > (3.2.4)

dir. Son olarak 0<t <21olsun. Bu takdirde 1/(n+1) <t <1/n olacak sekilde ne ¢ vardir ve bir

modulus fonksiyon (iii) kosulu ve (3.1.1) den

f(t)>f(—)>if(1) ——f(1)>—f(1)t>—f(1)t (3.2.5)
n+1 n+1 n+1ln n+1

olur. B =minfa/2, f(1)/t,,2/2 f (1)} >0 yazalim. Bu durumda (3.2.2.),degeri (3.2.3) ,(3.2.4) ve
(3.2.5) ifadelerinden cikar.

Yardima Teorem 3.2.3: f bir modulus fonksiyonu ve 0< 6 <1olsun. Bu takdirde bitiin
X>4i¢in

f(X) < 2f D)5 X (3.2.6)

dir.
Ispat: Bir modulus fonksiyonun ézellikleri kullanlarak dogrudan bir hesaplamayla cikar.

Yardima Teorem 3.2.4: xe[V, A, f] olsun. Bu durumda x—lee[V, 2, f], olacak sekilde
bir tek | € C vardir.

ispat: xe[V,4, f] ve x—le, x—I€ €[V, 4, f], olsun. Bu takdirde verilen ¢ > 0 icin,

—Zf(lxk—ll)<e/2 ve —Zf(lxk—' D<e/2

n kel , n kel ,

olacak sekilde n e ¢ vardir.Bu,

(R |)<—Zf(|xk—l|)+—2f(|xk—l N<e

n kel n kel ,

oldugunu gosterir. & > Okeyfi oldugundan modulus (i) ve (iv) sartlarindan | = | elde edilir.
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Yardimar Teorem 3.2.5: f bir modulus fonksiyonu olsun.Bu takdirde,
@ [V, 4, f1, =1L (f) ={xew: (f(x])i; €l.}
®) V.2, fl, V.4, flc [V, 4, f],

ispat: (a) XG[\7,A, f], olsun. Bu durumda, bitin mlericin

Ly

1
7 (%, m]) < SUP— Z f (X)) <M
1 m,n

n kel,

olacak sekilde bir M > 0 sabiti vardir ve bu ytizden (f (|x,|)¢, !, dir.Diger taraftan x el (f)

olsun.Bu durumda bitln j icin f(|xj |) <M olacak sekilde M > 0 vardir ve buradan bitin mve

nlericin

1 1
;L—z f(Xeom]) < M721§ M
n kel, n kel,

dir. Boyldikle x e[V, 4, f]. dir.

()[V, 4, f1, <[V, 4, f1, oldugu asikardir. x [V, 4, f] olsun. Bu durumda,

iZ1‘(|x —I)<1, bitin n>n, vebiitdn meéicin
}, k+m 0
n kel,

olacak sekilde bir n, pozitif tamsay: ve bir | kompleks sayisi vardir ve bu ylizden

NI EES I IR R 3L ()

/ln kel, n kel, n kel,

<1+ f(I)), bitin n>n, ve medicin

seklindedir. Ayrica

1
=
;L(

Mo

X

No+m

1 . v
)ST%Zf(|xk+m|) <1+ f(|I]), butin meéigin

olur. Bundan dolay: bitin m lericin  f(

) < 2, (L+ f(I]) chr. Boylece x el (f)dir.

Xno +m
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3.3. Ana Sonuclar

Teorem 3.3.1: [V, 4, f], ve [V,A, f] uzaylar,

p(x) = sup— D (Xeem)

n kel,

(3.3.1)

Paranormu ile paranormlu FK uzaylardir. [\7,1,1‘]0, AK 0zelligine sahiptir ve her

X=(x)r, €[V, 4, f] dizis ,
“le+ Y (x, ~1)e® (332)

seklinde bir tek gosterime sahiptir. Burada | e €, x—lee[V, A, f], olacak sekildedir.

Ispat: ilk olarak [\/A f] uzayinin (3.3.1) de tammlanan p paranormu ile paranormlu bir FK
uzayr oldugunu gosterelim. [V, A, f],ispat1 da tamamen aynidir. Yardimc: Teorem (3.2.5) (b)
den p, [V, 4, f] Uzerinde tammlidir. Bittin x e[V, 4, f] icin p(x) > 0oldugu aciktir. Ayrica
biitiin j ler icin p(x) = f(|xj |) =0 dir ve bu yiizden modulus fonksiyonun (i) sartindan x = 0

dir. Btin xe[V, 2, f] icin p(=x) = p(x) oldugu agiktir. x,y e[V, 2, f] olsun. Bu takdirde

modulus fonksiyonun (ii) ve (iii) sartlarindan

p(x+y) <SP 3" (F (%) + (F (Vi)
m,n )u

< Supﬂ,_ Z f (|Xk+m|) + Sup_ Z f (|yk+m|) < p(X) + p(y)

mn An kel, n kel,

olur. Simdi p(x”) -0 ve u, — u (r > w)olsun. Bu takdirde (u,) dizis simrlichr yani

buttin ricin |, | <M e ¢ dir. Modulus fonksiyonun (i) ve (iii) sartlarindan

r 1 r
p(ur X( )) = Supl_ z f (.ur Xl£+)m

mn An kel,

) < sup— Z f(M|X{)

(r)
Xk+m

<Msup Zf( )=M.p(x”) >0 (r > x)

n kel ,

olur. Sonolarak x e[V, 4, f] verilsinve u, >0 (r > ) olsun. Verilen ¢ > 0igin,

1 D (Xem —1)) <&/2  (bltin n> nyve bitin m ler icin) (3.3.3)

n kel,
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olacak sekilde n, e ¢ vardir. Yardimc: teorem 3.2.5(a) dan xel_(f) oldugundan ve f strekli

oldugundan

bltln r >, igin

1

ﬂ. z f (|:urxk+m

n kel,

) < ¢ (bitin 1< n < nyarasidaki n ler ve bitin mler igin)

(3.3.4)
olacak sekilde r, e ¢ vardir. Simdi n>n, olsun. F in surekliliginden ve u, -0 (r —» )
oldugundan
f () < 8/2 ve |u,[<1 (bitin r >r, icin) (3.3.5)
olacak sekilde r, € ¢ vardir. Bu takdirde (3.3.3) ve(3.3.5) den butin r >, igin

1
e

n kel,

;ur Xk+m

)<ty f(|ur||>+%zf(|ur(xk+m—l|)

ﬂ“n kel, n kel,

< f(|url|)+(ﬂur|]+1)%z f(X,m — 1)< £/2+£/2=¢ bittinmlerigin

n kel,

(3.3.6)
olur. r, =max{r,,r,} secelim.Bu takdirde (3.3.4) ve (3.3.6) dan bitin r >r, icin p(u,X)<e
olur. Bu r > icin p(u,x) > 0 olmasidir. Boylelikle p nin bir total paranorm oldugunu
gbstermis oluruz.
Simdi [V, 4, f] nin tam oldugunu gosterelim.(x)”,, [V,2, f]uzayinda bir Cauchy dizis
olsun. Verilen ¢ >0,

1
E (r) (s)
f (|Xk+m — Xirm
A‘n kel,

) <e (butin r,s>r,vebutin nmlerigin)  (3.3.7)

olacak sekilde r, € ¢, vardir. Bu

f (|x§” —x{¥) <& (bltin r,s>r,ve her bir j icin) (3.3.8)

oldugunu soylenir. Dolayistyla her bir (xﬁ’))‘;i0 dizis C de Cauchy dizisidir, bundan dolay:
x; =lim_, x{" yakinsaktir. Eger (x{");", bazi j, lar icin bir Cauchy dizisi degilse 0 zaman

bazi ¢>0 igin [X{¥ —x{|>c (biitin k lar icin) olacak sekilde (x{*))r, ve (x*))¢,

atdizileri vardir ve bu yiizden bitiin k lar igin (3.3.8) in aksine f (|x§;k) - x}jk)|) > f(c) > 0olur.

r > r, olmak tzere s sonsuza giderken (3.3.7) den f strekliligi
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N z f (| Xl(<:-)m Xk+m

n kel,

) <& (batin r >r, vebitin m,n lericin) (3.3.9

p(x"” —x) <& (bUtdn r >r,igin) (3.3.10)
seklinde elde edilir. Ayrica her bir ricin

—2f(|xﬁ?m 1o

n kel,

) <e (bUtin n>n, vebutin mlerigin) (3.3.11)

olacak sekilde n, e¢ vardir. Simdi r,s>r, ve n, = max{n,,n.} olsun. Bu takdirde (3.3.7) ve

r*’’s

(3.3.11) den

|(r) |(S) |(r) |(S)

f(

__Zf(

oS O S 1)

n0 kelp, kel ng

+ o Z f (|XIEr+)m - Xlgi)m

n0 kel

<eg+e+¢ (bitin mler icin)

olur vetekrar | —1 (r — o) sdylenir. Buradan (3.3.10) ve (3.3.11) kullanilarak, biitiin yeterli

buyuklukteki n ler ve bitin mlerigin

P z f (|Xk+m I|) <_ z f (|Xk+m - XIE:c-Jr)n Z f (|X|Erfr)n I(rO)

n kel n kel , n kel ,

+—Zf(|| | (o)

n kel ,

) < 4e

elde edilir. Buradan x e[V, A, f] dir. Buradan [V, A, f] tamdhr.

Simdi  p(x"” —x) >0 (r >©) her bir j icin x —x; (r >o) belirttigi gosterelim.

p(x” —x) > o0 (r — ) olsun. Bu takdirde, verilen & > Qigin,

o Z f (| Xlﬁi)m ~ Xiem

n kel,

)<e (bUtin r >r, ve butin m, nlerigin)

olacak sekilde r, e & vardir. Bu da biitin r >r, ve her bir j igin f(|x§') - X, |) < ¢ oldugunu

I - . - . . ()
gosterir ve tekrar her bir j icin xj” — x; (r — o) olur.

Boylece ispat tamamlanir. [V, A, f] paranormlu FK uzayidir.
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simdi [V, 4, f], uzayinin AK &zelligine sahip oldugunu gosterelim. x e[V, A, f], olsun ve

g > 0 verilsin. Bu takdirde

1 D f(Xml) <& (btln n>n, vebitin mlerigin)

n kel,

olacak sekilde n,e¢ vardir.r,—A, +1>n, olacak sekilde 1 eé¢ segelim.r=r, ve

X =" x.e® olsun. Bu takdirde

p(x" %) < sup D (X <e

n2ro,m Ay kel
olur. Son olarak x=(xk)°k°=le[\7,},,f]verilsin. Yardimct  Teorem (3.24) den
y=x-lee[V, 4, f], olacak sekilde bir tek | kompleks sayisi vardir. [V, 4, f],, AK ozelligine

sahip oldugundan y =" ye® =>"" (x, —1)e" vebuyiizden x=le+>"" (x —1)e" dur,

Teorem 3.32: (a)Herhangi f  modulus fonksiyonu icin [V,A]c[V,4, f] ve
V,A], <[V, A, f],dr.
(b) Eger lim_,, f(t)/t=a >0 ise bu taktirde [V, 4, f]1=[V, 2] ve [V, 4, f], =V, 2],
chr.

ispat: (a) f modulusve x e[V, A]olsun. & > O verilsin.

72|Xk+m_||<g (bUtlin n > n, ve butin mler igin)
n kel,

olacak sekilde n, & vardir. F siirekli oldugundan biitiin t € [0,8]igin f (t) < & olacak sekilde
0< o <1olan bir 6 segebiliriz. Bu takdirde, Yardimct Teorem (3.2.3) den butiin n > n, ve bitin

mlericin

1 1 1
l—zf(lxk+m—||)=l— > f(|Xk+m—||)+7 2 (Xeem =1

n kel, n kel, n kel,
[ X+ m—1]<d [ X+ m—1]>5

<eg+2f (1)51%Z|xk+m 1|

n kel,

<e@+2f ()5

olur. Boylecex e[V, A, f] dur.
[V,A], <[V, A, f],oldugu benzer gésterilir.
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(b) xe[V,A, flolsun. Yardime:r Teorem (3.2.1) den lim f(t)/t limiti mevcuttur.

t—oo

Yardimci: Teorem (3.2.2) denbitin t >0 icin  f(t) > g t olacak sekilde g > 0 vardir ve
boylece

1 1 e . -

= Kem =1 < =D F(Xom —1])  (bittin n ve biitin mler igin)

)’n kel, ﬁﬂ'n kel ,

dir. BOylece x N,AJqur.

V.4, f], =V, A], olusu dabenzer bicimde gésterilir.

Tamm 3.3.1: Bir x dizis eger Ve > 0igin,

Iim%}[k el Xm—1|2 &} =0 (myegoredizgn)

n—oo

ise bir | sayisina hemen hemen A- istatistiksel yakinsaktir denir. §, —limx=1 veya
x, —1(8,) ile gosterilir ve §, = {xew:$, —limx=1bazl e Cigin} yazilr. Eger A, =n ise
bu tanim Savas (2000a) tarafindan tanimlanan hemen hemen istatistiksel yakinsaklik kavramina
indirgenir.

Simdi §,ve [V, 4, f]kimeleri arasindaki bagintiy: verelim.

Teorem 3.33: §, [V, A, f]icin gerek ve yeter sart f nin sinirl olmasidhr.

Ispat: f nin simirli ve xe§, oldugunu kabul edelim. Bu takdirde bitin x>0 igin
f(X) <M olacak sekilde bir sabit M vardir. € >0 verilsin. Md + f(n) <e olacak sekilde
n,0 > 0segelim. x e §, oldugunda

/li|{ke | X —1|Zm}[ <& (blitin n= ngy vebiitin mler igin)

n

olacak sekilde | e € ve n, =n,(n,8) ¢ vardir. Bu nedenle, bitiin n> n, ve butin mlericin

1 1 1
=5 f —l)=— f ~“h+—= S f I
).n I;] (|Xk+m |) /‘tn I;] (|Xk+m |) + ).n |§|n (|Xk+m |)

[Xi+m~1|<n [Xk+m=I|>n

1
SMZHk€|n3|Xk+m—||ZU}|+ f(n)

<Mé+f(n)<e

olur. Bundan dolay1 x e[V, 2, f] dur.
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Tersine olarak f nin sinirli olmachgini kabul edelim. Bu takdirde, k =1.2,... igin f(v,) = k*
olan bir (v, )y, pozitif dizi vardir. x dizis, (i =12,..)icin eger i =k’ ise x, =v,ve diger

durumlarda x, = 0 seklinde tammmlanir. Bu takdirde,

%}{ke L 2 Xeom| 2 €] s% A,  (bitinnvemlerigin)

n n

olur. Boylece x e §, , fakat x¢[V, A, f] dir.
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V. BOLUM
ORLICZ FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI DiZi UZAYLARI

Bu bolimde bir Orlicz fonksiyonuna gore A - kuvvetli yakinsaklik tanitilarak yeni dizi
uzaylarinin bazi 6zellikleri incelenecektir. Ayrica eger bir dizi bir Orlicz fonksiyonuna gore A -
kuvvetli yakinsak ise bu takdirde bu dizinin A -istatistiksel yakinsak oldugu gosterilecektir.

4.1. Orlicz Fonksiyonu
Bu kissimda Orlicz fonksiyonu tammlanarak Orlicz fonksitonuna gore A- kuvvetli

yakinsakligin tanim verilecektir.

Tanim 4.1.1: M sirekli, konveks, azalmayan , x>0 i¢cin M(x) >0 ve M(0)=0 olacak

sekilde x> 0 i¢in tammmlanan bir fonksiyon ise M ye Orlicz fonksiyonu denir (Lindanstrauss ve
Tzafriri 1971)

Eger M Orlicz fonksiyonunun konveksligi (cis bukeyligi) M (x+y) <M (X)+M(y) ile yer
degistirirse bu takdirde M fonksiyonu Nakano (1953), Ruckle (1973), Maddox (1986) ve
digerleri tarafindan tammlanan ve ele alinan bir modulus fonksiyonu olarak adlandirilir.

Lindanstrauss ve Tzafriri (1971) Orlicz fonksiyonunu kullanarak
N X o
Iy =9X=(X): D>, M| = |<ow baz1 p >0 igin
k=1 P
dizi uzayin tanimladi. Bir Banach uzayindaki

||><l|=inf{p>0:§;M(Mjsl}

P
normu ile birlikte I,, uzayr bir Orlicz dizi uzay: olarak adlandirilir. 1< p<oo, M(X) = x” igin
|y uzayr klasik dizi uzay: |, ile gakusr.

Parashar ve Choudhary (1994) bir M Orlicz fonksiyonunu kullanarak asagidaki dizi

uzaylarim tanimladhlar.

[ (P) —{XEWZi[M(Mj] <o, baz1 p >Oi<;in}
k=1 P

w(M, p) —{XE W Iimli(M(MD =0, baz1 p vel >Oi(;in}

N—o0 n par} p
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Px
w, (M, p) = {XE W IimEZ{M(MB =0, bazi p > Oigin}

n—oo n k=1 p

w, (M, p)—{XEW sup= Z( @ka <oo,ba21p>0i(;in}

n p

Bu dizi uzaylar: iyi bilinen M Orlicz dizi uzay: |,, ve kuvvetli toplanabilen dizi uzaylar:

[C1 p], [CL p], ve [CL p], ugendllestirir.
E. Savas (2000b) Orlicz fonksiyonunu kullanarak asagidaki dizi uzaylarim tammladh.

Tamim 4.1.2: M bir Orlicz fonksiyonu ve p=(p,) pozitif reel sayilarin herhangi bir dizis

olsun.

[V,M, p]—{x (%) : Ilm%Z{M(MH =0 ba21Ivep>Oigin}

n kel p

n kel

V.M, D]O{X (%) : Ilmﬂb Z{M(Mﬂ —Oba21p>0igin}
P

kel

V.M, pl., —{x (%) &ipA—nZ{M(%ﬂm<wb@p>Oigm}
dizi uzaylar: tamimlanr.
Butin k lar i¢cin p,=1 oldugunda [V,M,pl,[V,M,p], ve[V,M,p], uzaylarn

V.M], [V,M], ve[V,M], olarak tammlamr. Eger xe[V,M]ise x dizisne M Orlicz
fonksiyonuna gore A - kuvvetli yakinsaktir denir. Bitin k lar igin eger p, =1, M(X) =X ise
bu takdirde [V,M, p]=[V,1], V.M, p], =V, 1], ve V.M, p], =[V,A], olur. Eger 1, =n ise
V.M, pl], [V.M,p], ve [V,M,p] uzaylarn W(M,p), w,(M,p) ve w,(M,p) uzaylarina
indirgenir. Bu durum Parashar ve Choudhary (1994) tarafindan calisilmistir.
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2. Topolojik Ozdllikler
Bu kismda [V,M,p],[V,M,p], ve[V,M, p], uzaylarimn bazi topolojik o©zellikleri

incelenecektir.

Teorem 4.2.1: p=(p,)pozitif reel sayilarin herhangi bir dizis ve herhangi bir M Orlicz
fonksiyonu icin [V,M, pl,[V,M, p], ve [V,M, p],, kompleks sayilar kiimesi Uzerinde lineer

uzaylardir.

Ispat: Sadece [V,M,p], icin ispatlayaim. Cunku digerlerinin ispatlarn benzerdir.
X,y e[V,M,pl, ve a, B € Colsun. Ispat: yapabilmek icin
Py
Iimiz M M =0
n ﬂ“n kel, p3

olacak sekilde bazi p, > Olar bulmamiz gerekiyor. X,y €[V,M, p], oldugundan

Pk Pk
.1 %] .1 |yk|J
lim— M| — =0velim— M| — =0
n ﬂ“n §1|: (pl ]:| n ﬂ“n |§1|: (Pz

olacak sekilde bazi pozitif p, ve p, vardir. p, = max(2a|p,, 2B|p,) olarak tanmlansin. M

azalmayan ve konveks oldugundan n — oo iken

b ]

n kel, Ps n kel, Ps Ps

P«
SLZL M M +M M
An l<e|,12pk P P2
1 % A
() (%)
An ker, P P2

Px Pk
1 %] 1 Vi
<K— M| — + K— M| — —>0
ﬂ'n kezlnl: (pl J} )’n %l: (Pz

olur. Burada K = max(L,2"™), H =sup p, dir. Boylece ax+ By €[V,M, p], olur. Bu da ispat:

tamamlar.
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Teorem 4.2.2: p=(p,)pozitif reel sayilarin simrlt bir dizisi ve herhangi bir M Orlicz

fonksiyonuigin [V,M, p],,

Px YH
g(x) =inf{ p /" (%Z{M(MJ:I } <1, n=123,...

n kel, p

ile bir total paranormlu uzaydir. Burada H = max(1,sup p,) dhr.

Ispat: g(x)=g(-x) oldugu aciktir. Teorem (4.2.1) kullamlarak a=p=1 icin
g(x+y) < g(x) + g(y) sonucunaulasiriz. M (0) = 0 oldugunda x =0 icin inf{p ™"} =0 olur.
Diger taraftan g(x) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

Pk yH
- 1 %]
infdpP/M | =3 | Mm| 2 <1'=0
P [ln g{ (p ﬂ ]

olur. Verilen ¢ >0 i¢in

2] T =

olacak sekildebaz1 p, (0< p, < &) vardir. BOylece, her bir nigin

ELHIRCIRIE

dir.
. _ s
Bazi mel, icin x, #0 oldugunu kabul edelim. ¢ — Oolsun. Bu takdirde | —— | — o olur.
" g
Bu
Pk yH
iz M| L — o
ﬂ’n kel, &

olmasin: gerektirir ki bu bir celiskidir. Boylece her bir mi¢in x, =0 dir. Son olarak skalerle

carpmantn surekliligini gosterelim. u herhangi bir kompleks say1 olsun. Tamim geregi,
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n kel,

Pk yH
g(ux) =inf{ pP/" [%Z{M(Mﬂ J <1, n=123..
P

dir. Bu takdirde s= p/|4| icin
Px yH
g(ux) =inf{ (ufs) ™" [%Z{M(@H } <1, n=123,..
n kel,

sup p,, Sup Py )

™ < max(L|y] )Y yazilir.

Pk yH
xinf{ sP/M {%Z{M(@H J <1, n=123..
n kel,

[V, M, p],dax sifirayakinsakken sifira yakinsaktir.

olur. |u

) oldugundan g(x) < (max(, ||

Simdi p, — 0 vexin[V,M,p], dasabit oldugunun kabul edelim. Rasgele ¢ > 0igin N

Px

1 |Xk| H pelen .- -

},_z M| = < (g/2"  (bazi p > Ovebiitin n> Nigin)
n kel, P

olacak sekilde bir pozitif tamsay: olsun. Bu

Py

Iy %] - .

A_z . <g/2 (baz1 p>Ovebiitin n> N igin)
n kel,

belirtir. 0<|u| <1 olsun. n> N igin M nin konveksligini kullanarak

1 Xk P 1 Xk Pk .,
2] (5] <

yazilir. M, [0,) icinde her yerde siirekli oldugundan n> N igin

23]

o da siireklidir. Boylece o<t <gsigin |f(t)| < (¢/2)" olacak sekilde 1> >0 vardir. m>K

icin |u,| <6 olacak sekilde K olsun. Bu takdirde m> K ve n< Nigin
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YH

{i_lnkz.“{M ('”/?—X"'H pk] <g/2

olur. Bdylece m> K vebutinnlerigin

el T

dir. Béylece g(ux) - 0 (¢ — 0) olur.

Tanim 4.2.1: Eger M(2u) < KM (u) u>0 olacak sekilde bir K > 0 sabiti varsa M Orlicz

fonksiyonuna buttin u degerleri igin A, - sartim saghyor denir.

Daima K>2 oldugunu gormek kolaydir. A,-sarti, bitin u degerleri ve |>1 icin

M (lu) < K(I)M (u) esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 4.2.3: A,-sartint saglayan herhangi bir M Orlicz fonksiyonu icin [V,A] c[V,M]
olur.

Ispat: xe[V,A] olsun. Boylece

T =%Z|xk—l|—>0 N—s>ooiken (baz | lericin)

n kel,

dir. ¢ >0olsunve 0<t<§ icin M(t) <& olacak sekilde 0< S <lolan & segilsin. y, =|x, —|

yazalim ve

ZYM)-Y, +X,

n kel,

ifadesini g6z 6niinde bulunduralim. Buradailk toplam y, <& Uzerinde veikinci toplam vy, >0

Uzerindedir. M stirekli oldugundan

D <A

vey, >d8 iginy, <y, /6 <1l+y, /s kullamlir. M azalmayan ve konveks oldugundan

1 1
M(y,) < M(1+5_IYI<) < EM(2)+EM(25_1VI<)
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seklinde olur. M, A, -sartim saglachgindan M (25 7'y, ) S%Ké‘lykM (2) olacak sekilde bir K>2
sabiti vardir. Bu nedenle
M(w)<%K51wwua+%K51qua
=K§ty,M(2)
dir. Buradan
D M(Y) <KSM(DA,T,
zlg gA,, ileberaber [V,A] < [V,M] sonucu ¢ikar bu daispat: tamamlar.

Teorem (4.2.3) in ispat1 A,-sartim saglayan herhangi bir M Orlicz fonksiyonu igin
[V, 4], c[V,M], ve [V, 1], c[V,M], yazilacagin gosterir.

Teorem 4.2.4: 0< p, <q, ve (9,/p,) sl olsun. Bu taktirde [V,M,q] <[V, M, p] dir.

Ok

X, — 1

% |D ve 4, = p,/q, yazilr. p, <q, oldugundan
p

ispat: xe[V,4,q] olsun. t, :(M(
0< A, <1dr.
O<A<A, dam. u, =t, (t, 2)=0 (t, <) ve v, =0 (t, 21, =t,(t, <1) tammlamr. Bu
ylzden t, = u, +Vv, ve t* =ul + v/ dir.
ux <u, <t ve v <v}
yazilir. Bundan dolay:
A
1G,, 13 18
Dt =—>D>t+—->V
n St [nz k}

olur ve buradan x<[V,M, p] dir.

Simdi A- istatistiksel yakinsaklik ve Orlicz fonksiyonuna goére kuvvetli yakinsaklik
arasindaki bagintiyr verelim. Mursaleen (2000) A- istatistiksel yakinsaklik tanimin: yapti. Daha
sonra A - istatistiksel yakinsaklik Savas (2000a) tarafindan genellestirildi. Simdi [V,M] ile S,

arasindaki kapsamailiskisini verecegiz.
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Teorem 4.2.5: Herhangi bir M Orlicz fonksiyonuicin [V,M] c S, dir.
ispat: xeV[V,M] ve &> 0 olsun. Bu takdirde,

|Xk €|j (Xk _Ej
Ig ( ﬂyn keln%:I%s p

1
ZTM(g/p).er L%~z &}

n

buradan x € S, sonuglanir.

S, nin kesinlikle [V,M] kapsadigint gostermek i¢in Mursaleen (2000) de yaptigi gibi,
x=(x,)dizisini, eger n—l\/ﬂ+1SKSn ise x, =k ve diger k lar igin x, =0 olarak
tammlayalim.

Butaktirde x¢ ¢ veher ¢(0<e <1 igin
1
—fkel > —) 0 nNnow
A fleetnix —d }|
yani x, — O(S;)dir. Burada[ ] en blyik tamsay: fonksiyonunu gosterir. Diger yandan

S e B

n kel

Yani x, - 0 [V,M] dir. Bu daispat: tamamlar.
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