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1.BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 OKlid ve Oklid Geometrisi Hakkinda

Bu boliimde tezi anlasilir kilmak igin Oklid geometrisinin taninmi yapilarak Oklid
geometrisindeki bazi postulatlar ve aksiyomlar [1],[3],[4],[16],[22] kaynaklar1 esas

alinarak 6zetlendi. Bu postulatlara dayanarak notral geometrinin tanimi yapildi.

Resim 1.1 Euclid (M.O. 325-M.0. 265)

Oklid’in yasami konusunda hemen hemen higbir sey bilinmiyor. Fakat, Oklid
gelmis gegmis matematikgilerin i¢inde adi geometri ile en ¢ok dzdeslestirilen kisidir.
Geometri diinyasinda kapladigi bu seckin yeri kendisinin biiyiikk bir matematikc¢i
olmasindan ¢ok, geometrinin baslangicindan kendi zamanina kadar bilinen tiim bilgileri
ismi ile Elements adin1 tasiyan kitabinda toplamasiyla elde etmistir. Oklid dnemli kitab1
olan Elemanlar kitabmi yaklasik milattan 6nce 300 yillarinda yazdi. Bu kitap 13 tane
kitaptan olusmaktadir. Kitaplarin basliklar1 soyledir:

e [.Kitap: Benzerlik (liggenlerin benzerligi, pergel ve cetvelle cizilen basit
geometrik sekiller, bir ticgenin agilarina ve kenarlarma iligkin esitsizlikler), paraleller

(paralel dogrularin 6zellikleri ve paralelkenarlar), Pisagor teoremi.



e II. Kitap: Geometrik cebir (a+ b)2 =a’ +2ab+b* gibi bugiin cebirsel olarak ele

alman, ama o zamanlar geometrik olarak diistiniilen 6zdeslikler, alanlar.

e [II. Kitap: Daire ve ag1 0lgtimleri.

e [V. Kitap: Daire i¢ine ve disia ¢okgenlerin ¢izimi.

e V. Kitap: Geometrik olarak incelenen seylerin biiytlikliikler1 ve miktarlar
arasindaki iliski, kesirli cebirsel denklemlerin geometrik ¢oziimii.

e VI. Kitap: Cokgenlerin benzerligi.

e VII., VIII. ve IX. Kitaplar: Aritmetik (sayilar teorisi geometrik olarak
incelenmistir)

e X. Kitap: Orantisizlik.

e XI., XII. ve XIII. Kitaplar: Uzay geometrisi (li¢ boyutlu cisimler, érnegin bes

diizgiin yiizli cismin 6zellikleri incelenmistir).

Elemanlar kitabina sonradan iki kitap daha eklenmistir ve bunlar1 Oklid’in
yazmadig1 tahmin edilmektedir.

e XIV. Kitap’ta bir kiire i¢ine ¢izilen diizgiin ii¢ boyutlularin mukayesesi
yapilmistir ve bu kitabin Hypsicles (M.O. 2. yiizyiln ikinci yarisi) tarafindan
Apollonius’dan etkilenerek yazildig1 sanilmaktadir.

e XV. Kitap’ta ise diizgiin ili¢ boyutlularin birbiri i¢cine nasil ¢izilecegi, ac1 ve
kenar hesaplarmin nasil yapilacagi incelenmistir. Bu kitabin Miletli Isidore (532)

tarafindan yazildig1 distiniilmektedir.

Iskenderiye’de yazilmis olan Elemanlar’m igeriginden ¢ok, kapsamis oldugu
konularin sunulus bi¢imi 6nemlidir; Once bir takim tanimlar, aksiyomlar ve postulatlar
verilmis ve teoremler bunlara dayanarak kanitlanmistir. Boylece geometri, belirli tanim

ve ilkeler cergevesinde yapilandirilmistir.

Elemanlar’da nokta, ¢izgi, yiizey ve cisim gibi geometrik kavramlar tanimlandiktan
sonra, aksiyomlara gecilmistir. Aksiyom, dogrulugu agik ve secik olan Onerme

demektir. Oklid’in aksiyomlar1 sunlardr:



Aksiyomlar:

1. Ayni1 seye esit olan seyler birbirlerine de esittirler.

2. Esit miktarlara esit miktarlar eklenirse, esitlik bozulmaz.

3. Esit miktarlardan esit miktarlar ¢ikartilirsa, esitlik bozulmaz.
4. Birbirine ¢akisan seyler birbirine esittir.

5. Biitiin parg¢adan biiyiiktiir.

Aksiyomlardan sonra da postulatlar verilmistir. Postulat, ispat edilmeksizin dogru

olarak benimsenen dnerme demektir. Oklid’in postulatlar: ise sunlardir:

Postulatlar:

1. iki nokta arasini birlestiren en kisa yol bir dogrudur.

2. Bir dogru, dogru olarak sonsuza kadar uzatilabilir.

3. Bir noktaya esit uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yeri bir gemberdir.

4. Biitiin dik agilar birbirine esittir.

5. Iki dogru bir iigiincii dogru tarafindan kesilirse, icte meydana gelen agilarin

toplaminin 180 dereceden kiiciik oldugu yonde bu iki dogru kesisir.



1.2 Geometrik Kavramlar

1.2.1 Nokta, Dogru, Dogru Parcasi, Isin

Tammm 1.2.1.1: Nokta, geometrinin en temel kavramidir. Kesin tanimini
yapamayiz, fakat agiklayabiliriz. Toplu ignenin biraktig1 iz; kalemin sivri ucunun
deftere degdirildiginde biraktig1 isaret, tebesirin tahtaya dokundurulmasiyla elde edilen
“” bigiminde isaretin kapsadigi yer olarak diisliniilebilir. Bu ornekler bize nokta
hakkinda bilgi verir. Ancak, nokta olarak diisiiniilen bu izlerin bir biiyiikligi vardir.
Oysa noktay1 eni, boyu, derinligi olmayan bir nesne olarak diisiinmek gerekir. 4,B,C...

gibi biiyiik harfler ile isimlendirilir.

Tanmim 1.2.1.2: Iki ugtan sinirsiz noktalar kiimesine dogru denir. [2]

-':J&' B:—':I

Sekil 1.2.1.1

Tamm 1.2.1.3: iki nokta ile bu iki nokta arasinda kalan noktalarm birlesimine

dogru parcast denir. [ AB] sembolilyle gdsterilir.

Sekil 1.2.1.2

Tamm 1.2.1.4: Isin, bir baslangi¢ noktasi olup sonsuza giden noktalar kiimesidir.

A B

- L

Sekil 1.2.1.3

[AB sembolii ile gosterilir.



Tanim 1.2.1.5: [AB ismindan A noktasinin ¢ikarilmasi ile elde edilen kiimeye AB

yari dogrusu dentr.

o
L

Sekil 1.2.1.4

|AB semboliiyle gdsterilir. [14]

1.2.2 Aaiile ilgili Temel Kavramlar

Tamm 1.2.2.1: Diizlemde baslangi¢ noktalar1 ortak olan iki 1gmnin birlesimine a¢:

denir. Baslangi¢ noktasina a¢inin kosesi, 1sinlara da ag¢inin kenarlar: denir.

[OA ve [OB acmin kenarlari, O noktasi ise aginin kdsesidir

A

B
Sekil 1.2.2.1

Kosesi O, kenarlari [OA ve [OB olan a¢c1 LAOB,/ZBOA veya ZO seklinde

gosterilir. [11]

Tanim 1.2.2.2: Birer kenarlar1 ortak, i¢ bolgeleri ayrik; baska bir deyisle koseleri
ve birer kenarlar1 ortak olan, fakat hi¢ ortak i¢ noktalar1 olmayan iki agiya komsu agilar

denir.



r

B

Sekil 1.2.2.2
Sekil 1.2.2.2 de ZAOC ile ZCOB komsu agilardir.

Tamm 1.2.2.3: Ortak olmayan kenarlar1 zit 1sinlar olan komsu iki aciya dogrusal

¢ift olustururlar denir.

c/

(14 1
L a

A O "B+
Sekil 1.2.2.3

Sekil 1.2.2.3 de 4,0 ve B noktalar1 dogrusal [OA4 ile [OB zit 1smlar oldugundan

ZAOC ve ZCOB dogrusal ¢ift olustururlar.

Tamm 1.2.2.4: Bir aginin kenarlarindan biri baslangig, digeri bitis kenar1 olarak
disiiniiliirse, saatin donme yOnii negatif, tersi yonii ise pozitif yon olarak kabul edilir.

Boyle acilara yonlii agilar denir.

g L t:a$la.r:-g:n; kenan  pg >
Sekil 1.2.2.4 Sekil 1.2.2.5
ZAOB negatif yonlii ac1 ZMLK pozitif yonlii ac1



1.2.3 Agimn Olgiisii

Bir AOB agis1 igerisinde birim olarak se¢ilen a¢inin kag¢ defa bulundugunu gosteren

saytya AOB acisiin 6l¢iisti denir.

AOB agismin olciisii m(AA OB ) seklinde gosterilir. Agilar1 6lgebilmek i¢in bir dl¢ii

birimi olmas1 gerekir. Bu 6l¢ii birimleri derece, radyan ve graddir. Agilar derece ya da

grad bolmeli iletki ad1 verilen bir aletle Slgiiliir. [2]

Tamm 1.2.3.1: Bir cember yay1 360 es parcaya boliiniirse, 360 es yay elde edilir.
Bu es yaylardan birini goren merkez aginin dlgiisiine / derece denir. Bir derece 1
seklinde gosterilir. Bu agiya da 1° [lik a¢t denir. O noktasi ¢emberin merkezi,

|0A| = |OB| =r g¢emberin yarigapidir.

Sekil 1.2.3.1

2r
360°

[4B|= =2 = m(£40B) = 1"

1 dereceden daha kiiciik Olgtileri hesaplamak i¢in daha kiiciik ac¢1 6l¢ii birimlerine
ithtiya¢ duyulur. Dereceden daha kii¢iik olan bu 6l¢ii birimleri dakika ve saniyedir. Bu

birimlere derecenin askatlar1 denir.

Bir derecenin % ma I dakika, bir dakikanin % ma da / saniye denir.

Bir dakikalik a1 1've bir saniyelik ag1 da 1” seklinde gosterilir. Ornegin, 40 derece
36 dakika 56 saniye, 40°36'56" seklinde yazilir. [18]



Aksiyom 1.2.3.1 (Ac1 Olcme Aksiyomu) : Her aciya 0° < o <180° olmak iizere o
gibi bir reel say1 ve karsit olarak 0° < o <180° olmak {izere o gibi bir reel sayiya bir tek
act karsilik gelir. Bir aciya karsilik gelen reel sayiya bu acinin derece olarak o&/¢iisti

denir.

Sekil 1.2.3.2
m(ZAOB)=a ve 0° <a <180°

Tamm 1.2.3.2: Olgiileri esit olan agilara es agilar denir. Es agilar “= “semboliiyle

gosterilir.

» B -
C F

Sekil 1.2.3.3 Sekil 1.2.3.4

m(£ABC)=m(4£DEF )< ZABC = /DEF dr. [2]

Verilen Bir Aciya Es Bir A¢1 Cizme:

Sekil 1.2.3.5



Bir ZAOB agisina es olan bir ag1 ¢izelim:
[PT n1 1smnin1 ¢izelim. Pergelimizi ZAOB acgisinin O kosesine koyup acinin
kollarmi kesen bir yay ¢izelim. Yayin kollar1 kestigi noktalar £ ve F olsun. Pergelimizin

acikligin1 bozmadan sivri ucunu [PT nin P ug¢ noktasina koyup bir yay daha cizelim.

Bu yayin [PT n1 kestigi noktaya da K diyelim. Pergelimizi |EF | kadar acip sivri ucunu

K noktasma koyalim ve bir yay ¢izelim. Cizilen yaylarin kesim noktasi N olsun. P ve N
noktalarini birlestirdigimizde 4OB agisina es olan NPK agisini1 elde ederiz. Yani,

ZAOB = ZNPK olur. [6]

Aksiyom 1.2.3.2 (A¢1 Toplama Aksiyomu) : Eger bir K noktast AOB agisinin i¢
bolgesinde ise; m(LAOK )+m(£KOB)=m(£AOB) dir.

Sekil 1.2.3.6

m(ZAOK )+m(£KOB)=m(£AOB) veya a +60 =m(ZAOB) olur. [2]



1.2.4 A¢q1 Cesitleri

Tanmm 1.2.4.1: [OB , O noktas1 etrafinda pozitif yonde 360° dondiiriilerek [OA ile

cakistirilirsa bir fam a¢i olusur. Olgiisii 360° dir.

Sekil 1.2.4.1

m(£AOB)=a =360" dir. [11]

Tanim 1.2.4.2: Zit iki 1smn1n olusturdugu actya dogru agi denir. Olgiisii 180° dir.

Sekil 1.2.4.2

m(ZAOB)=a =180’ dir.

Tanim 1.2.4.3: Olgiisii 90° ile 180%arasinda olan agiya genis a¢i denir.

i

o B

v

Sekil 1.2.4.3

m(ZAOB)=a ise 90° < <180° dir.

10



Tanim 1.2.4.4: Olciisii 90° olan agiya dik a1 denir.

ol
0 B

L

Sekil 1.2.4.4
m(ZAOB)=a =90" dir.

Tanim 1.2.4.5: Olgiisii 0° ile 90° arasinda olan aciya dar a¢: denir.

Sekil 1.2.4.5

m(ZAOB)=qa ise 0° <o <90° dir.

Tanim 1.2.4.6: Kenarlari cakisik olan aciya 0° (sifir derece) lik a¢i denir.

!

Sekil 1.2.4.6

[04=[0B ise m(£40B)=0" dir.

Tamm 1.2.4.7: Iki dogru, dogru pargasi veya 1sinm Kkesistiklerinde, dik ac1
olusuyorsa bu dogrular, dogru parcalar1 veya 1sinlar diktir denir. d ile k dogrularinin

dikligi d L k seklinde gosterilir.

11
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Sekil 1.2.4.7 Sekil 1.2.4.8 Sekil 1.2.4.9

Tanim 1.2.4.8: Olciileri toplami 90° olan iki agiya tiimler agilar denir. Bu acilarin

her birine digerinin tiimleyeni denir.

m(£AOB)+m(£CED)=90"
a+0=90°
Yani a +0 =90°ise dlciileri « ile € olan acilar tiimler acilardir.

Sekil 1.2.4.10 deki gibi herhangi iki ac1 hem komsu hem de tiimler ise bu acilara

komsu tiimler acilar denir.

m(£A0C)+m(£COB)=90" ve komsu agilar olduklarmdan bu agilar komsu

tiimler agilardir. [18]

Sekil 1.2.4.10

Teorem 1.2.4.1: Komsu tiimler iki aciin agiortaylarinin olusturdugu a¢imin 6l¢iisii

45%ir.

Ispat:[OK ve [OT sirasiyla Z40C ile ZCOB nin agiortaylari olsun.

m(ZAOC) +m (LCOB) =90° (komsu tiimler agilar)

12
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Sekil 1.2.4.11

m(£A40C) N m(£COB) 90°
2 22
m(£KOC)+m(£COT)=45" ([OK ve [OT agiortay)

m(£KOT)=45" olur.

Tanmm 1.2.4.9: Olciileri toplami 180° olan iki aciya biitiinler agilar denir. Bu

acilardan her birine de digerinin biitiinleyeni denir.
m(£AOB)+m(ZCED)=180"

a+6=180°

Sekil 1.2.4.12

Yani o+60=180" ise dlciileri aile O olan acilar biitiinler acilardur.
Sekil 1.2.4.12 deki gibi herhangi iki ag1 hem komsu hem de biitiinler ise bu acilara
komsu biitiinler acilar denir. Olgiileri a ile 6 olan acilar komsu agilar ve o +6 =180°

oldugundan bu agilar komsu biitiinler agilardir.

Sekil 1.2.4.13

13



Teorem 1.2.4.2: Komsu biitiinler iki agiin agiortaylar1 birbirine diktir.

Ispat: [OE ve [OF sirrayla ZAOC ile ZCOB nm agiortaylari olsun.

m(£A4A0C)+m(£COB)=180" (komsu biitiinler acilar)
WE
~ -
-k
- Y -é e
Sekil 1.2.4.14
m(ZAOC) N m(£COB) 180"
2 22
m(ZEOC)+m(£COF)=90" ([OE ve [OF agortay)

m(ZEOF) =90’ olur.

O halde [OE 1 [OF dir.

Tanmim 1.2.4.10: Kenarlar1 zit 1smlar olan iki agiya ters agilar denir. Bunlardan her

birine de digerinin tersi denir.

Sekil 1.2.4.15

Sekil 1.2.4.15 goriildigi gibi [OA ile [OB , [OC ile [OD zit 1ginlar olduklarindan

ZAOC ile ZDOB ve ZAOD ile ZCOB ters acilardir.

14



Teorem 1.2.4.3:Ters acilarin dl¢iileri esittir.

Sekil 1.2.4.16

Ispat:
1. m(£40D)+m(£DOB)=180" (komsu biitiinler)
2. m(£AOD)+m(£40C)=180° (komsu biitiinler)

3. O halde 1. ve 2. Den m(£DOB)=m(Z4A0C) bulunur. [2]
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2.BOLUM
NOTRAL GEOMETRI

Oklid ilk 5 postulatina ek olarak ayrma ve uygulama postulatlarmi eklemis ve

diger postulatlar bunlar1 izlemistir.

Ayirma: Eger [ herhangi bir dogru ise o zaman diizlem H, ve H, gibi iki alt
kiimeye ayrilir ve ayrica

1) H, ve H,konveks,

i) H, UH, =diizlem

iii) AeH, ve BeH, = ABNI#

Uygulama: Verilen ABC ve A'B'C' liggenleri i¢gin A noktasim1 4’ noktasma, AB
kenarmn1 A'B' kenarma ve C noktasmi da C’noktasina doniistiirecek sekilde uygulama

yapmak miimkiindjir.

Uzun siire postulat olarak adlandirilan Onermelerin  yapilar1 tam olarak
anlasilamamus ve 6zellikle Oklid *in paraleller postulat1 adiyla tanman besinci postulati
matematikciler tarafindan sanki bir teoremmis gibi kanitlanmaya calisilmistir. Besinci

postulat {izerinde yapilan caligmalar sonucunda bazi geometriler ortaya ¢ikmistir.
Bu geometrilerden Oklid’in ilk dort postulatiyla ayirma ve uygulama postulatlarma

dayanarak ortaya c¢ikan geometriye notral geometri ya da mutlak geometri

denilmektedir.

O halde Oklid’in besinci postulat1 ntral geometride yer almaz. [16]

Bu boliimde [2], [4], [7], [11], [13], [16], [18], [19], [20] kaynaklar1 esas alinarak
iicgenin ve ¢cemberin notral geometrisiyle ilgili tanim ve teoremlerin ispatlarina yer

verilmistir.
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2.1 Uggenin Notral Geometrisi
2.1.1 Ucgen ve yardime1 elemanlar

Tanim 2.1.1.1: 4, B ve C dogrusal olmayan herhangi farkli ii¢ nokta olmak tizere

[4B], [BC] ve [CA] nm birlesim kiimesine ii¢gen denir.

» Koseleri 4, B, C olan liggen aABC seklinde gosterilir. Sekil 2.1.1.1 deki tiggen
aABC aACB ,aBCA ,aBAC ,ACAB,aCBA gibi 6 degisik sekilde isimlendirilebilir.

A
G b
B Y o
Sekil 2.1.1.1

aABC =[AB|U[BC]U[CA] seklinde de ifade edilir.
* A, B ve C noktalar1 tiggenin koselersi, [AB] , [BC ] ve [CA] iicgenin kenarlaridir.

Uggenin kenar uzunluklar |BC | =a,

AC|=b ve |4B|=colacak sekilde a,b,c ile

gosterilir.

ZBAC , ZABC ve LACB iiggenin i¢ agilari, i¢ acilarin komsu biitiinleri olan agilar
da tiggenin dis acilaridir. ZDAC,ZABE ve ZBCF iiggenin dis acilaridir.

Sekil 2.1.1.2
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. [AB], [BC] ve [CA] kenarlar1 ile ZA4,4ZB ve ZC agilar1 ABC {i¢geninin temel

elemanlaridir.
* Bir liggenin li¢ kenarmin uzunluklar1 toplamina zi¢genin ¢evresi denir.

Yani, bir ABC tiggeninin ¢evresinin uzunlugu; ¢ =a+b+c dir.

Tanim 2.1.1.2: Bir ABC li¢geninde [AB] , [BC ] ve [CA] nin sinirladig: bolgedeki

noktalarin kiimesine iiggenin i¢ bolgesi, licgenin i¢inde ve iizerinde olmayan noktalarin
kiimesine de licgenin dis bolgesi denir. Diger bir deyisle bir {iggenin i¢ acilarmin, i¢
bolgelerinin kesisimine licgenin i¢ bdlgesi, licgen ve i¢ bolgesinin disinda kalan

noktalar kiimesine de dis bolgesi denir.

s
ASe

Sekil 2.1.1.3

Sekil 2.1.1.3 de goriildiigii gibi K noktasi liggenin i¢ bolgesinde, 7 noktasi liggenin

iizerinde, P noktasi tiggenin dis bolgesindedir.

* AABC nin i¢ bolgesi ile kendisinin birlesimine zi¢gensel bolge denir ve A(ABC )

seklinde gosterilir. [18]

Tamm 2.1.1.3 (Kenarortay):Bir liggenin bir kosesini karsisindaki kenarin orta

noktasima birlestiren dogru pargasina tiggenin o kenarina ait kenarortay: denir.

* Kenarortaylarin uzunluklar1 ”V > harfiyle gosterilir. ABC liggeninin [BC ] , [CA]

ve [ AB] kenarlarma ait kenarortay uzunluklari sirastyla V,, ¥, ve V- ile gdsterilir.

Bir iiggenin ii¢ kenarortay1r bir noktada kesisirler. Bu noktaya ticgenin agirlik

merkezi denir.
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Sekil 2.1.1.4

|BE|=|EC|=|4E| =V,
|4D|=|DC|=|BD|=V,
|4F|=|FB|=|CF|=V,

G noktas1 aABC nin agirlik merkezidir.

Tamm 2.1.1.4 (Aciortay):Bir tiggenin bir agisini iki esit parcaya bolen 1s1nin, kose

ile kars1 kenar arasinda kalan pargasina, ticgenin o kdsesine ait agiortay: denir.

 Aclortaylarin uzunluklar1 ”»” harfiyle gosterilir. Bir ABC ii¢geninin 4, B ve C
koselerinden ¢ikan aciortaylarm uzunluklar1 sirayla ny, ng ve ne dir. Uggenin ig
acilarmin agiortaylarma i¢ agiortaylar: denir. Dis agilarinin acgiortaylarma da dis

agrortaylart denir.

Sekil 2.1.1.5

m(ZBAN)=m(£NAC) = |AN|=n,

m(ZEBA)=m(ZEBC)=>|BE|=n,

m(ZACF)=m(£BCF)=|CF|=n,

19



Sekil 2.1.1.6

m(£DAK ) =m(£ZKAC)

m(£ABL)=m(ZEBL)

m(£BCT)=m(£TCF)

[AK ,[BL ve [CT dis agiortaylardir.

Tamm 2.1.1.5 (Yiikseklik): Bir tiggenin bir kdsesinden, karsi kenar dogrusuna
indirilen dikmenin, kars1 kenar1 kestigi nokta ile kdseyi birlestiren dogru pargasina,

iicgenin o kenarna ait yiiksekligi denir.

* Yiikseklik uzunluklar1 genel olarak 4 harfiyle gosterilir. Bir ABC {iggeninin a, b
ve ¢ kenarlarma ait yiiksekliklerinin uzunluklar1 swasiyla A, hy ve h. dir. Uggenin

yiikseklikleri bir noktada kesisir. Bu noktaya ticgenin diklik merkezi denir.

Sekil 2.1.1.8

[AD] L[BC]=|4D|=h,

[BE] L[AC]= |BE|=h,

[CF] L[AB]=|CF|=h,

H: Diklik merkezi (Dar ac1l1 tiggende)
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A eihy) B

Sekil 2.1.1.9

[AD] L[BC]=|4D|=h,
[AB] L[AC]= |4B|=h,

|AC|=h,

A: Diklik merkezi (Dik liggende)

Sekil 2.1.1.10

[AD] L[BC]=|4D|=h,
[BF] L[AC]=|BF|=h,
[CE] L[4B]=|CE|=h,

H: Diklik merkezi (Genis ag1l1 tiggende)

Tanmim 2.1.1.6 (Kenar Orta Dikme): Herhangi bir iiggenin kenarlarina, orta

noktalarinda dik olan dogrulara, tiggenin kenar orta dikmeleri denir. [2]
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Sekil 2.1.1.11

|BH|=|HC| ve OH L[BC]
|4D|=|DC| ve OD L[ AC]

|AE|=|EB| ve OE L[4B]

2.1.2 Ucgen cesitleri

Tanmm 2.1.2.1 (Dar acih iiggen) Her bir acisinin 6l¢iisii dar ac1 olan liggenlere dar

agtl tiggen denir.

Sekil 2.1.2.1

m(LA) <90’

m(£B)<90° ve
m(£C)<90° ise

aABC dar acili tiggendir. [11]
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Tanim 2.1.2.2 Dik acih ii¢gen (Dik ii¢gen) Bir acisinin dlciisii 90° olan tiggenlere
dik (ag¢ily) tiggen denir. Dik {licgenin dik agisini olusturan kenarlarmna dik kenarlar, dik

acmin karsisindaki kenarma dik ticgenin hipoteniisii denir.

Sekil 2.1.2.2

m(24) = 90"
[ BC] hipotenis, [ AB] ve [AC] dik kenarlardur.

m(£B)<90°, m(£C)<90°ve m(£B)+m(£C)=90" dir.

Tamm 2.1.2.3 (Genis acih iicgen) Herhangi bir agisinin Olgiisii genis ag1 olan

iicgenlere genis acili tiggen denir.

A G B
Sekil 2.1.2.3

m(LA) >90°
m(£B)<90°, m(£C)<90°ve m(£B)+m(£C)<90" dir.

aABC genis acili liggendir.

Tanmim 2.1.2.4 (Cesitkenar iicgen) Kenarlarinin uzunluklar1 birbirinden farkli olan

iicgenlere ¢esitkenar tiggen denir.
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Sekil 2.1.2.4

|4B| = |BC|#|AC| ise aABC gesitkenar iiggendir.

Tamim 2.1.2.5 (ikizkenar ii¢gen) Herhangi iki kenar1 es olan iiggenlere ikizkenar
licgen denir. Ikizkenar licgende, es olan kenarlara iiggenin es(yan) kenarlari, diger
kenara ise taban denir. Tabanin karsisindaki kdseye ii¢genin tepesi denir. Es kenarlarin
karsisindaki agilara iicgenin taban agilari, taban kenarmin karsisindaki aciya da tepe

acisi denir.
A

Sekil 2.1.2.5

[AB] = [AC ] oldugundan a ABC ikizkenar tiggendir.
|4B| =|AC| < m(£B)=m(£C)
[4B],[AC] es(yan) kenarlar, [ BC] tabandur.

ZAtepe, £ZBile ZC taban agilardir. [2]
Teorem 2.1.2.1: Ikizkenar {icgenin taban agilar1 birbirine esittir ve esit olan

kenarlar uzatilirsa tabana ait dis acilarin olgiileri esit olur. [16]
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Sekil 2.1.2.6

Ispat: ABC ikizkenar iicgeninde [AB] yi ve [AC ] kenarlarin1 uzattigimizda £DBA

ve LECA dogru acilar1 meydana gelir.

1. m(£CBD)+m(£CBA4)=180° (Biitiinler agilar)
2. m(£BCE)+m(£BCA)=180" (Biitiinler agilar)
3. m(£CBA)=m(£BCA) (Ikizkenar tiggen)
4. m(£LCBD)+m(£CBA)=m(£BCE)+m(£BCA)

5. m(£CBD)=m(£BCE) bulunur.

Tamm 2.1.2.6 (Eskenar ii¢gen) Biitiin kenarlar1 birbirine es olan tiggenlere
eskenar ticgen denir. Egkenar licgenin biitlin agilarmin 6lgiileri birbirine esit ve 60 ar

derecedir.

Sekil 2.1.2.7

[4B]=[A4C]=[BC] oldugundan aABC eskenar iiggendir.

|4B|=|4C| =|BC| ve m(£A4)=m(£B)=m(£C)=60°dir.
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2.1.3 I"Jg:gende acilar
Aksiyom 2.1.3.1: Bir iiggenin i¢ agilarinin dl¢iileri toplami 180° dir. [4]

Teorem 2.1.3.1: Bir iiggenin dis agilarinin dlgiileri toplami 360° dir. [2]

Ispat:
“E
Sekil 2.1.3.1
1. m(£DAC)+m(£4)=180° (komsu biitiinler agilar)
2. m(£EBA)+m(£B)=180" (komsu biitiinler agilar)
3. m(£LFCB)+m(£C)=180" (komsu biitiinler acilar)

4. 1. ,2. ve 3. deki esitlikler taraf tarafa toplanirsa;
m(£DAC)+m(£EBA)+m(£FCB)+m(ZA)+m(£B)+m(£C)=540° olur.
5. m(£DAC)+m(ZEBA)+m(£FCB)+180° = 540" bulunur.

6. m(£DAC)+m(LEBA)+m(£FCB)=360"
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2.14 I"Jg:genin acilan ile kenarlan arasindaki bagintilar

Teorem 2.1.4.1:Bir iicgenin herhangi iki kenar1 es degil ise bu kenarlardan biiyiik
olaninin karsisindaki aginmn Olciisti, diger kenarmn karsisindaki ag¢inin Glgiisiinden

bilyiiktiir. [2]

Ispat: 4BC iiggeninde |4B| > |AC| kabuliimiiz olmak iizere;
m(£ACB) > m(£ABC) oldugunu gosterelim.

Sekil 2.1.4.1

|AD| = |AC]| olacak sekilde [4B] lizerinde bir D noktas1 alalim.

—

. m(£LADC ) = m(LACD) (aADC ikizkenar liggen)

ZACB)=m(£ACD)+m(£DCB) (a¢1 toplama aksiyomu)

(
(
(
4. m(£ADC)=m(4£B)+m(~£DCB) (dis ag1)
(
(
(

Teorem 2.1.4.2:Bir iiggenin herhangi iki acis1 es degilse, bu acilardan Olgiisii

biiyiik olanmin karsisindaki kenari uzunlugu daha biiyiiktiir. [16]
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Ispat: ABC iiggeninde m(£C)>m(4£B) kabul edelim; |4B| >JAC| oldugunu

gosterelim.

Sekil 2.1.4.2

aABC nde, [4B] ve [AC] kenarlarmin uzunluklar1 arasinda,

1. |4B| =14C|,

2. |AB| <|AC|,

3. |4B| > |AC] bagintilarindan yalniz birisi dogrudur.

1. durumda |4B| =|4C| ise m(£B)=m(£C) olur ki kabuliimiize aykiridir.

2. durumda |4B| < |4AC| ise m(£C)<m(£B) olur ki bu da kabuliimiize aykiridir. O

halde, 3. durum olan |4B| > |4C| dogrudur.

Sonug 1:
Bir ABC iiggeninde kenar uzunluklari g, b, ¢ ve agilar1 £4, 4B ve ZC ise

m(£A4)>m(£B)>m(£C)=a>b>c dir

Sonug 2:
Bir ABC tiggeninde A4, B ve C koselerindeki dis acilar A',B',C" ise

m(ZA)>m(£B)>m(£C)=m(LA")<m(£LB')<m(£C") dir.

Teorem 2.1.4.3:Bir noktanin bir dogruya olan en kisa uzakligi, noktadan o dogruya

inilen dikmedir.

Ispat: A¢d,[AH]|Ld ve H,Bed olsun. |A4H| <|AB| oldugunu gosterelim.
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A
|
o

Sekil 2.1.4.3

AHB dik liggeninde,

m(AABH ) < m(LAHB) oldugundan, Teorem 2.1.4.1 geregince |AH| < |4B| olur.

Sonug 1:
Bir ABC ftggeninde; a, b, ¢ kenarlarma ait yiikseklikler swasiyla; A, ,h,,h ise

h,+h +h <a+b+c dir.

Sekil 2.1.4.4

Ispat: Sekil 2.1.4.4 deki a4BC de,
|4F|=h,,

BE|=h, ,

CD|= h, dir.

1. AEBC nde;

BE|<|BC| yani &, <a

2. ADCA nde;

DC|<|AC| yani h, <b

3. AABF nde;

AF|<|A4B| yani h,<c
1., 2. ve 3. esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,

h,+h +h <a+b+c olur.
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Sonug 2:

Sekil 2.1.4.5

Sekilde [AH], [AN] ve [AD] sirasiyla 4 kosesinden ¢izilen yiikseklik, aciortay ve

kenarortay ise 4, <n, <V, di.

ispat: |4B| < |4C| olsun.

aABC nde;

|AH|<|AN|=h, <n, (1)
|4B| <|AC|= m(£CAD) < m(£BAD)olur.

O halde, m(£BAD) > m(ZBAN) dir ve N noktasi H ile D arasinda olur.
aAND nde, m(£ZAND)=90" + m(£HAN) oldugunda,

ZAND genis agidir ve n, <V, olur 2)
O halde, (1) ve (2) den,

h, <n, <V, bulunur.

Teorem 2.1.4.4 (Ucgen Esitsizligi) Bir iicgenin herhangi iki kenarmmn

uzunlugunun toplamy, iigiincii kenarin uzunlugundan biiyiiktiir.

Ispat: 4ABC bir iiggendir. |AB| +|AC| > |BC| oldugunu gosterelim;
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Sekil 2.1.4.6

[CA] nin uzantisinda| 4B| = |4D| olacak sekilde bir D noktast alalim.

1. |DC| =|4D|+|A4C]| (arada olma)

2. |DC|=|4B|+|AC| (|4B|=|4D|)

3.m(£CBD)>m(£ABD) (ag1 toplama aksiyomu)
4. m(£ADB) = m(£ABD) (|4B|=|4D]|)

5. m(£CBD)>m(£ADB)

6. |DC|>|BC]|

7. |AB|+|AC|>|BC]|

Sonu¢ 1:Bir iiggende herhangi iki kenarmm uzunluklar1 farkinin mutlak degeri

ticlincii kenar uzunlugundan kiigiikttir.

ispat:  Herhangi bir ABC iiggeninde, |AB|+|4C|>|BC| (Uggen esitsizligi)

AB|>|BC|-|AC| elde edilir. |BC| ile|4C| nun biiyiikliikleri belli

esitsizliginden,

olmadig1 i¢cin dolayisiyla uzunluk negatif olmayacagindan |AB| > HBC | — |AC ” olur.

Sonug 2:Bir ABC ii¢geninin kenar uzunluklari a, b, c ise

|b—c|<a<b+c

|a—c|<b<a+c

|a—b|<c<a+b dir.
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Teorem 2.1.4.5: Bir ABC fggeninin i¢ bolgesindeki bir nokta K ise
|KB|+|KC| < |4B|+|AC| esitsizligi vardur.

Ispat: K noktas1 4BC iiggeninin i¢inde bir nokta olsun.
|KB|+|KC| < |4B|+|AC| oldugunu gdstermeliyiz.

A
>
B G
Sekil 2.1.4.7
[CK ,[AB] mi P noktasinda kessin.
1. aAPBK nde; BK|<|PK|+|PB| (liggen esitsizligi)
2. aAPC nde; |PK|+|KC|<|AP|+|AC| (iiggen esitsizligi)

1. ve 2. esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak;
|PK|+|BK|+|KC| <|PK|+|PB|+|4P|+|AC]|
4]

|KB|+|KC| < |4B|+|AC| olur.

Teorem 2.1.4.6:Bir ABC li¢geninin i¢ bolgesinde alinan bir P noktasinin, koselere
olan uzakliklar1 toplami, iiggenin yar1 ¢evre uzunlugundan biiyiik, ¢cevre uzunlugundan
kiictiktiir.

Ispat:
A
; by
P
B a L
Sekil 2.1.4.8
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|Rﬂ:m,

PB|=n ve |PC|=k diyelim,

aPBC, APCAve aPAB nde;

a<n+k
b<m+k
c<m+n

Taraf tarafa toplarsak,

a+b+c

a+b+c<2(m+n+k):> <m+n+k

Uggen esitsizliginden

n+k<b+c
m+n<a+b
m+k<a+c

taraf tarafa toplarsak,

2@n+n+k)<2(a+b+c):wn+n+k<a+b+comn

(1) ve (2) den

atbte o nik<a+b+c bulimnr. [2]
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2.1.5 Ucgenlerde eslik

aABC ve aDEF gibi verilen iki tiggenin koseleri ve kenarlar1 arasinda,

aABC <aDEF eslemesi yapilabilir. Bu eslemenin anlama;

Sekil 2.1.5.1 Sekil 2.1.5.2

Koselere gore;

A kosesi ile D kosesi veya £4 ile £D
B kosesi ile E kosesi veya ZB ile ZE
C kosesi ile F kosesi veya £C ile LF

Kenarlara gore;
[AB] kenar ile [DE] kenari, [BC]kenarl ile [EF ] kenari, [AC] kenar ile [DF ]

kenar1 arasinda birebir karsilastirma yapmaktir. [4]

Tamm 2.1.5.1 : ki iiggen arasinda yapilan bire bir eslemede karsilikli agilar ve
kenarlar es ise bu iicgenlere es iicgenler denir. Uggenlerin esligi “ = sembolii ile
gosterilir.

aABC <>aDEF eslemesi bir eslik ise;

aABC =a DEF seklinde gosterilir ve “ABC ti¢geni estir DEF ti¢geni” diye okunur.

aABC =aDEF ise

m(£A)=m(£D) ve |4B|=|DE]|

m(£B)=m(ZE) ve |BC|=|EF]|

m(£C)=m(LF) ve |AC|=|DF]

aABC =aDEF ifadesi; asagidaki sekillerde de yazilabilir. [15]

aACB =aDFE , ABAC =aEDF , ABCA=aEFD ,sCAB =aFDE ,nACBA =aFED
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Aksiyom 2.1.5.1 (Kenar A¢1 Kenar eslik aksiyomu) Iki iicgen arasinda yapilan

bire bir eslemede, karsilikli ikiser kenarlar1 ile bu kenarlarin olusturdugu acilar es ise bu

iki ticgen de estir. Bu eslige kenar ag¢t kenar (K. A.K.) esligi denir.

F
L
¥ \
/ \
B ;i
Sekil 2.1.5.3

ABC ve DEF tiggenleri i¢in,
aABC <>aDEF eslemesine gore,

[4B]=[DE] yani |4B| = |DE]|

Sekil 2.1.5.4

ZA=£D yanim(ZA)=m(£D)} ise aABC =aDEF dir.

[AC]=[DF] yani |AC|=|DF]|

aABC =aDEF oldugundan, karsilikl1 diger tiim elemanlar da estirler,

[BC|=|EF
m(£B)=m(ZE)

m(£C)=m(ZLF) dir.

estir.
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Ispat:

B D G

Sekil 2.1.5.5

ABC liggeninde,

AB|=|4C]| olsun. m(£B)=m(£C) oldugunu géstermeliyiz.

A agismin [AD] aclortayini ¢izersek;

|4B|=AC|
m(ZBAD) = m(LDAC ) ([AD] aciortay)  K.AK aksiyomuna gére aABD =a ACD
4] =] ]

Es tiggenlerin karsilikli tiim elemanlar1 es olacagindan, m(LB) =m (ZC ) bulunur.

Yardimer Teorem 2.1.5.1: Iki iiggenin karsilikli ikiser kenar1 birbirine es ve bu
kenarlarin olusturdugu agilar es degilse bu agilardan biiyiik olanin karsisindaki kenar

diger acmin karsisindaki kenardan biiytiktiir.

Ispat:

Sekil 2.1.5.6
Sekilde AABC ve aDEF veriliyor.
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|4B|=|DE]|

|4C|=|DF] = |BC|=|EF|  oldugunu gésterelim.

m(£A4)<m(£D)

m(ZEDK)=m(£BAC) ve |AC|=|DK]| olacak sekilde [DK] m gizip K ile £ yi
birlestirelim (Sekil 2.1.5.7). K.A.K eslik aksiyomuna gore,

aABC =aDEK dir. ve |BC|=|EK| olur. (1)

KDF agisinin agiortayini ¢izip [EF ] yi kestigi nokta N olsun.

K.AK eslik aksiyomuna géreaDKN =aDFN olur. Es {g¢genlerde karsilikli

kenarlar es olacagindan,

NK|=|NF| | dir. 2)

Sekil 2.1.5.7
AEKN de;
|NE| + |NK| > |EK| (liggen esitsizligi)
|NE|+|NF|>|BC| ((1) ve (2) den)
|EF|>|BC]| olur.

Sonug: iki iiggenin karsilikli ikiser kenarlar1 birbirine es ve iiciincii kenarlar1 es
degilse, uzun olan kenar karsisindaki ac1, diger ticgendeki bu aciya karsilik gelen agidan

daha biiytiktiir.
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Yardimci Teorem 2.1.5.2: ABC iiggeninde [AD] , [BC ] kenarinin kenarortayi,

BD]=|pc|=£
2

AB|=c|AC|=b ve |AD|=V, ise

Sekil 2.1.5.8

b-c b+c

<V, <

b. [BC ] , [CA] ve [AB] kenarlarinin kenarortaylar1

V.V, V. ise a+b+c

a> "b»

<V +V,+V, <a+b+cdir.

Ispat:

Sekil 2.1.5.9

|AD| = |DE| olacak sekilde [AD] n1 uzatalim. £ ile B yi birlestirelim.

|BD|=|CD|
m(ZBDE ) = m(ZADC ) (ters agllar) K.A K eslik aksiyomuna gére aBDE =aCDA
IpE o4
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a. ABE tiggeninde
b—c| <2V, <b+c

‘b_c <V, <b% olur.

b. ABE tiggeninde 2V, <b+c dir. Benzer sekilde 2V, <a+c, 2V, <a+bolur.
Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

2V, +V,+V,)<2(a+b+c)=V,+V,+V, <a+b+c olur. (1)
Sekil 2.1.5.9 dan;

AABD nde; V, >c —%
. b
Benzer sekilde V, > a 3

Benzer sekilde V, > b — € olur.

Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,

Va+I/b+I/c>a+b+c

olur. 2)

O halde (1) ve (2) den;

a+b+c

<V, +V,+V, <a+b+cbulunur. [4]

Teorem 2.1.5.2 (A¢1 Kenar Ac eslik teoremi) iki {icgenin karsilikli birer kenarlar
ve bu kenarlarm uglarindaki ikiser agilari es ise bu licgenler estir. Bu teoreme ag¢: kenar

agt (A.K.A.) eslik teoremi denir. [18]

m
-
L

B c F

Sekil 2.1.5.10 Sekil 2.1.5.11
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Ispat: ABC <> DEF eslemesi kabuliimiiz olsun. m(£A4)=m(£D)
|4B|=|DE| ve m(£B)=m(ZE) du.
aABC =aDEF oldugunu gosterelim.

[EF] uzantismda, |BC|=|EP| olacak sekilde bir P noktasi isaretleyelim.

1. |4B|=|DE|

2. m(£B)=m(ZE)

3. |BC|=|EP]

4. AABC =aDEP (K.AK. eslik aksiyomu)
5. m(£BAC)=m(ZEDP)=m(ZEDF)

6. |[EF|=|EP|

7. aABC =aDEF

Teorem 2.1.5.3: Bir acmin acgiortayr lizerindeki herhangi bir noktanin, acmnin

kenarlarma olan uzakliklar1 birbirine esittir.

Ispat: [OC, AOB agismm agortayr ve Pe[OC, [PH|L[OA, [PN]L[OB
kabuliimiiz olsun.

|PH | = |PN | oldugunu gosterelim.

Sekil 2.1.5.12

m(£POH )=m(ZPON)

m(ZOHP)=m(ZONP)=> m(£OPH )=m(ZOPN)
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m(£LHOP) = m(£NOP)
|OP| = |PO| A.K.A. eslik teoremine gore; a HOP =a NOP
m(£OPH )=m(£OPN)

Es iiggenlerde karsilikli kenarlar es oldugundan |PH | = |PN | ve |0H | = |0N | olur.
Teorem 2.1.5.4: (Kenar Kenar Kenar eslik teoremi) Iki {icgenin karsilikl1 biitiin

kenarlar1 birbirine es ise tiggenler estir. Bu teorem kenar kenar kenar (K.K.K.) eslik

teoremi denir.

D
E -
Sekil 2.1.5.13

Ispat: ABC < DEF
|4B|=|DE|, |AC|=|DF|, |BC| =|EF| olsun.
aABC =aDEF oldugunu gosterelim.

A

B c
P
b

Sekil 2.1.5.14

m(ADEF ) = m(LCBX ) olacak sekilde [BX cizelim |DE | = |BP| olacak sekilde P

noktasmi belirleyip C noktastyla birlestirelim. (Sekil 2.1.5.14)
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1. aDEF =aPBC

2. |DF|=|PC| |DE|=|PB|
3. |DF|=|AC| |DE|=|4B|
4.|PC|=|4C| |PB|=|4B|
5. m(£BAP)=m(£BPA)

7. m ( ZBAC ) =m ( ZBPC ) (Ag¢1 0lgiilerini toplama aksiyomundan)

8. aABC =aPBC ( KIAK. eslik aksiyomundan)

9. AABC =aDEF

Teorem 2.1.5.5 (Kenar A¢i Agi eslik teoremi) Herhangi iki liggenin birinin iki

acis1 ile bu agilardan birinin karsisindaki kenari, diger iiggenin bunlara karsilik olan

elemanlarina es ise bu iki liggen estir.

A D
| C E/\F

Sekil 2.1.5.15

Ispat: |AB| = |DE

aABC =aDEF oldugunu gosterelim.
ZLA)=m(£D
m( ) m( ) m(ZB)zm(ZE) olur.
m(£C)=m(LF)
O halde,
m(£A)=m(£D)
|4B| = |DE]| aABC =aDEF olur,
m(£B)=m(ZLE)
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Sekil 2.1.5.16

, m(£A)=m(£D) ve m(£C)=m(LF) kabuliimiiz;

(A.K.A. eslik teoreminden)



Teorem 2.1.5.6 (Hipoteniis - Dik Kenar eslik teoremi) Hipoteniisleri ve birer dik

kenarlar1 es olan iki dik tiggen estir.

Sekil 2.1.5.17

Ispat: ABC ve DEF iiggenlerinden m(£C)=m(ZLE)=90" ,

AB|=|DF| ve

|AC| = |DE| alalim. aABC =aDFE oldugunu géstermemiz isteniyor.

Sekil 2.1.5.18

[FE iizerinde, |EP|:|BC| olacak sekilde, bir P noktasi alalim ve D ile

birlestirelim.

1. aAABC =aDPE (K.AK. eslik aksiyomu)

\S)

.|4B|=|DP|=|DF|

(98]

. m(£LP)=m(LF)

N

. |DE|=|DE]|

9]

. aADPE =aDFE (K.AK. eslik aksiyomu)
6. aABC =aDFE

Sonug¢: Hipoteniisleri ve birer dar agilar1 es olan dik tiggenler estir. [4]
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Teorem 2.1.5.7: Es iki licgenin;
1. Karsilikli kenarortaylarinin uzunluklari,
2. Karsilikl1 agiortaylarinin uzunluklari,

3. Karsilikl yiiksekliklerinin uzunluklari, birbirine esittir.[2]

Ispat:1.

Sekil 2.1.5.19

[AP] ve [ DK], iiggenlerin [ BC| ve [ EF| kenarlarina ait kenarortaylar olsun.

1. |4B|=|DE| (aABC =aDEF )

2. m(£B)=m(ZE) (aABC =aDEF )

3. |BP| = |EK]| (aABC =aDEF = |BC|=|EF])
4. AABP =aDEK (K.AK. eslik aksiyomu)

5. |AP|=|DK|

2.

C

Sekil 2.1.5.20
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[AN] ve [DK] , iiggenlerin 4 ve D agilarina ait agiortaylar olsun.
1. m(£B)=m(ZE) (aABC =aDEF)
2. |AB|=|DE| (aABC =aDEF )

3. m(£BAN)=m(ZEDK)  (aABC =aDEF = m(£BAC)=m(ZEDF))

4. aABN =aDEK (A.K.A. eslik teoreminden)
5. |AN|=|DK|
3.

A
/ T
B - ¢ E
Sekil 2.1.5.21

[AH ] ve [DP] , iggenlerin [BC ] ve [EF ] kenarlarina ait yiikseklikler olsun.
1. m(£B)=m(ZE) (aABC =aDEF )
2. m(£BHA)=m(£EPD)=90"

3. m(£BHA)=m(ZEDP)

4. |AB|=|DE]| (aABC =aDEF )
5. aABH =aDEP (A.K.A. eslik teoreminden)
6. |AH|=|DP|
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2.2 Cemberin Notral Geometrisi
2.2.1 Cemberde Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1.1: Diizlemde sabit bir noktadan esit uzakliktaki noktalar kiimesine

cember denir.

Tammm 2.2.1.2: Cemberin herhangi bir noktasmi merkeze birlestiren dogru

parcasina, ¢emberin yarigapi denir.
O noktasindan r uzakliktaki noktalar kiimesi, O merkezli ve r yaricapli cemberdir.

C(O,r) biciminde gosterilir.

b, L
» Oy kesen

-}
/ o \-— cap
A : E
D

dy: Teget

: |

Sekil 2.2.1.1

Tamm 2.2.1.3: Cember lizerindeki iki noktay1 birlestiren dogru pargasina kiris

denir. Sekil 2.2.1.1 de [CD]kiristir.

Tanim 2.2.1.4: En uzun kiris merkezden gegen kiristir. O merkezinden gecen [AB]
kirisine ¢cemberin ¢api denir.
Tanim 2.2.1.5: Cemberi iki noktada kesen dogrulara kesen denir. d, dogrusu

cemberi K ve L noktalarinda kestigine gore, kesendir.
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Tanim 2.2.1.6: Cemberi bir noktada kesen dogruya feget denir. d, dogrusu

cemberi 7' noktasinda kestiginden tegettir.

Tamm 2.2.1.7: Bir gemberle tegetin kesisim kiimesi {B} ise B noktasina tegetin

degme noktasi denir.

Tamm 2.2.1.8: Bir ¢emberin veya bir egrinin herhangi bir tegetine degme

noktasida dik olan dogruya, cemberin veya egrinin bu noktadaki normali denir [13].

Sekil 2.2.1.2
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2.2.2 Cemberin diizlemde ayirdig:1 bolgeler

Tamm 2.2.2.1: Diizlemde bir ¢emberin i¢inde kalan bolgeye ¢emberin i¢ bolgesi,

cember disinda kalan bdlgeye cemberin dis bélgesi denir.

Sekil 2.2.1.3

Bir ¢ember diizlemde ii¢ ayrik kiime olusturur:
1. Cember
2. Cemberin i¢ bolgesi
3. Cemberin dis bolgesi

O merkezli r yarigaplt bir cemberde; N ¢cemberin dis bolgesinde, M ¢emberin i¢

bolgesinde ve 4 ¢emberin tizerinde herhangi ii¢ nokta olsun.

|0N|>r ,

0A|:r,

OM|<r dir. [20]

Tamm 2.2.2.2: Bir ¢cember ile gemberin i¢ bolgesinin birlesimine daire denir. [13]
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2.2.3 Cemberde Kkiris ile ilgili durumlar

Teorem 2.2.3.1: Bir ¢gemberin ¢aplarindan biri, onun en uzun kiriglerinden biridir.

Ispat:
B
r
C—2a— A
Sekil 2.2.3.1

Yukaridaki sekilde uzunlugu 7, merkezi O olan bir gember veriliyor. Cemberin bir
kirisi [AB] ve 4 dan gegen bir ¢ap1 [AC] olsun.

OAB iiggeninde

|04|=|0OB| =r dir.

|OC| = r oldugundan iiggen esitsizligine gore,

|04|+|0C| > |4B| olur.

|40|+|0C| > | 4B| ve |04|+|0C| =|4C| oldugundan,

|4C|>| 4B olur.

Sonug: Bir cemberde merkezden gegmeyen herhangi bir kirisin uzunlugu, cemberin

capinin uzunlugundan kiigiiktiir.

Teorem 2.2.3.2: Cemberde, merkezden kirise inilen dikme, kirisi ortalar.
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Ispat:

Sekil 2.2.3.2

Merkezi O ve yarigap uzunlugu r olan bir cemberin kiriglerinden biri [AB] olsun.
|OA| :|OB| =roldugundan, OAB ii¢geni ikizkenar ticgendir. O dan [AB]kirisine
inilen dikmenin ayagi H olsun. [OH ] dogru pargasi, ikizkenar liggenin yiiksekligidir.

[OH ] nin [AB]kenarlm ortaladigini, yani |AH | :|HB| oldugunu gosterecegiz.

|04]=|0B|=r
m(£OHA)=m(ZOHB)=90°} =aOHA = sOHB olur.
|OH|=|OH)|

Dolayisiyla |AH| = |HB| dir.

Teorem 2.2.3.3: Bir ¢cemberde veya es ¢emberlerde, es kirislerin merkeze olan

uzakliklari esittir. [7]

Ispat:

Sekil 2.2.3.3
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C(O,r) gemberinde, [ AB] ve [CD] herhangi iki kiris ve [ AB] =[CD] dur.

|OH| =|OK| oldugunu gdsterelim.

O noktasmi, 4 ve C noktalarina birlestirelim.

1. [o4]=[0C]

2. |4B|=|CD)|

%.|AB| =%.|CD| ve |HA|=|KC|

3.m(£AHO) = m( £CKO) oldugundan ZOHA = ZOKC (Hipoteniis-dik kenar esligi)

Bu esitlikten [OH |=[OK] veya |OH|=|OK| bulunur.

Teorem 2.2.3.4: Bir cemberin iki kirisi merkezden esit uzaklikta degilse, uzun olan

kirig merkeze daha yakindir.

Ispat:
B
‘.%. \
C
Sekil 2.2.3.4

[AB] ve [AC ], O merkezli cemberin iki kirigidir.

|4B|>|4C

, [OD] L[4B] ve [OE]L[AC] dur.

|0D| < |OE | oldugunu gosterelim.
| 4B| |4C]|
|4D| = = ve |4E| = - = |4D| > | 4E]|
Bir iiggende biiyiik ac1 karsisinda biiyiik kenar bulundugundan,
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aADE iiggeninde m(LE2 ) > m(LD] ) olur.
m(ZE,)+m(Z£E,)=90" ve m(4£D,)+m(«£D,)=90" oldugundan

m(ZE,)<m(£D,) olur. O halde OED iiggeninde |OD|<|OE| bulunur. [19]

2.2.4 Cemberde teget ile ilgili durumlar
Teorem 2.2.4.1: Cemberin herhangi bir tegeti degme noktasindaki yaricapa diktir.

Ispat:

0
T
d
M N
Sekil 2.2.4.1

d dogrusu M noktasinda C(O,r) ¢emberine tegetti. [OM]|Ld  oldugunu

gosterelim.

[OM ] nin d dogrusuna dik olmadigini varsayalim. d dogrusuna merkezden [ON ]

dikmesini gizelim. |ON|<|OM| olacaktr. (1)

N noktas1 cemberin disinda, M noktasi gemberin lizerinde oldugundan |0N | >rve
|OM| = r dir. Bu durumda |ON|>|OM| olur. Bu sonug (1) ile gelistiginden her ikisi de
dogru degildir. Bu durumda |ON|=|OM| olur. Buise [OM]=[ON]ve [OM]Ld

oldugunu gostertir.

Sonug¢: Cemberde tegete degme noktasindan ¢ikilan dikme, merkezden geger. [20]
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Teorem 2.2.4.2: Bir cembere disindaki bir noktadan cizilen teget parcalarinin

uzunluklari esittir.

Ispat:

Sekil 2.2.4.2

[PK ve [PL , C(O.r) gemberine K ve L noktalarinda teget olsun. |PK|=|PL|

oldugunu gosterelim.

Teget degme noktasina gore vyarigapa dik oldugundan (Teorem 2.2.4.1),
[OK]L[PK] ve [OL]L[PL] du.

KPO ve LPO figgenlerinde m(LK ) = m(AL) =90’ ,

OK|=|0L|=r ve |PO|
ortak kenar oldugundan, A~ KPO =aLPO (Hipoteniis-Dik kenar esligi) olur.
O halde |PK|=|PL| dur.
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2.2.5 Diizlemde bir dogru ile bir ¢cemberin birbirine gore durumlar

A
[=N
o

A J

Sekil 2.2.5.1

1. [OH]Ld ve |OH|>r ise d dogrusu gemberi kesmez. d NC =&
2. [OH]Ld ve |OH|=r ise d dogrusu gembere tegettir. d \C ={H}

3. [OH]Ld ve |OH|<r ise d dogrusu gembere tegettir. d NC ={A4,B}
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2.2.6 Cemberde Yaylar ve Acilar

Tanim 2.2.6.1: Cemberin bir parcasina yay denir.

Sekil 2.2.6.1

(Cemberin iizerinde aldigimiz 4 ve B gibi farkli iki nokta, gemberi iki yay parcasina
ayirir. Bu yaylar ya esit veya biri digerinden kiigliktiir. AB yay1 denildiginde, bu
yaylardan kiigiik olan1 anlasilir. Biiyiik yay1 ifade etmek i¢in, biiyiik yay iizerinde bir
baska nokta alinarak, AXB yay1 biciminde ifade edilir.

13 2

Yaylar1 gosterirken isareti kullanilir. AB yay1 4B biciminde, AXB yay1 da

AXB seklinde gosterilir. Yay Olclisti birimi derecedir. Bir ¢gember yaymin tamaminin

Slciisii 360° dir.

4B ve AXB yaylarmin 6lgiileri derece tiiriinden m(@) ve m(AXB) seklinde

ifade edilir.

4B ve AXB yaylarmin uzunluklar ‘@‘ ve ‘AXB‘ biciminde yazilir.

C(O,r)=4B U AXB veya m(AB)+m(4XB)=360" dir

Bir cemberde her [AB]kirisi cemberi iki yaya ayirir. [AB] kirisinin yay1 denildigi

zaman kiiciik olan AB yay1 anlasilir. Diger yaya da kirigin biiyiik yayt denir.
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Sekil 2.2.6.2
[ 4B] kirisinin kiigiik yayr 4B ve biiyiik yay1ise AYB dir.[19]

Tanmim 2.2.6.2: Kosesi gemberin merkezinde olan agiya merkez ag¢i denir.

Tanim 2.2.6.3: Bir ¢cemberde a¢inin kollar1 arasinda kalan yay pargasmna o a¢mnin

gordiigii yay denir.

Sekil 2.2.6.3

Tanim 2.2.6.4: Cemberin bir yaymnin 6l¢iisii, bu yay1 goéren merkez aginin dl¢iisiine
esittir.

Sekil 2.2.6.3 de m(ZAOB) :m(JB) dir. [14]

Tamm 2.2.6.5: Bir cemberde veya es ¢emberlerde Olglileri esit olan yaylara, es

yaylar denir.
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Sekil 2.2.6.4

AB=DC olduguna gore,

m(AB)=m(DC)= m(£LAOB)=m(£DOC) dur. [15]

Sonug: Bir cemberde veya es cemberlerde ki merkez ag1 es ise, bu merkez acilarin

gordiigii yaylarda estir.

Teorem 2.2.6.1: Bir cemberde veya es cemberlerde es kirislerin yaylar1 da estir.

Ispat: [AB] ,[CD] ,C(O,r) nin kirigleri ve [AB] = [CD] olsun. AB=CD oldugunu

gosterelim.

Sekil 2.2.6.5

|04|=|0B|=|0C|=|0D|=r ve |4B|=|CD| dur.
2aAOB =aCOD (K.K.K Eslik Teoremi)

m(ZAOB)=m(£COD)=> m(;l—lg’) = m(@) veya AB=CD drr.
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Sonug: Bir cemberde veya es gemberlerde, es yaylarin kirisleri de estir.

4B =CD=[4B]=[CD]veya m(4B)=m(CD)=|4B|=|CD]dur. [20]

Teorem 2.2.6.2: Bir ¢emberin merkezinden herhangi bir kirisine inilen dikme bu

kirigin gérdiigli yayi ortalar.

Ispat: C(O,r) cemberinin bir kirisi [AB]VG [OH] J_[AB] olsun. m(@) :m(l/i?)

oldugunu gosterelim.

Sekil 2.2.6.6

|0A| = |OB| =r AOB ikizkenar liggen ve [OH] 1 [AB] dir.
Ikizkenar iiggende yiikseklik ayn1 zamanda agiortay1 oldugundan,
m(£AOD)=m(£BOD) olur.

Olgiileri esit olan merkez agilarm gordiikleri yaylar es oldugundan,

AD = DB veya m(@) = m(b??) oldugu goriiliir. [7]
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3.BOLUM
NOTRAL OLMAYAN GEOMETRI

Bu boliimde [2], [4], [S], [7], [8], [11], [13] ,[14], [16], [18], [19], [21] kaynaklar1
esas almarak, Oklid’in besinci postulatina dayanan aksiyom ve teoremlerle birlikte,
iicgenin ve ¢emberin ndtral geometrisi digindaki tanim ve teoremlerin ispatlarina yer

verilmistir.
3.1 Paralellik
3.1.1 Yondes, ic ters ve dis ters acilar

d ve k gibi iki farkli dogru ve her iki dogruyu da farkl noktalarda kesen /gibi

ticlincii bir dogru verilsin.

Sekil 3.1.1.1

Zc, Zd, /x ve Zy nai¢ agilar,

Za,/b,/z ve Zk nadis acilar denir,

Zaile Zx, Zbile Ly, Zcile Zz ve Zdile Zk nayondes agilar denir.
Zc ile Zx ve Zdile Ly na ig¢ ters agilar,

Zaile Zzve Zbile Zkna ise dis ters ac¢ilar denir.

Zdile /x, ZLcile Ly, Laile Zkve Zbile Zzna karst durumlu agilar, denir.[2]
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Aksiyom 3.1.1.1:Paralel iki dogru, iiclincii bir dogru ile kesildiginde, olusan

yondes agilar estir.

J

E »
o =

d
—-

A

d

A
/k

Sekil 3.1.1.2

~

K

a=x Yyani m(éa)zm(éx)
b=y vyani m(£b)=m(ZLy)
czz yani m(Zc)=m(Lz)

d=k yani m(Zd)=m(Zk)

m
d||lk ise

Teorem 3.1.1.1: Paralel iki dogru, iiglincii bir dogru ile kesildiginde olusan i¢ ters

acilar birbirine esittir.

4
L

Sekil 3.1.1.3
Ispat:
d ||k olsun.
1. Z&x=/p (Yondes agilar)
2. Laz= /P (Ters acilar)

O halde 1. ve 2. den Zx = Za olur.
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Teorem 3.1.1.2: Paralel iki dogru, ii¢lincii bir dogru ile kesildiginde olusan dis ters

acilar birbirine esittir.

Ae
S 2
- _|'l - ﬂ
/r-’
—t >k
v i ¢
¥
Sekil 3.1.1.4
ispat :
d ||k olsun.
1. Zx=/p (Yondes agilar)
2. Laz= /P (Ters acilar)

O halde 1. ve 2. den Zx = Za olur.

Teorem 3.1.1.3: Paralel iki dogru, {iclincli bir dogru ile kesildiginde olusan kars1

durumlu acilar biitiinlerdir.

-

Sekil 3.1.1.5
Ispat:
d ||k olsun.
1. Z&x=/p (Yondes agilar)

2. m(éa)+m(£ﬁ):180°

O halde 1. ve 2. den m(Za)+m(£x)=180° olur. [14]
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Sonug: Farkli iki dogru, farkli noktalarda tiglincii bir dogru ile kesildiginde;
1. Yondes acilar es ise dogrular paraleldir.

2. I¢ ters agilar es ise dogrular paraleldir.

3. D1s ters agilar es ise dogrular paraleldir.

4. Kars1 durumlu agilar biitiinler ise dogrular paraleldir.

Teorem 3.1.1.4: Paralel iki dogrudan birine dik olan dogru digerine de dik olur.

dl|lkved LI=k L/ dir.

Sekil 3.1.1.6
Ispat:
1. d1ll = m(Za)=90"
2. d|lk = La=sx

O halde 1. ve 2. den m(£x)=90" olur. Dolayisiyla k 1/ dir.

Teorem 3.1.1.5: Iki dogru iigiincii bir dogruya dik ise bu iki dogru birbirine
paraleldir.

dLl! ve k1l = d]|k olur.

Sekil 3.1.1.7
Ispat : Zaile Zx yondes agilar ve m(Za)=m(£x)=90"dir. Daha Sncede

bahsedildigi tizere yondes agilarn 6lgiileri esit ise dogrular paralel olacagindan d || k

olur. [2]
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3.2 Cokgensel bolgeler ve alan hesabi

3.2.1 Cokgensel bolgeler

Tamm 3.2.1.1: Bir {iggen ile i¢ bolgesinin birlesimine, tiggensel bolge denir.

A

bOlge 1

o &
i
P

dis bdige

Sekil 3. 2.1.1

Tanim 3.2.1.2: Diizlemsel bir nokta kiimesi 4 olsun. Eger 4 kiimesi, herhangi
ikisinin i¢ bdlgelerinin ara kesiti bos kiime olacak sekilde sonlu sayida iiggensel

bolgelerin birlesimi olarak gosterilebiliyorsa; A kiimesine, ¢okgensel bolge denir.

Sekil 3.2.1.2

Sekil 3.1.2.2 de 4,B, C ¢okgensel bolgedir fakat D ¢okgensel bolge degildir.
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3.2.2 Alan kavram

Aksiyom 3.2.2.1: Her ¢okgensel bolgeye bir ve yalniz bir pozitif ger¢ek sayi
karsilik gelir.

Bir B bolgesine karsilik gelen pozitif reel sayiya, bu bolgenin alan: denir. B

bolgesinin alani S ise, A(B ) =S seklinde yazilir.

Aksiyom 3.2.2.2: Es iiggensel bolgelerin alanlari esittir.

Bu aksiyoma gore, aABC =aPOR = A(AABC) = A(APQR) dir. [19]

Aksiyom 3.2.2.3: (Alan toplama aksiyomu) Bir B bolgesi, B; ve B, bolgelerinin
birlesimi olsun. B; ve B, bdlgelerinin iglerinin ara kesiti bos kiime ise; B bdlgesinin

alani, B, ile B, bolgelerinin alanlar1 toplamina esittir.

Sekil 3.2.2.1

Sekilde , B, U B, =B ve B; ve B;nin i¢ bolgelerinin arakesiti bos kiimedir. [7]

A(B)= A(B)+ A(B,)
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3.2.3 Karesel ve dikdortgensel bolgelerin alam

Tanim 3.2.3.1: Bir kenarmin uzunlugu 1 birim (1 br) olan karesel bolgenin alanina

birim alan denir ve br” ile gosterilir.

Aksiyom 3.2.3.1: Bir dikdortgensel bolgenin alani, kesisen iki kenarinin

uzunluklarmin ¢arpimina esittir.

D a c
’ 0
b b
)
A a B
Sekil 3.2.3.1

A(ABCD)=|4B|.|BC|=ab

Aksiyom 3.2.3.2: Bir karesel bolgenin alani, kesisen iki kenarinin uzunluklarmin

carpimina esittir.[16]

D ] G

Sekil 3.2.3.2

A(ABCD)=|4B||BC|=aa=d’
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3.2.4 Ucgensel bélgenin alami

Teorem 3.2.4.1: Bir dik iiggensel bdlgesinin alani, dik kenarlarin uzunluklarin

carpiminin yarisina esittir.

Ispat:

Sekil 3.2.4.1

C noktasindan [AB]na, B noktasindan [AC]na cizilen paraleller D noktasinda

kesistiginde ABCD dikdortgensel bolgesi olusur.
A(ABCD)=b.c ve aCAB=aBDC (K.KK. eslik teoremi)

A(aCAB)= A(aBDC)= A(ABCD) =2A4(sCAB)

bc=2A4(aCAB)=> A(aCAB) = % bulunur. [16]

Teorem 3.2.4.2: Bir liggensel bolgenin alani, bir kenarmin uzunlugu ile bu kenara

ait yiiksekligin ¢arpiminin yarisina esittir.[19]
Ispat: Ucgenin 4 kosesinden gecen yiiksekligini ¢izelim. Bu yiiksekligin karsi

kenar1 kestigi nokta H olsun. H noktasiin konumu i¢in asagidaki ii¢ durum vardir.

a) H =C ise,

bwmh,

Sekil 3.2.4.2
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Bu durumda H ile C cakisiktir. ABH dik olacagindan;

A(sABH) = A(sABC) =k, olur

b) H noktas1 B ile C arasinda ise;

A

A
f’dt Y
h,
K
%
J";
},

|
Sekil 3.2.4.3

B 9]

a

A(aABC)=A(sABH )+ A(sACH )
A(sABC) = |BH| |4+ ric] ]
A(a4BC) :%(|BH| +|HC|) | 4H|

A(aA4BC) = %|BC| |4H| = %.a.ha olur.

c¢) B noktas1 C ile H arasinda veya C noktas1 B ile H arasinda ise;

Sekil 3.2.4.4
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A(2aABC)= A(aAHC)— A(aAHB)
A(ABC) = |F |t | 18} | 41
A(s4BC) == {|cl-| ) ]
A(aA4BC)= %|BC| |4H| = %.a.ha

1 1 1
Benzer sekilde 4(aABC)= E.a.ha =E.b.hb =E.c.hc oldugu bulunabilir.

Sonug¢: Bir ABC iiggeninde kenar uzunluklar1 a,b,c ve bu kenarlara ait yiikseklikler

swrayla h,,h,,h ise a.h, =bh, =c.h, dir.

Ozelik 1: Bir ABC dik iiggeninde eger m(LA) =90"ise, dik kenarlarm uzunluklar

carpimi, hipotentiisiin uzunlugu ile hipoteniise ait yiiksekligin ¢arpimina esittir.

Sekil 3.2.4.5

_ |4B].|AC] - |BC|.|4H)|

A(a4BC) veya A(aABC olur.

Bu iki esitlikten,
|4B|.|4aC|=|BC

.|AH | = b.c = a.h, bulunur.

Ozelik 2: Yiikseklikleri esit olan iki iiggensel bélgenin alanlar1 orani, tabanlarinin

uzunluklar1 oranina esittir.
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Sekil 3.2.4.6

Sekilde ABC ve DEF tuggenlerinde, h, = h,dir.

1
—.a.h
A(AABC) 2 o _4 bulunur
A(aDEF) 1 ., '
5 AR

Benzer olarak, taban uzunluklari esit olan iki tiggensel bdlgelerinin alanlari

oraninin, bu tabanlara ait yiiksekliklerinin oranina esit oldugu goriilecektir.

Ozelik 3: Bir kenar1 ve bu kenara ait yiikseklikleri esit olan iiggensel bolgelerin

alanlar1 da esittir.

Sekil 3.2.4.7

A(aA4BC) =l|BC|.h
? = A(aABC)= A(sBCD) olur.
A(aBCD)= 5|BC|.h

Ozelik 4: Bir iiggenin herhangi bir kosesinden ¢ikan bir i¢ aglortaym olusturdugu
iki licgensel bolgenin alanlarmin orani, agiortaymn ciktigi kdsede birlesen kenarlarin

uzunluklar1 oranina esittir.
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Sekil 3.2.4.8

[AD] , A agismin i¢ agiortayidir. Agiortay: tizerindeki D noktasindan [DL] L [AC ]
ve [DK ] 1 [AB] olacak bicimde [DL]Ve [DK ]yﬁksekliklerini cizildiginde

|DL|=|DK| = holur.

1
4(a4BC) | 4BLPK] | 4p)
A(24DC) -

bulunur.

i ;|AC|.|DL| |4C]

Ozelik 5: Bir iicgende kenarortay, iiggensel bolgeyi esit alanh iki tiggensel bolgeye

ayIrir.

Sekil 3.2.4.9

|AD| =V kenarortay oldugundan,

BD|=|DC| dur.

1
A(a4BC) 5 IBDL,

A(AADC)

= A(aA4BC) = A(aADC) bulunur.

l|DC h,
2
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3.2.5 Paralelkenar seklindeki bolgenin alam

Tamim 3.2.5.1: Bir dortgenin karsilikli kenarlar1 birbirine paralel ve esit ise bu

dortgene paralelkenar denir.

Teorem 3.2.5.1: Paralelkenarda karsilikli kenarlar ve karsilikli agilarm dSlgiileri

esittir.

ispat: Dogru pargalari  [A4B]|I[CD], |4B|=|CD| veriliyor, [AC]II[BD].

|AC| = |BD| oldugunu gosterelim.

Sekil 3.2.5.1

Birbirine paralel [AB] ve [CD] dogru parcalarini |AB|:|CD| olacak sekilde

cizelim. B ile C koselerini [BC ] dogru parcasi ile birlestirelim.

1. |4B|=|DC]|
2. m(£ABC)=m(£DCB) (Ig ters agilar)
3. |BC|=|CB|

Buradan AABC =aDCB K.A.K. eslik teoreminden
4, |AC| :|DB| bulunur.

5. m(£LACB)=m(£DBC) (Ig ters agilar)

6. [AC] (| [BD] bulunur.
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Teorem 3.2.5.2: Taban1 b birim yiiksekligi # birim olan paralelkenar seklindeki
bolgenin alan1 b.4 br’ dir.

Ispat:

=1
[w]

h

F
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

b

B

Sekil 3.2.5.2

=

[CD] dogrusuna dik olacak sekilde [AE]ve [BF]|dogru pargalari alalim ve
[4E]II[BF].

24| = |F5]

[4p|=|5c]

m(ZEAD)=m(£FBC) (Ydndes agilar)

K.A.K. eslik teoreminden aEAD =aFBC olur. Es licgensel bolgelerin alanlar1 esit
oldugundan, oABCD paralelkenar seklindeki bdlgenin alani, oABFE dikdortgensel

bdlgenin alanina esittir.

A(oABCD) = A(0ABFE)=b.h olur.

Teorem3.2.5.3: Aymi paraleller arasinda kalan ve tabanlar1 ayni1 olan

paralelkenarlarm alanlar1 birbirine esittir.

Ispat:
A H D E F
o G
B J c
Sekil 3.2.5.3
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[AD] ve [BC]ye dik olacak sekilde [ J]dogru pargasini ¢izelim.
1. A(zABCD)=|BC|.|HJ|
2. A(zBCFE)=|BC|.|HJ|

1.ve 2. den A(oABCD)=|BC||HJ|= A(cBCFE) olur.

SONUC: Tabanlar1 ve yiikseklikleri ayni olan paralelkenarlarin alanlar1 da esittir.
Teorem 3.2.5.4: Bir paralelkenarda kdsegen iizerindeki bir noktadan kenarlara
paralel ¢izerek olusan birbirini tamamlayan paralelkenar seklindeki bolgelerin alanlar:

esittir.

Ispat:

YA,

AN

B G C
Sekil 3.2.5.4

K noktasi [ 4C|kosegeni iizerinde herhangi bir nokta olsun.
1. oGCFK paralelkenarinda A(AGCK) = A(AFCK) olur.

2. oEKHA paralelkenarinda A(aEKA)

A(aHKA) olur.

3. obABCD paralelkenarinda A(ABCA) A(ADCA) olur.

4. A(aBCA)= A(sEKA)+ A(aGCK )+ A(oBGKE)

(
5. A(aDCA)= A(aHKA)+ A(aFCK )+ A(cDFKH)
6. A(aEKA)+ A(sGCK )+ A(cBGKE) = A(aHKA)+ A(aFCK )+ A(cDFKH)
(

7. A(cBGKE)= A(cDFKH ) bulunur.
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Teorem 3.2.5.5: Karsilikl1 kenarlar1 birbirine paralel olan dortgenlerde karsilikli
acilar birbirine esit olur. Kosegenler paralelkenar seklindeki bolgenin alanimi iki egit
alana ayirir. [16]

Ispat:

Sekil 3.2.5.5

[A4B]II[CD] ve [AC]|I[BD] oldugundan
|4B|=|CD| ve |AC|=|BD| dir.

m(LCAB) =m (ABDC ) K. A K eslik teoreminden a4ABC =aDCB  bulunur.

1. m(£ABC)=m(£DCB) (Ig ters agilar)
2. |BC|=|CB|
3. m(£ACB)=m(£DBC) (Ig ters agilar)

4.|4B|=|cD| , m(£BAC)=m(£CDB)

AC|=|BD
5. aABC =aDCB olur.

6. A(aABC)= A(aDCB)= %DABDC
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3.3 Ucgenin Nétral Olmayan Geometrisi
3.3.1 Pisagor teoremi
Teorem 3.2.1.1: (Pisagor Teoremi) Bir dik iicgende dik a¢min karsisindaki

kenarin olusturdugu karenin alani, diger kenarlarin olusturdugu karelerin alanlar:

toplamina esittir.[5],[8], [16],[21]

H
i K
A
If._
B[ M C
i I E
Sekil 3.3.1.1

Ispat 1: 4 noktasindan gegen [BD] ve [CE] kenarlarma paralel [DE] yi L ve
[BC ] y1 M noktasinda kesen bir dogru parcasi alalim.
G, 4, C dogrusal, m(£GAB)+m(£BAC)=180"

B, A, H dogrusal, m(£HAC)+m(£BAC)=180°

45|]
m(£ABD)=m(£FBC); oldugundan aABD =aFBC olur. (K.A.K. eslik teoremi )
|BD|=|BC|
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A(aABD)= A(aFBC)

oBDLM =0 ABFG

Benzer sekilde; cCELM =0 ACKH
O halde oBCED=0BDLM +oCELM =0ABFG +0ACKH

Ispat 2:

[

Sekil 3.3.1.2

ab

(a+b)2 = 4.7+c2 =a*+2.ab+b*

a* +b* =¢* bulunur.

= 4.%b+(a—b)

Il
Sekil 3.3.1.3

[

4]

(a -hj2

Sekil 3.3.1.4

2ab+d*—2ab+b=d>+b*
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Ispat 3:

b a

Sekil 3.3.1.5

(a+b)(a+b) _9 ab ¢

2 2
a’+2.ab+b’ ¢’
— —ab+—

2 2

a* +2.ab+b* =2ab+c?

a’>+b* =¢’ bulunur.
3.3.2 Pisagor Teoreminin sonug¢lari

Teorem 3.3.2.1: Genis agili liggenlerde genis a¢inin karsisindaki kenarin karesi,

diger kenarlarin kareleri toplamindan biiytiktiir. [16]

Ispat:

Sekil 3.3.2.1
aABC Tggeni genis acili bir tiggen olsun. m(LBAC ) > 90" verilsin. [AB]ye dik

olacak sekilde [CD]alnirsa,
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1. aBDC iiggeninde Pisagor teoreminden |CD|" +(|DA4| +|4B|)" =|BC[ olur.
2.|CD[ +|DA[ +2.|DA|.|AB|+|4B| =|BC[

3. a4DC iiggeninde Pisagor teoreminden |CD| +|DA|" =|4C[ olur.
4.|AC[ +|4B[ +2.|D4|.|4B|=|BC[

5.|BC[ >|AC| +]4B[ oldugu goriilir.
1 .
SONUC: A(aBDC)= 5 A(cDBEC) dir.

Teorem 3.3.2.2: Dar agili licgenlerde biiylik acinin karsisindaki kenarm karesi,

diger kenarlarm kareleri toplamindan kiiciiktiir. [4]

Ispat:

A D B
Sekil 3.3.2.2

1. aBDC iiggeninde Pisagor teoreminden |CD|’ +(|4B|~|D4|)” =|BC olur.
2.|CD[ +|4B[ -2.|DA|.|4B|+|D4[" =|BC|

3. a4DC iiggeninde Pisagor teoreminden |CD| +|DA|" =|4C[ olur.
4.|AC[ +|4B[" -2.|D4|.|4B|=|BC[

5. |BCI <|AC|" +|4B[ oldugu goriilir.
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Teorem 3.3.2.3: ABC eskenar {liggensel bolgesinin bir kenarinin uzunlugu a br ise,

a’\3

4

A(a4BC)=22br? dir[2]

Ispat:

Sekil 3.3.2.3

|AH | =h yiksekligini ¢izelim. Eskenar iiggende her yiikseklik ayni zamanda

a
kenarortay oldugundan, |BH | = |HC| =3 olur.

ABH dik liggeninde Pisagor teoreminden,

az_ﬁ a3

W =a—— 7 =|4H|=h=

br olur.

1 a\/g_azx/gbz
2

A(aA4BC) = %|BC|.|AH| =5 4 br olur.
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3.3.3 Orant1 ve Benzerlik

Bu bolimde oran ve orantmmin Ozellikleri verilerek benzerlik teoremleri

incelenecektir.

Tammm 3.3.3.1: Ayni cins iki ¢oklugun bdlme yoluyla karsilastirilmasina oran

denir. @ nin b ye orani % olarak gosterilir.[13]

Tamim 3.3.3.2 : iki veya daha fazla oranin esitligine orant: denir.

a . e g
3 =k ise k yaoranti sabiti denir.

a,b,c,d,e,... sayilar1 a',b',c',d',e',... sayilariile oranlandiginda

ibcde

a':F_c':;:;:"' saglanir.

Teorem 3.3.3.1: a,b,c,d,e,... sayllar1 a',b',c',d',e',... sayilariile orantili ise;

ﬂ_ﬁ_i_ _a+b+c+..
a' b ¢ a+b'+c'+..
Ispat:
a b ¢ ) ..
1. —'=;=—'=... ise a=ka',b=kb',c=kc', .. seklinde yazilabilir.
a c

2. atb+c+..=katkb'+kc'+..=k(a'+b'+c'+...)

3 @a_b_c_ _atbtes. _ka'+kb'+kc'+..._k(a'+b'+c'+...)_k
“a' b ¢ atb+c'+... a+b+c'+.. a+b'+c'+...
Benzer sekilde,
a b a a'
L2 4.4
a'" b' b b
a b a—-a' b-b'
2 —_—=— e
“a' b’ a' b
b +a' b+b'
3. if; i oldugu gosterilebilir. [16]
a a
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Tamm 3.3.3.2: iki iiggen arasinda yapilan bire bir eslemede, karsilikli agilar es ve

karsilikli kenar uzunluklar1 orantili ise bu tiggenlere benzer ticgenler denir.

D
A
B _ C E F
Sekil 3.3.3.1

Sekildeki ticgenler arasinda, ABC <> DEF eslemesi verilsin.
m(Z£A)=m(4£D)
m(£B)=m(ZE) ‘ve
m(£LC)=m(LF)

48| _|BC| _|4C]| _
\DE| |FE| |DF|

ise aABC ile aDEF benzerdir ve bu benzerlik aABC ~aDEF seklinde gosterilir.

Tamm 3.3.3.3: Benzer iki tiggenin karsilikli kenarlarinin uzunluklar1 oranina
benzerlik orani denir. Benzerlik orani pozitif bir & reel sayisidir. Ayrica es tiggenler de

benzerdirler ve benzerlik oranlar1 1 dir.

Sonug: Birbirine es olan iki iiggen her zaman benzerdirler, fakat birbirine benzer

iki ticgen her zaman es iicgenler olmayabilirler.
Aksiyom 3.3.3.1: Iki iicgenin karsilikl1 ikiser kenarlarmin uzunluklar orantili ve bu

kenarlarin arasinda kalan acilar es ise bu iki liggen benzerdir. Bu benzerlige kenar a¢i

kenar (K.A.K.) benzerligi, bu aksiyoma da K.A.K. benzerlik aksiyomu denir.
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Sekil 3.3.3.2

45| _|4c]_
|DE|  |DF| = aABC ~aDEF
m(£A4)=m(£D)

Buradan m(ZB)=m(ZE) , m(£C)=m(ZF) ve 15¢] k diyebiliriz. [2]

|FE]

Teorem 3.3.3.2: (Temel Orant1 Teoremi) Bir {iggenin bir kenarina paralel olan ve

diger iki kenarmi kesen bir dogru, kestigi kenarlar1 orantili parcalara ayirir. [4]

Ispat: 4BC bir liggen ve DE ||[ BC]kabuliimiiz olmak iizere,

|4D| |4E|
@ = m oldugunu gosterelim.

Sekil 3.3.3.4

[BE] ile [CD] n1 gizersek;

| A(s4DE) _ |4D|
" A(aEDC)  |DB|
A(aADE) |AE]|

2. =
A(aEDC) |EC|
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3. A(aDEB)=A(aEDC)

[4D] _|4E|
" |pB| |EC|

Teorem 3.3.3.3 (Temel Oranti Teoreminin Karsiti) Bir dogru bir licgenin iki
kenarmi farkli noktalarda keser ve kenarlar iizerinde orantili parcalar ayirirsa, bu

durumda t¢iincti kenara paralel olur. [18]

: . |4aD| |4E| : :
Ispat: ABC iiggeninde {— =1— kabul ediyoruz, bu takdirde [DE]||[BC]

|DB|  |EC|

oldugunu gostermeliyiz.

Sekil 3.3.3.5

[EF ] , E noktasindan gecen ve [BC ] na paralel olan bir dogru pargasi olsun.

[4D| _|4E|
" |pB| |EC]
. @:M (Teorem 3.3.3.2)
|EC| |FB
[4D| _|4F|
" |pB| " |FB|
4. |AF|=|4D|

buradan D ile F' noktalar1 ¢akigiktir.
5. [DE]II[BC]
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Teorem 3.3.3.4: iki {icgen arasinda yapilan bir eslemede, karsilikl1 acilar es ise bu

iki ticgen benzerdir. Bu benzerlige A¢t A¢i A¢t (A.A.A.) benzerligi denir.

Ispat:

Sekil 3.3.3.6

ABC <> DEF,

m(Z£A4)=m(£D)

m(£B)=m(ZE)

m(£C)=m(£F)dir. sABC ~aDEF oldugunu gdsterelim;

DEF tiggeninde [AB] = [DB'] ve [AC] = [DC'] olacak sekilde [B'C'] ni1 ¢izelim.
1. aAABC =aDB'C’ (K.A.K. eslik aksiyomu)

2. m(£B)=m(Z£E)=m(£DB'C")

3. [B'C'|II[EF] ve [BC]=[B'C’]

|DB'| |DC| |DB'| |DC| _
. |B’E| = |C’F| veya |DE| = |DF| (Temel orant1 teoremi)
48] _|4c|
" |DE| |DF|
6. aAABC ~aDEF (K.A.K benzerlik aksiyomu)

Sonug¢ 1: Verilen herhangi iki tiggenin karsilikli iki agis1 es ise bu liggenler benzer
iicgenlerdir. Dolayisiyla A.A.A. benzerlik teoremi, A.A. benzerlik teoremi olarak ifade

edilebilir.
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Sonug 2:

Sekil 3.3.3.7

Bir liggenin herhangi bir kenarina paralel olarak ¢izilen ve diger kenarlarini kesen

bir dogru parcasi, bu liggene benzer bir licgen olusturur.

[DE]||[BC]|=4aADE ~2aABC dir.

Teorem 3.3.3.5: Iki iiggen arasinda yapilan bir eslemede, karsilikli kenarlarin
uzunluklar1 orantili ise bu tiggenler benzerdir. Bu benzerlige Kenar Kenar Kenar

(K.K.K.) benzerligi denir.

Ispat:
ABC <> DEF ||g§|| = ||f72|| = ||g§|| =k olsun, aABC ~aDEF oldugunu
gostermemiz gerekir.
D
,;:\ 9/———\f1:
. SR
H A= E
Sekil 3.3.3.8

[AB] = [DB’] ve [AC] = [DC’] olacak sekilde [B'C'] ni1 ¢izelim.
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|DB'| |DC'|

" |DE|  |DF|
2. [B'C']II[EF]
3. m(£E)=m(£DB'C") (yondes acilar )

m(ZF)=m(£DC'B’)

4. aDB'C' 2aDEF (A.A.A. benzerlik teoremi)
\DB'| |B'C'| ., . |DB||EF]|
== B =
|DE|  |EF)| |DE|
|DE|
|4B| _|BC| |4B|.|EF|
= Ter = P
|DE|  |EF)| |DE]|
8. |BC|=|B'C|
9. aABC =aDB'C ( K.K.K. eslik teoremi)

10. m(£DB'C')=m(4£B)=m(ZE)

11. m(£DC'B") =m(£C)=m(LF)

12. AABC ~aDEF (A.A. benzerlik teoremi)
Teorem 3.3.3.6: Benzer iki iicgenin;

a. Karsilikl yiliksekliklerinin uzunluklari orani,

b. Karsilikli kenarortaylarinin uzunluklari orani,

c. Kargilikli agiortaylarmin uzunluklar1 orani benzerlik oranina esittir.
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Ispat :

Sekil 3.3.3.9

|4B| |BC| |AC|

= = =k olsun.
|DE| |FE| |DF|

AABC ~aDEF ve

a. [AH] ve [DG] yiiksekliklerini gizelim.

m(£B)=m(ZE)

m(£BHA) =m(£EGD) =90’

aABH ~aDEG (A.A.A. benzerlik teoremi)
X |4B| |AH|
O halde, ——=——=1Fk olur.
DE| |DG|
b.

Sekil 3.3.3.10

BC
AABC ~aDEF ve u =k olsun.

|FE]
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[AP] ve [DR] kenarortaylarmni ¢izelim.
I.m ( LB) =m ( ZE ) (tiggenlerin benzerligi)

|AB| - |BC| - 2.|BP| - |BP|

'|DE| " |EF| B k lik
\DE| |EF| 2|ER| " |ER| (kenarortay ve benzerlik)

1., 2. ve K.A.K benzerlik aksiyomundan;
3. AABP ~ADER

|4B] _|4P| ¥, _

" |DE| |DR| ¥,

C.

na
np

Sekil 3.3.3.11

[4K] ve [DL] agiortaylarmi gizelim.

1. m(£B)=m(ZE) (aABC ~sDEF )
2. %m(LBAC) :%m(LEDF) (sABC ~aDEF )
3. m(£BAK)=m(ZEDL)

4. AABK ~aDEL (A.A benzerlik teoremi)

|4B| _|4K] _n, _
"|DE| |DL| m,

Sonug¢: Benzer iki tiggenin karsilikli tim elemanlarinin uzunluklar1 orani, benzerlik

oranina esittir.

By
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Benzerlik orani ¢evreleri oranina esittir.

a+b+c _C(aABC)

2 -
d+e+f C(aDEF)

a_b_c
'd e f
Teorem 3.3.3.7: Benzer iki licgensel bolgenin alanlarmin orani, benzerlik oraninin

karesine esittir.[2]

: |BC| 4
Ispat: AABC ~aDEF ve —— =k olsun.

B m =k* oldugunu gosterelim.

=3 H Z E G E

Sekil 3.3.3.12

[AH]J_[BC] ve [DG]J_[EF] olacak sekilde [AH] ve [DG] yiiksekliklerini

cizelim.
. M:M: (Teorem 3.3.3.6)
|EF| |DG|
|BC|.|4H]|
A(adBC) 5 |BC| 4H )
2. = = ——=kk=k
A(aDEF) |EF||DG| |EF| DG
2
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3.4 Cemberin Notral Olmayan Geometrisi

3.4.1 Cevre ac1 ve teget-kiris acilar

Tanmim 3.4.1.1: Kosesi ¢gember iizerinde olan agiya ¢evre a¢i denir.[11]

Teorem 3.4.1.1: Bir ¢evre acinin 6lciisti, gérdiigli yayin 6lciisiiniin yarisina esittir.
Ispat: C(O,r) cemberindeki BAC gevre agis1 BC yaymi gorsiin,

n(5C)

m(£BAC) = oldugunu gosterelim.

a) Cevre aginin bir kenar1 merkezden ge¢iyorsa olusan 4B0 ikizkenar {icgeninde;

Sekil 3.4.1.1

m(£BAC)=m(£ABO) ve m(£BOC)=m(£BAC)+m(£ABO) (dis agidan)

m(£BOC) =2m(£BAC)= m(£BAC)= lm(LBOC) olur. Buradan,
2

m(£BAC) = lm(l’?z') bulunur.
2
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b) Cevre acinin kenarlar1 merkezden ge¢miyorsa;

Sekil 3.4.1.2

m(£BAC) = m(LKAC)—m(LKAB) :%m(LKOC)—%m(LKOB)

%[m(ZKOC)—m(LKOB)]:%m(LBOC):%m(ffz') olur.

Sonug 1: Bir ¢gemberde ayni yay1 goren ¢evre agilarin ol¢iileri esittir.

Sonu¢ 2: Bir ¢emberde cevre a¢min Olglisii,ayn1 yayr géren merkez aginin

Olciisiiniin yarisina esittir.
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Sonug 3: Bir cemberde ¢ap1 géren ¢evre aginin 6l¢iisii 90° dir.

Sekil 3.4.1.4

C(O,r) gemberinde, (Sekil 3.4.1.4)

m(A) =%m(§)_(5) =%.180° - 90" olur.

Sonug 4: Bir cemberde;
a) Es yaylar1 géren ¢evre agilar estir.

b) Es cevre agilarin gérdiigii yaylar estir.

Sonug 5: Bir ¢cemberde, paralel iki kirigin arasinda kalan yay parcalar1 estir.

Sekil 3.4.1.5

[AB] I [CD] dir. A ile D noktalar1 birlestirilirse,

m(£ADC) =m(£DAB) (Ig ters agilar)
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ZADC = ZDAB olur.

Es ¢evre acilarin gordiikleri yaylar es oldugundan,

AC=BD veya m(Z@) = m(ﬁ))oldugu goriiliir.

Sonug¢ 6: Bir cemberde, herhangi bir kiris ile buna paralel bir teget arasinda kalan

yay parcalar1 estir.

Sekil 3.4.1.6

[4B]II[CT oldugundan, m(CA)=m(CB)dr.

Tanim 3.4.1.2: Kosesi cember iizerinde, kenarlarindan biri ¢cemberin tegeti, digeri

cemberin kirisi olan agiya teget-kiris ag¢i denir.

A.

Sekil 3.4.1.7

Teorem 3.4.1.3: Bir teget-kiris aciin 6l¢iisii, gordiigli yayin 6l¢iisiiniin yarisidir.

93



Ispat:

Sekil 3.4.1.8

C(O,r) gemberinde, ATB teget kiris agismnin gordiigii yay TB olsun.

1 —
m(ZATB)=—m|TB) oldugunu gdsterelim.
2

AT dogrusu, gembere T noktasinda teget oldugundan, [OT | L[ AT |dur.
Buna gore, m(ZATB)+m(£BTO)=90"dir.

OTB iiggeninde |OT|=|OB|=r oldugundan, BTO ikizkenar liggendir.
m(£OTB)=m(Z£OBT) olur.

m(£TOB)=180" —2m(£LOTB)

Bu esitlikte, m(LOTB) yerine esiti olan 90’ —m(LATB) yazilirsa;

m(£TOB)=180" —2[90° —m(LATB) |
m(£TOB)=2m(ZATB) ve m(£TOB)=m(TB) oldugundan,

m(@):2m(LATB):(LATB):%m(7/"§) olur,

Sonug 1: Bir cemberde ayni yay1 goren teget-kiris agilarin olgiileri esittir.
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A vy - . -
sf C
MD
Sekil 3.4.1.9

BAC ile DCA teget kiris acilari, AC yaymi gordiigiinden;

(ABAC):lm(:él??)
2 — (£BAC) =(£ACD) olur.
(£4CD) =%m(21??)

Sonug¢ 2: Teget-kiris aginin Olciisli, ayn1 yayr géren merkez acimnin Glgiisiiniin
yarisina esittir.

Sonug¢ 3: Bir ¢gemberde, ayn1 yay1 goren teget-kiris acilar1 ile ¢cevre agilarin olgiileri
birbirine esittir.

Sekil 3.4.1.10

Sekildeki O merkezli cemberde, ATB ile TCB agilar1 ayn1 yay1 goren teget kiris ve
cevre agilardur.

95



(£ATB) =1m(ﬁ3)

% — (LATB) =(£TCB) oldugu goriiliir.
(£TCB)=—m(TB)

2

Tamm 3.4.1.3: Bir cemberin i¢ bolgesinde kesisen iki kirisin olusturdugu agilarin
her birine, cemberin i¢ agist denir. [19]

Teorem 3.4.1.4: Bir ¢cemberde bir i¢ acmin Olgiisii, gordiigli yaylarmn olgtilerinin
toplaminin yarisina esittir.

Ispat:

Sekil 3.4.1.11

F ¢emberin i¢inde herhangi bir nokta,BFD i¢ acisinin ¢gemberden ayirdig1 yaylar
—_— — 1 —_— —
AC ve BD olsun. m(£BFD) :E[m(AC)+m(BD)J oldugunu gosterelim.

A ve D noktalarmi birlestirelim. FDA tiggeninde,
m(£BFD)=m(ZFDA)+m(£FAD)

m(£BFD) :%m(;l_a)+%m(§l\)) =%[m(j4_(\7)+m(§l\)ﬂ bulunur.

Tamm 3.4.1.4: Kosesi cemberin dis bolgesinde kenarlar1 ¢emberin keseni veya
tegeti olan agiya, ¢emberin dis agisi denir.
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Sekil 3.4.1.12

DPC ag1s1 gemberin dis agisidir.

Teorem 3.4.1.5: Bir ¢emberde bir dis aginin 6l¢iisii, gordiigli yaylarm Olgtileri

farkinin yarisina esittir.

Sekil 3.4.1.13

C(O,r) cemberinde; CPD dis agi, DXB biiylk vyay, AYB kiiciik olsun.
l —_— —_—
m(£DPC) =—| m{ DXC |-m( AYB | |oldugunu gdsterelim.
2
BC kirisini ¢izelim.
PBC iiggeninde, m(ACBD) = m(LDPC) + m(LPCB) (D1s ac1)

m(£DPC)=m(/PCB)—m(/CBD) :%m(ﬁ')—%m(@) =%[m(13)_(27)—m(76’§ﬂ

m(£DPC) =%[m(13)_(5)—m(74?§ﬂ olur.

Sonug¢: Bir dis aginin iki kenar1 bir ¢emberin iki tegeti ise, dis ac1 ile tegetlerin

arasinda kalan kiigiik yay parcasini dlgiileri toplami 180° dir.
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A

Sekil 3.4.1.14

Sekildeki C(O,r) ¢emberinin iki tegeti [PA ve [PB dir.
o (AXB) = m( 278 _ 113600 m(AYB ) m( 478
m(zp)_z[m(AXB) m(AYB)J:m(LP)—2[36O m(AYB)-m(47B) |
1

m(£P) =5[360° ~2m(AYB) | =180" ~m(47B)

m(£P)+m(AYB)=180" olur. [15]

3.4.2 Bir noktanin bir cembere gore kuvveti

Tanim 3.4.2.1: Bir ¢ember ile bu ¢emberin diizleminde bir P noktas1 verilsin. P

noktasindan gegen herhangi bir kesen, cemberi 4 ve B noktalarinda kesiyorsa;

PA|.|PB
sabitine P noktasinin ¢embere gore kuvveti denir. P noktasmin ¢embere gore kuvveti

d’® —r’ sayisina esittir.
Teorem 3.4.2.1: Ayni diizlemde bir ¢ember ve disindaki bir P noktas1 verilsin. P

den gecen herhangi iki kesen, cemberi sirasiyla 4,B8,C ve D noktalarinda kesiyorsa,

|PA|.|PB|=|PC|.|PD| dir.
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Ispat:

Sekil 3.4.2.1

P c¢emberin disinda bir nokta olsun. P noktasindan ¢izilen kesenler ¢emberi
sirasiyla 4,8 ,C ve D noktalarinda kessin.

PDA ve PBC iiggenlerinde,

m(ZAPD)=m(£CPB) (Ortak ag1)

m ( LPDA) =m (LPB C ) (Ayn1 yay1 goren cevre agilar)
Iki ac1s1 es olan iiggenlerin iigiincii agilar1 da es olacagindan,

aPDA ~APBC (A.A. Benzerlik teoremi) dir. Benzer ticgenlerde karsilikli kenarlar

| _|po) N
orantili oldugundan —: =+—— ve buradan |PA|.|PB| = |PC|.|PD| elde edilir. [19]

|PC| |PB|

Teorem 3.4.2.2: Ayni diizlemde bir cember ve disinda bir P noktasi verilsin.

[PT ,T noktasinda ¢cembere teget ve P den gecen bir kesen, ¢emberi 4 ve B

noktalarindan kesiyorsa, |PT |2 = |PA|.|PB| dir.

Ispat:

Sekil 3.4.2.2
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TA ve TB dogru parcalarini ¢izelim. PTA ve PBT liggenlerinde P agis1 ortak,

Ayni yay1 goren teget kiris ac1 ve cevre agilarmm Olciileri esit oldugundan,
m(£PTA)=m(£PBT)

Iki ac1s1 es olan iiggenlerin iigiincii agilar1 da es olacagindan,

aPTA~aPBT (A.A. Benzerlik teoremi) dir. Benzer liggenlerde karsilikli kenarlar

orantili
% :% ve buradan |PT|2 = |PA|.|PB| dir.

Teorem 3.4.2.3: P noktas1 C(O,r) ¢gemberin i¢ bolgesinde herhangi bir nokta olsun.

P den gecen herhangi iki kiris, ¢emberi sirasiyla 4,B, C ve D noktalarinda kesiyorsa

|PA|.|PB| = |PC|.|PD|dir.

Ispat:

Sekil 3.4.2.3

[AB] ve [CD] kiriglerini ¢izelim. ADP ve CBP iiggenlerinde,

m ( ZADC ) =m (L CBA) (Ayn1 yay1 goren cevre agilar)
m ( ZDAB ) =m ( ZDCB ) (Ayn1 yay1 goren cevre agilar)
m ( AAPD) =m ( ZCPB ) (Ters agilar)

aADP ~ACBP (A.A. Benzerlik teoremi) dir. Benzer licgenlerde karsilikli kenarlar

| _|po) N
orantili oldugundan —: =+—— ve buradan |PA|.|PB| = |PC|.|PD| elde edilir.

|PC| |PB|
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Sonu¢: AB ve CD herhangi iki kesen olduguna gore,

PA|.|PB| carpim1 P

noktasinin gembere gore kuvvetidir. [PA|.|PB|=|PC|.|PD|=d* -’ dir.

P noktas1 gemberin iizerinde ise d =r oldugundan,d>—r> =0 olur. Bu nedenle

kuvvet 0 dir. P noktas1 gemberin merkezinde ise =0 oldugundan kuvvet — dir. [20]

3.4.3 Cemberde Ucgen ve Dértgenler

Tanmm 3.4.3.1: Bir {iggenin i¢ bolgesinde bulunan ve ticgenin kenarlarina teget olan

cembere, bu licgenin i¢ teget cemberi denir.

Bir iiggenin i¢ teget ¢emberinin merkezi, iliggenin i¢ agiortaylarinin kesim

noktasidir.

Sekil 3.4.3.1

Sekil 3.4.3.1 de ABC iiggeninde; [40, [BO, [CO i¢ agilarmmn agiortaylaridir,

Agciortay tizerinde alinan bir noktanin, a¢inin kenarlarina olan uzaklhigi esit oldugunda

|OL|=|0K|=|0T|olup O noktas: i¢ teget ¢emberinin merkezidir. Uggenin kenarlar

L,K, T noktalarinda ¢embere tegettir. [19]

Teorem 3.4.3.1: ABC iiggeninde;

BC|=a,

AC|=b,

AB| = cve liggenin gevresi

a+b+c=2u ise;

AT|:|AK|=u—a,

BT|=|BL|=u-b,

CK|=|CL|=u~-c dir.[6]
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Ispat:

A
X \x
T/ N\ K
/ \\_\
y \.z
\
A
B y L z C
Sekil 3.4.3.2

|AT|=|AK|=x a=x+y
|BT|=|BL|=y {= b=x+z olur.
|CK|=|CL|=z | c¢=x+y

Buna gore ABC iiggeninin gevresi,
a+b+c=2u=x+y+z=u olur.

y+z=a oldugundan, x+a=u=>x=u—a
x+z=>b oldugundan, y+b=u=y=u->0

x+y=c oldugundan, z+c=u = z=u—c bulunur.

Tamm 3.4.3.2: Bir licgenin dis bolgesinde bulunan ve licgenin bir kenar1 ile diger
iki kenarinin uzantisi ile diger iki kenarin uzantisina teget olan cembere bu iiggenin dis

teget cemberi denir.[15]

Bir iiggende, bir koseden c¢izilen i¢ agiortay, diger koseden ¢izilen dis agiortaylar bir
kosede kesisir. Bu nokta tiggenin bir kenari ile diger iki kenarmin uzantilarina teget olan

¢emberin merkezidir.

Sekil 3.4.3.3
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Sekilde [BO, B agisimin i¢ aglortayi; [AO, A acismm dis aciortayz, [CO, C

acisinin dis aclortayidir.

Sekil 3.4.3.4

Bir ABC tiggeninin yarigaplar: farkl ti¢ dis teget gemberi vardir. 7, # r, # r. dir.

ABC iggeninin dig teget cemberinin merkezleri olan O;0,0; noktalari

birlestirilirse; 4BC tliggeninin koseleri, olusan O,0,0; iiggeninin kenarlar1 iizerindedir.

Teorem 3.4.3.2: ABC iiggeninde, O merkezli ¢gember licgenin dis teget cemberi

olduguna gore;

BC|=a,

AC|=b,

AB|=c,a+b+c=2u ise;

|AD|:|AF|=u—c,

CE|=|CD|=u~-a,

BE|=|BF|=u dur,

Ispat:

Sekil 3.4.3.5
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|AD|=|4F|=x ,

CE|=|CD|=y olsun.

|BF|=|BE|= c+x=a+y yazlabilir.

ABC tiggeninin ¢evresi a+b+c=2u=a+y+x+c=2u,
a+y=x+c=2(c+x)=2u ve a+y=c+x=u olur.

Buradan;

AD|:|AF|=x=u—C,

CE|=|CD|=y=u—a,

BE|=|BF|=u oldugu

bulunur.

Tamm 3.4.3.3: Bir iicgenin koselerinden gecen ¢embere, bu iicgenin ¢evrel

cemberi denir.

Uggenin kenarlar1 ¢emberin birer kirisi oldugundan, ¢evrel gemberin merkezi,

kenar orta dikmelerinin kesisme noktasidir.

Sekil 3.4.3.6

Kirigin orta dikmesi ¢emberin merkezinden gegeceginden, ABC iiggeninin [AB],
[BC]ve [AC] kenarlarnn orta dikmelerinin kesisme noktasi, ABC iliggeninin ¢evrel
¢emberinin merkezi olan O noktasidir. |04|=|0B|=|0C|=R dir.

ab.c

ah, oldugundan, 4(aA4BC)= iR

Sonu¢: A(aABC)= bulunur.
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Tamm 3.4.3.4: Biitiin kenarlar1 bir ¢gembere teget olan dortgene, tegetler dortgeni

denir.

Sekil 3.4.3.7

Sekilde verilen ABCD dortgeninin biitiin kenarlari, O merkezli ¢cembere teget

oldugundan, ABCD tegetler dortgenidir.

Teorem 3.4.3.3: Tegetler dortgeninde karsilikli kenarlarin uzunluklar: toplami

birbirine esittir.

Ispat:

Sekil 3.4.3.8

K, LLM,N tegetlerin degme noktalaridir. Cembere disindaki bir noktadan ¢izilen
teget parcalarinin uzunluklari esit oldugundan;

|AK|=|4AN|=y,

ND|=|DM|=x,

KB|=|BL|=z,

LC|=|CM|=1¢ alinirsa,
|AB|+|DC|=y+z+x+t
|AD|+|BC|=y+x+z+t bulunur.

Her iki esitlikte sag taraflar esit oldugundan, sol taraflarda esittir.
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|4B|+|DC|=|4D|+|BC| veya a+c=d +b oldugu goriiliir.

Teorem 3.4.3.4: Tegetler dortgeninde i¢ acgiortaylar, i¢c tefet c¢emberinin

merkezinden gecer.[20]

Ispat:

Sekil 3.4.3.9

E,F,G ve H tegetlerin tegetlerin degme noktalar1 oldugundan;
[OE]L[4B], [OF]L[BC], [0G]L[CD], [OH]L[AD]ve |OG|=|OF|=r
oldugundan; O noktasi, C noktasmin agiortayi tizerindedir. Ayn1 diisiince ile O noktast;

D,A ve B agilarmin da agiortaylar1 iizerindedir. O halde, tegetler dortgeninin ig

acilarmin agiortaylari, cemberin merkezinde kesisirler.

Teorem 3.4.3.5: Tegetler dortgeninin alani, ¢evresinin uzunlugu ile i¢ teget

¢cemberinin yarigapi carpiminin yarisina esittir.[19]

Ispat:
D L
, &
\\\ r/ //- |
d Kumw _/u_ —

Sekil 3.4.3.10
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A,B,C,D noktalarim1 ¢emberin merkezine birlestirelim. Yarigap tegete degme

noktasinda dik olacagindan;

A(2aAOB) = %|AB|.|OK| = %.a.r
A(aBOC) = %|BC|.|OL| = %.b.r
A(aCOD) = %|CD|.|OM| = %.c.r

A(aAOD) = %|AD|.|ON| = %.a’.r
A(ABCD)= A(2AOB)+ A(aBOC)+ A(aCOD)+ A(sAOD)
A(ABCD) = l.a.r +l.b.r +l.c.r +l.d.r

2 2 2 2

r.C(4BCD)

A(ABCD) = r(a+b+c+d) =2.r.C(ABCD) - olur.

+b+c+d
u=2"2""9 dlmirsa 4 (ABCD) =u.r yazlabilir.

Sonu¢ 1: ABCD tegetler dortgeninde i¢c teget c¢emberinin yarigapt r ise,
A(ABCD)=r.(a+c)=r.(b+d) dir.

Sonug¢ 2: Biitlin tegetler ¢cokgenlerinin tiim alanlari, ¢evrelerinin uzunlugu ile i¢

teget cemberinin yarigap uzunlugunun ¢arpiminin yarisina esittir.

Tamim 3.4.3.5: Kdoseleri ayni ¢emberin lizerinde olan dortgene, kirisler dortgeni

denir.

Sekil 3.4.3.11
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Kirigler dortgeni *“ kenarlar1 ayni ¢emberin kirigleri olan dortgen” olarak da

tanimlanabilir.

Teorem 3.4.3.6: Bir kirisler dortgeninde karsilikli agilar biitiinlerdir.

Ispat: ABCD kirisler dortgeninde;

m(BCD)
A agist BCD yaym gordigiinden, m(£A4)= olur.
m(BZU\B)
C agis1 DAB yaymm gordiigiinden, m(Z£C)= — olur.
m(BCD| m(DAB) m(BCD)\+m(DAB 0

m(£A4)+m(£C)=180° elde edilir.

Benzer sekilde, m(£B)+m(£D)=180" bulunur. [15]
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3.4.4. Dairenin Cevresi ve Alani
Tanmim 3.4.4.1: Bir cember ile i¢ bolgesinin birlesim kiimesine daire denir.[12]

Teorem3.4.4.1: Dairenin ¢evresi yaricapiyla orantilidir.

Ispat: p =(0,;1) ve p,=(0,;r,)¢emberlerinin gevreleri sirastyla C;,C, olsun.

Sekil 3.4.4.1

Verilen dairelerin her birinin i¢ine diizgiin altigen ¢izmek miimkiindiir. Ard arda
merkez agilar1 bolerek ¢okgenlerin kenarlarini artirabiliriz.
P dairelerinin i¢ine bu ¢okgenleri ¢izmek miimkiindiir. i=1,2,...n,

360°
n

ZBO,C, = £B,0,C, =

aBOC, ve aB,0,C, ikizkenar iiggenlerdir. Ikizkenar oldugu igin taban agilari
estir. K.A.K. benzerlik teoreminden aB,0,C, ~aB,0,C, dir. Bu nedenle ¢cokgenler esit

acil1 ve benzer olmalidirlar. Bagka bir deyisle yazili ¢okgenlerin kenarlar1 yarigaplariyla

orantilidir. Daire ile cokgenin ¢evreleri arasindaki fark 6nemsenmez ise
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Teorem 3.4.4.2: Dairenin alan1 yarigapinin karesi ile orantilidir.[19]

Ispat: p, =(0,;1,) ve p,=(0,;r,)¢emberlerinin gevreleri sirastyla 4, 4, olsun.
aBOC, ~aB,0,C, oldugunu Teorem 3.4.4.1 de gostermistik.
4 nA(sBOC) A(sBOG) 1

1

4, nA(aB,0,C,) A(aB,0,C,) 1’

A ve r herhangi bir dairenin yarigap: ve alanidir. Dairenin Alam A= z7* dir.

Dairenin ¢evresi ¢ =2zr dir.

Teorem 3.4.4.3: Bir dairenin alani ve c¢evresinin orantili sabitleri a=2x ile
iliskilidir.[16]

Ispat:

P

=]

o 360°/n

Sekil 3.4.4.2

0

p dairesini n esit pargaya bolelim. Her bir merkez a1 olur.

n

OBD kendine 6zgii bir daire dilimidir. OBD, r yiikseklikli bir {iggen olsun. Bu
ucgen
30)
A=r.—
2

alanina sahiptir. Dolayisiyla p dairesi

2

Azné.arc(ﬁ)) = C.g = (271'.1’).% = 271'.% =77 dir.
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Tamm 3.4.4.2: Bir dairenin iki yarigap1 ve bu yarigaplarin belirttigi yay arasinda

kalan bolgeye, daire dilimi denir.

Sekil 3.4.4.3

Teorem 3.4.4.4: Yaricap1 r ve merkez acisinin 0l¢iisii a olan daire diliminin alani,

nrta

=——— dir.
P 360"
ispat: 360° lik yaya karsilik gelen alan 7. ise, dlciisii « olan yaya karsihik gelen

alan A, dir.

2
Tro.a
——— bulunur.

A4,360" =l a= A, = 360°

Sonu¢: Merkez acismin Slciisii o derece =0 radyan ise, 360" =27 radyan

2
nr”0 :%rzﬁ olur.

oldugundan; 4, = 5
T

Tanmim 3.4.4.3: Bir kiris ile daire yaymin sinirladig1 bolgeye, daire pargasi denir.

Teorem 3.4.4.5: Yarigap1 r olan dairede ve o merkez agis1 AB yayini goriiyorsa;

2
T —lrz.sina drr.
360° 2

[AB] kiriginin ¢gemberden ayirdig1 daire parcasinin alani, 4, =
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Ispat:

AR e

daire parcasi

Sekil 3.4.4.4
Tria
Daire  diliminin  alany, A, =—— ve AOB  iggeninin  alani,
7 360"
1, . 5 rrioa 1, .
A =—r =A4,—A(a = ——=r. .
A(2A40B) S sina oldugundan A, = 4, — A(aAOB) 00 3 e olur

Tamm 3.4.4.4: Merkezleri ayn1 ve yaricaplar1 farkli iki cemberle simirlt bolgeye,

daire halkasi denir.

Sekil 3.4.4.5

Distaki ¢emberin yarigapi |OB| = R ve icteki ¢emberin yarigapi |0A| =r 1ise, daire
halkasinin alani;

A, =n.R—nr’= 71.(R2 —rz) br’ olur.
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3.4.5. Cember ve Dairede benzerlik

Biitiin cember ve daireler benzerdir. Benzerlik oranlar1 ise yaricaplarmin oranina
esittir. Buna gore yaricaplar1 7 ve 7, olan iki dairenin;
G _27n _n

a) Cevreleri oran1 =L =—1L =L
¢, 2nr,

2 2 2
b) Alanlarinin oranm A LT - {—] dir.

2
A, nmr,y” or

Sekil 3.4.5.1

1. Sekildeki ayn1 merkezli, yarigaplar1 7 ve r, olan daire dilimleri i¢in;

04| _|oB| |48 _r 4 _ Y die
joc| |op| |cD| T A+4 1

Sekil 3.4.5.2
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2. Sekildeki ayn1 merkezli, 7 ve r, yaricapli gemberlerdeki A4, ve A4, daire parcalari

i¢in;

2
A (A g,
4, )

Sekil 3.4.5.3

3. Sekilde, yaricaplar1 % ver, ve merkezleri O,,0, olan ¢emberler 7 noktasindan

distan tegettir.

T, degme noktasindan gecen [AB]mn sinirladigit AKT ve BNT daire pargalari

benzerdir. Bu durumda;

a) m(£AKT)=m(£BNT)
7| _|K7]
b) T = 7‘ ==

i8] ‘BNT

i

r
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Sekil 3.4.5.4

4. Sekilde merkezleri O,,0, ve yarigaplart 7 ve r,olan ¢emberler 7 noktasinda

icten tegettir.

A, B, T noktalar1 dogrusal olmak iizere;

Br|_|BVT|
a) — = ==
|AT| ‘AKT‘ r

b) m(ZLAKT)=m(£BNT)

c) BNT daire pargasmin alan1 4, AKT daire pargasmm alami A +4, ise,

2
A (A girn9)
A+ A4, r

2
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