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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

LINEER DUZLEMLER VE LINEER UZAYLAR

Ayse Giilsim BASPINAR

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Danisman: Dog. Dr. Emine SOYTURK

Bu calismada Lineer Diizlemler ve Lineer Uzaylar incelenmistir. Birinci bodliimde
Lineer Diizlem ve Lineer Uzay kavramlarmin tarth igerisindeki gelismeleri
incelenmistir. Ikinci boliimde gerekli olan genel bilgiler anlatilmistir. Uciincii boliimde
Yaklasik Lineer Uzay tanim1 ve bu uzaya ornekler verilmistir. Ayrica Yaklasik Lineer
Uzayin, iizerinde bulunma matrisinin nasil olusturulacagi ve Yaklasik Lineer Uzayin
dogrularint baska bir Yaklasik Lineer Uzaym dogrularina doniistiiren lineer
fonksiyonlar incelenmistir.

Dordiincii boliimde Lineer Uzay tanimi yapilarak bu uzaylarin en iyi bilinen 6rnekleri
olan Projektif Diizlemler ve Afin Diizlemlerle ilgili 6zellikler ve teoremler verilmistir.
Son boliimde ise Kisith Lineer Uzaylar ve Kisith Lineer Uzaylarin temel 6zellikleri

incelenmistir.

2007, 70 sayfa
Anahtar Kelimeler: Lineer Uzay, Yaklasik Lineer Uzay, Kisith Lineer Uzay
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Ayse Giilsiim BASPINAR

Afyon Kocatepe University,
Institue for the Natural and Applied Sciences
Supervisor: Doc. Dr. Emine SOYTURK

In this work, Linear planes and Linear Spaces have been examined. In the entrance part,
the historical development of Linear Planes and Linear Spaces have been explained. In

the second chapter all the fundamental notions for this work are given.

In the third chapter, definition of nearly linear spaces and samples of these spaces are
given. It’s also explained how to establish the incident matrix of a nearly linear space

and linear functions have been examined.

In the fourth chapter, Linear spaces have been described. The samples which are well
known, of linear spaces, Projective planes and Affine planes have been examined. In the
last chapter restricted Linear spaces and the basic features of restricted linear spaces are

given.

2007, 70 pages
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1. GIRIS

1639 yilinda Fermat ve Descartes, Kartezyen geometriyi tanitarak, geometriye cebir
metotlarin1 kazandirmis ve matematik tizerinde ¢ok genis bir etki yapmustir. 19. yilizyilin
ortalarinda, bu koordinat metotlar1 ile ilgili baz1i memnuniyetsizlikler vardi ve insanlar,
serbest koordinatlanmis sentetik geometri metotlar1 i¢in arastirma yapmaya

baslamislardir.

19. yiizyilin baslarina dogru Bolzano’nun c¢alismalart ile ilk olarak vektor kavrami
kullanilmaya baglanmistir. 1804’de basit geometrinin temelleri {izerine bir ¢alisma
yayimlanmistir. “Betrachtungen iiber einige Gegenstinde der Elemantar Geometrie.”
Bolzano, bu calismada noktalari, dogrular1 ve diizlemleri tanimlanmamis elemanlar

olarak almis ve islemleri bunlarin {izerinde tanimlamistir.

Geometrinin aksiyomlandirilmasi 6nemli bir adimdir ve lineer uzay kavramu i¢in gerekli

ozete dogru bir yaklasim ortaya ¢ikarmustir.

Koordinat geometriden uzaklagsmak, Poncelet ve Chasles’in ana gorevi olmustur.
Poncelet ve Chasles sentetik geometriyi ilk bulanlardir. Analizdeki paralel gelisme,
somut seylerin uzaylarindan (dizi uzaylar1 gibi) soyut lineer uzaylara dogru olmustur.
Matrislerle tanimlanmis yerine koyma metodu yerine, soyut lineer operatorler soyut

lineer uzaylar iizerinde tanimlanmalidir.

1827°de Mobius “Der barycentrische Calcul a geometrical” kitabini yayimlamistir.
Mobius bu kitabinda dogrular ve koniklerin doniisiimleri iizerine ¢alismistir. Verilen
herhangi bir ABC ii¢geninde a, b, ¢ agirliklar belirtilen siraya gore A, B, C {izerinde ise
boylece agirlik merkezi P noktasi tespit edilir. Mobius, diizlemdeki her P noktasinin

homojen [a, b, c] koordinatlari ile tanimlandigin1 gostermistir.



P deki agirlik merkezini vermesi icin Agirliklar A, B ve C iizerinde olmalidir.1837’de
Mobius, statik iizerine, iki eksene gore belirtilen bir vektoriin boyu fikrini agikca

belirttigi bir kitap yayimlamistir.

Mobius’un bu iki caligmasi arasinda, Bellavitis’in vektor tipinde nicelikleri igeren
geometrik bir ¢alismasi 1832°de yayimlanmustir. Bellavitis’in temel nesneleri AB dogru

parcalar1 olup, AB ve BA y1 iki ayr1 nesne olarak diisiinmiistiir.

Eger bu dogru parcgalar1 esit ve paralel ise bu iki dogru parcasini es olarak tamimlar.
Boylece modern gosterimde “iki dogru parcast aymi vektorii temsil ediyorsa estir”

seklinde kullanilmustir.

Daha sonra Bellavitis, “dogru parcalarinin toplamimi” tanimlayarak, bir vektor uzay

kavraminin olugmasina yardimei olmustur.

1814’de, Argond diizlem {iizerinde kompleks sayilar1 noktalar olarak gostermistir. Bu,
reel sayilarin ikililer olarak siralanmasidir. Hamilton kompleks sayilari iki boyutlu reel

vektor uzayi olarak gostermistir.

Bununla beraber tabii ki bunlar1 genel soyut terimler olarak kullanmamistir. Bu
sonuglar1 bir ¢calismada Irlanda Akademisine 1833 de gostermistir. Hayatinin sonraki 10
yilimi Reel sayilar iizerinde 3 boyutlu vektdr uzayin carpma islemini tanimlamaya

calisarak gecirmistir.

Hamilton, 4 boyutlu vektér uzayinin onemli bir 6rnegi olan quaternionlar1 1843’te

yayimlamustir.

1857’de Cayley quaternionlarin, matrislerle gosterilebilecegini fark etmistir.
1867°de Laguerre Hermite bir mektup yazarak, “Sur le calcul des systémes linéaires.”
indisli tek harflerle gosterilen lineer esitliklerin bir sisteminden bahsetmistir. Laguerre

bu lineer sistemlerin toplamini, ¢ikarmasini ve carpmasin tanimlamistir. Bu ¢alismada



Laguerre cebirsel sistemleri kompleks sayilar olarak birlestirmeyi amaclamistir.

Hamilton’un quaternionlar1 ve notlari, Galois ve Cauchy tarafindan tanitilmistir.

Laguerre’nin lineer sistemlerdeki calismasini Carvollonun 1891 deki ¢alismasi takip
etmistir. Bu calismada vektor fonksiyonlar: iizerinde operatorler tanimlanmis ve

matrislerle operatorler arasindaki agik fark ortaya ¢ikarilmistir.

“Bir matris ve bir operator arasindaki farki anlamak icin, su ifadeyi sdylemek yeterli
olacaktir. Eger koordinat sistemi degistirilirse, ayn1 vektor fonksiyonunu ayn1 operatorle

farkli bir matris yardimiyla elde edebiliriz.”

Koordinatsiz geometri iizerinde calisan baska bir matematik¢i de Grassmann idi.
Grassmann’in c¢alismast biiylik Olciide orjinaldi. Fakat barycentric koordinatlarinin
gosterimi Mobius tarafindan tamtilmistir. Grassmann’in yazis1 “Die Ausdehnungslehre”
cok farkli versiyonlarla goriilmiistiir. Bunlardan ilki 1844 yilina aittir. Fakat okumak

icin cok zor bir ¢calisma oldugundan agik¢a matematikgiler tarafindan ilgi gérmemistir.

Boylece 1862°de Grassmann daha okunabilir bir versiyon yazmayi denemistir.

Grassmann bu yeni versiyonda calismak icin Clebsch’den ilham almistir.

Grassmann, toplama, skalerle ¢carpma ve ¢arpmanin bir bicimsel islemini tanimladigi
elemanlarin sistemini diislinmiistiir. “Basit nicelikler” diye anilan tanimlanmamis
elemanlarla baslamis ve belirtilen kurallart kullanarak da kompleks nicelikler

olusturmustur.

Grasmann’in c¢alismasi vektor uzaylarin bilinen Onermelerini igerir. Fakat bir carpma
islemi tanimlandigindan beri, Grasmann’in yapilar1 bugiinkii adiyla Cebirin 6zelliklerini
saglar. Kesin yapilar simdi Grassmann’in cebiri olarak bilinir. Grassmann’in
caligmasinda Lineer bagimsiz ve Lineer bagimli kiimelerin elemanlar1 agikca

belirtilmistir.

Grassmann’in 1844 deki calismasinda skaler sonugta goriilmiistiir.



Grassmann’in 1862 deki “Die Ausdehnungslehreé versiyonu teorisinin bir Ozetini
verdigi uzun bir tanitim idi. Bu tamitimda bazi matematikciler tarafindan itiraz edilmis

formal metotlarin1 da savunmustur.

Grassmann’in savunmasi, aksiyomatik bir teori kurdugunu gostermektedir.

Cauchy ve Saint-Venant’in, Grassmann’a benzer sistemler bulmak icin bazi iddalari
vardir. Venant’in iddiasi, 1845°de Grassmann’in yayimlanan calismasindan bu yana,
dogru olan ilk caligmadir. Bu ¢alismada Venant, dogru pargalarim1 Grassmann’inkine

benzer bir yolla carpmustir.

Grassmann Saint — Venant’in ¢alismasin okudugunda, 1844°deki ¢aligmasini Venant’ in
okumadigin1 fark etmis ve Cauchy’e calismasinin ilgili yerlerinin iki kopyasini
gondererek, bir kopyasini da Saint — Venant’a gondermesini istemistir. Cauchy’nin daha
tipik olarak 1853’de yayimladig “Sur les clefs algebruque in Comptes Rendus” da
Grassmann’in metoduna uyan, formal bir sembolik Metod tanimlamistir. (Grassmann’a
basvurmadan.) Grassmann, Academie des Sciences’e sikayet etmistir. Calismasinin
Cauchy’ninkinden daha oOnce yapildigimi belirtmistir. 1854’de bir komite kimin
oncelikli oldugunu arastirmak icin toplanmis ancak hala komiteden bir sonug

alinmamustir.

Grassmann’in ¢alismasinin 6nemini ilk géren Hankel, 1867°de “Theorie der complexen
Zahlensysteme” adli bir makale yazmistir. Sembollerin birlesiminin soyut olarak
tanimlandig1 formal sistemler hakkinda yazilmis bir caligmadir. Caligmasinin temelinde
verildigi gibi Grassmann’in “Die Ausdehnungslehre” ¢alismasina inanmustir.

Reel lineer uzayin aksiyomatik tanimini ilk veren 1888 yilinda Torino’da bir kitap
yayimlayan Peano olmustur. Leibnitz, Mobius’un 1827 deki ¢alismasini, Grassmann’in
1844’deki c¢alismasin1 ve Hamilton’un quaternionlar {izerine c¢alismasini, kendisine

formal hesaplarinda yol gosteren fikirler olarak gérmiistiir.



Peano’nun 1888’de yazdigi “Calcolo geometrica secondo I’Ausdehnunglehre di
h.Grassmann preceduto dele operazioni della logica deduttiva” kitabi dikkate degerdir.
Islemler kiimesinin basit hesaplarinin modern notasyonlarini tanitmustir.

N,u,€ sirastyla kesisim, birlesim ve elemanidir sembolleridir. Bu, notasyonlarin kabul

edilmesinden pek ¢ok yi1l 6nce olmustur.

Aslinda Peano’nun kitabi, yillar boyunca ¢ok az etki gérmiistiir. Modern bir lineer uzay

ve lineer cebir tanimina icerik acisindan hemen hemen denktir.

Peano’nun kitabinin 9. béliimiinde lineer uzay icin aksiyomlar verilmistir. Peano’nun
1888’de calismasinin devamuni yazdigina inanmak zordur. Sanki 1988’de yazilmis

gibidir. Bu aksiyomlardan ilki, elamanlarin esitligi ile ilgilidir.

1-a=Db ancak ve ancak b =a,
Eger a=b ve b=cise a=c’dir.
2- a ve b gibi iki elemanin toplam1 a+b ile tanimlanir ve asagidaki esitlikler saglanir.
Eger a=»b ise a+c=b+c
a+b=b+b
a+(b+c)=(a+b)+c
Son esitlik genel olarak a + b + ¢ ile gosterilir.

3- Eger a sistemin bir eleman1 ve m pozitif bir tamsay1 ise, ma ile m tane a sayilarinin

toplamin1 anlayacagiz. a,b,..... elemanlarin ve m, n pozitif tam sayilar1 i¢in.
Eger a=bise ma = mb

m.(a+b)=ma+ mb

(m+n).a=ma+na

m.(na) = mna

la=a



Herhangi bir reel say1 m i¢in ma notasyonunun bir 6nceki esitliklerdeki gibi bir anlami
oldugunu diisiinebiliriz.

Peano, “0” ile gosterilen sifir’in varligini belirterek devam etmis ve 0.a = 0 demistir.

a - b demek a + (-b) demektir ve a - a = 0 ve 0 + a = 0 oldugunu gostermenin kolay

oldugunu belirtmistir.

Peano, lineer sistemi, onun dort kosulunu saglayan herhangi bir sistem olarak

tanimlamistir. Bagimli ve bagimsiz nesneleri tanimlayarak, boyut kavramini vermistir.

Sonlu boyutlu uzaylarin bir temeli oldugunu ispatlamis ve sonsuz boyutlu lineer

uzaylarin 6rneklerini vermistir.

Peano, x degiskenli f(x) tam fonksiyonunu diisiinmiis, f;(x) ve f(x)’in toplamini

tanimlamis ve f(x)’in sonucunu bir m reel sayisi ile gostermistir.

Peano, lineer operatorleri lineer uzaylar iizerinde tanimlayarak, lineer operatorlerin

sonucunu ve toplamini tantmlamagtir.

1890’da Pincherle, sonsuz boyutlu bir vektor uzay iizerinde lineer operatorlerin formal
bir teorisi iizerine ¢alismistir. Her ne kadar ¢alismalarinda Peano’yu dikkate almasa da

tersine d’ Alembert ve Leibnitz’i soyut operator teorisinde esas almistir.

Bu alandaki pek cok calisma gibi ¢ok az bir etki yapmis ve Banach’a kadar aksiyomatik

sonsuz boyutlu vektor uzaylar iizerine kimse ¢alismamaistir.

Peano’nun ulastig1 seviyeye, hi¢ kimse yetisememesine ragmen, 1904’te Hilbert ve
ogrencisi Schmidt fonksiyonlarin sonsuz boyutlu uzaylar1 iizerine calismislardir.
Hilbert’in uzay teorisindeki geometrik dili tanitan Schmidt, 1908’deki soyutlamalara

dogru bir yaklagim izlemistir.

Tam aksiyomatik bir yaklasim, 1920’deki Banach’in doktora ¢alismasinda belirtilmistir.



2. GENEL BILGILER

Tamim 2.1: Elemanlarina noktalar denilen A kiimesi ile, elemanlarina dogrular denilen

L kiimesi verilsin. " N4 = @ olmak iizere, N x £ kiimesi iizerinde tamiml tizerinde
bulunma bagintisi o olmak iizere olusturulan (%, £, o) sistemine (iigliisiine) bir

geometrik yapi1 denir.

Tanmm2.2: N; €%, i = 1,2,3,..... noktalar1 verilsin. Njod olacak bi¢imde bir des

dogrusu varsa N, Ny, Ns,.... noktalar1 dogrudastir denir.

{N;: N; € %; Njod, de/ }kiimesine de dogrudas kiime denir.

Tanmm 2.3: d; €/ , Nod; olacak bigimde bir Ne o noktasi varsa dj,ds,.... dogrulari

noktadastir denir.

{ d; :die/ , Nodi, Ne 9 }kiimesine de noktadas kiime denir.

Tamm 2.4: d,,d,e , d;#d, olsun. Nod; ve Nod, olacak bicimde higbir Ne % noktasi

yoksa d; ve d dogrularina paraleldir denir ve d; // d, ile gosterilir. d; dogrusu d,

dogrusuna paralel degilse d, }f d; ile gosterilir.

Tammm 2.5: 9, elemanlar1 noktalar, / elemanlar1 dogrular olan kiime olmak iizere

U = (%; £) sistemine bir uzay denir.

Tanmm 2.6: Asagidaki aksiyomlar1 saglayan U = (%; /) uzayma bir Yaklasik Lineer

Uzay veya Kismi Diizlem denir.

YL1 : Herhangi bir dogrunun en az iki noktasi vardir.

YL2 : iki nokta en ¢ok bir dogru iizerindedir.



Ornek 2.1 : % noktalar kiimesi Oklid 3- uzaymin noktalar1 kiimesi ve , alisilmis

biitiin dogrularin kiimesi ise U = (%; ) bir yaklagik lineer uzaydir.

Tanim 2.7: Elemanlarina noktalar denilen & kiimesi ve elemanlarina dogrular denilen

kiimesi verilsin. & N/ = @ olmak iizere, “0” da N x £ kiimesi iizerinde tanimli bir

tizerinde bulunma bagintis1 olmak iizere asagidaki Al, A2, A3 aksiyomlarini saglayan

(v, < ,o)geometrik yapisina Afin Diizlem denir. Bu Afin diizlem genellikle

/A=( N, £, o) bigiminde gosterilir.

Al : Her A,Be &, A # B noktalan icin Aod ve Bod olacak bicimde bir ve yalniz bir

de.Z dogrusu vardir.
A2: A g dolmak iizere, V Ae N ve Vd e dogrusu i¢in Aoc ve ¢ // d olacak bigimde

bir ve yalniz bir ce ./ dogrusu vardir.

A3 : Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Teorem 2.1 : Her sonlu /A afin diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyan n > 2 6zellikli bir

n tam sayist vardir. Bu tam sayiya ilgili afin diizlemin mertebesi denir.

1) /A afin diizleminin her dogrusu iizerinde n tane nokta vardir.
2)/A afin diizleminin her noktasindan n+1 tane dogru geger.

3)/A afin diizlemindeki toplam nokta sayisi n? dir. |NV] = n’

4)/A afin diizlemindeki toplam dogru sayisin> + n dir. | |=n* + n

Ornek 2.2 : En Kiiciik Afin Diizlem

Herhangi {icii dogrudas olmayan 4 nokta K,L.,M,N olsun.
N={K,L,M,N}

4 = {KL,LM,MN,KN,LN, KM}



Sekil 2.1

(%, £, 0) geometrik yapisinin bir afin diizlem oldugunu gosterelim.

Al) KM e o, K# M noktalarini alalim.
K V M = KMe ./ olacak sekilde bir ve yalniz bir KM dogrusu vardir.

A2) KgLLM olacak sekilde, Ke & ve LMe ./ ele alalim. K noktasindan gecen ve LM ye

paralel olan bir ve yalmiz bir KN dogrusu vardir.

N g KM, Ne & ve KMe. goz 6niine alalim.

N den gecen ve KM ye paralel olan bir ve yalniz bir LN dogrusu vardir.

A3) K,L,M dogrudas olmayan ii¢ noktadir.

Tanmm 2.8: Elemanlarina noktalar diyecegimiz N kiimesi ve elemanlarma dogrular

diyecegimiz / kiimesi verilsin. 7 N/ = @ olmak iizere o da N x £ kiimesi iizerinde

tanimli {izerinde bulunma bagintisi olsun. Asagidaki P1, P2, P3 aksiyomlarini saglayan

(%, £, 0 ) geometrik yapisina bir Projektif Diizlem denir ve bu diizlem genellikle

IP = (%, £,0) ile gosterilir.

P1) VM,Ne &, M#N i¢in Mod ve Nod olacak bi¢imde bir ve yalniz bir de / dogrusu

vardir.

P2) V ¢,de.Z i¢in Noc ve Nod olacak bicimde en az bir Ne A noktasi vardir.



P3) Herhangi iicii dogrudas olmayan 4 nokta vardir.

Teorem 2.2 : Her sonlu IP = (%, / , 0) projektif diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyan

bir n = 2 6zellikli n tam sayis1 vardir. Bu tam say1ya ilgili projektif diizlemin mertebesi
denir.

1) IP projektif diizleminin her dogrusu iizerinde n+1 tane nokta vardir.
2) IP projektif diizleminin her noktasindan n+1 tane dogru geger.
3) IP projektif diizlemindeki tiim noktalarin sayis1 n’+n+1"dir.

4) IP projektif diizlemindeki tiim dogrularin sayisi n*+n+1"dir.

Ornek 2.3 : En kiiciik projektif diizlem 7 nokta ve 7 dogrudan olusur.
N={1,2,3,4,5,6,7}
4 ={d1,dy, d3,d4,ds,de,d7} ve

di= {1,2,3}, do= {1,4,5}, ds= {1,6,7)
ds= {2,5,6}, ds= {3,4,6}, de= {3,5.7)
d={2,4,7}

olmak iizere (%, £, o) sisteminin bir projektif diizlem oldugu kolayca goriilebilir.
P1)3#5,3,5€ walalim 3v 5=dg olup dee £ dir.
P2) d;£d;, d3, d7, € £ alalim. d3 A d7=7, 7e N dir.

P3) 1, 3, 4, 7 herhangi iicii dogrudas olmayan 4 noktadir.
Yedi noktal1 bu projektif diizleme Fano diizlemi denir.

Bu diizlem asagidaki sekille gosterilmistir (Kaya 1992).

10



Sekil 2.2

VK cismi iistiinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi olsun.

Tanmm 2.9 : X bos olmayan bir kiime olmak iizere
¢o: Xx X—>V
biciminde, asagidaki iki onermeyi dogrulayan bir ¢ fonksiyonu varsa X kiimesi V ye
iliskin bir afin uzaydir denir.
A Ul : xdeki her P,Q,R noktalar1 i¢in
¢ (P.R) = ¢ (P,Q) + ¢ (Q.R) dir.
AU?2 : xdeki her bir P noktas1 ve V deki her bir a vektorii i¢in ¢ (P,Q) = o olacak

biciminde X de bir ve yalniz bir Q noktas1 vardir.

X bir afin uzay ise @(P,Q) vektorii kisaca P—Q biciminde gosterilir. P ye bu vektoriin

baslangic noktasi, Q ya da bitim noktasi denir. Bu gosterime gore yukaridaki 6nermeleri

sOyle verebiliriz.

_— — —

A Ul : xXdeki her P,Q,R noktalar1 i¢in PR=PQ+ QR dir.

A U2: xdeki her bir P noktas1 ve V deki her bir o vektorii icin ?Q = o olacak bi¢imde

X de bir ve yalniz bir Q noktas1 vardir.

X, V ye iliskin bir afin uzay ise V nin boyutuna X afin uzayinin boyutu denir.

Ornek 2.4 : V=K" ve X = K" alalim. K" x K" — K"
P.Q - Q-P
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bigiminde tanimlayalim. K" kiimesi K" ye iligik (birlestirilmis) bir afin uzay olur.

Bu afin uzaya n — boyutlu standart afin uzay denir.

X, V vektor uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay olsun.

Tamm 2.10 : Y, X'in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Y nin en az bir P noktas1 i¢in,

{PQ :QeY )

kiimesi V nin bir alt vektor uzay: ise Y kiimesine X'in bir afin alt uzayidir denir.

Sekil 2.3
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3. YAKLASIK LINEER UZAYLAR

Tanim 3.1 : Asagidaki aksiyomlar1 saglayan U = (', /) uzayimna bir Yaklagik Lineer

Uzay demistik.
YL 1 : Herhangi bir dogrunun en az iki noktas1 vardir.

YL 2 : iki nokta en ¢ok bir dogru iizerindedir.

Ornek 3.1: v={ 123,456} ve
< ={{1,2,3},{2,4},{3,4,5},{1,4} }olsun. Bu uzayi sekil 3.1 ile gosterebiliriz.

Sekil 3.1

Her iki aksiyomu da sagladigindan, yaklasik lineer uzay olur.

Ornek 3.2 : %; 6klid 3 — uzaymn noktalar kiimesi olsun.  ise 6klit 3 — uzaymnin

diizlemlerinin kiimesi olsun. Bu durumda U = (%; ¥) yaklasik lineer uzay midir? iki

noktadan sonsuz tane diizlem gectiginden YL2 aksiyomu saglanamaz. Dolayisiyla

yaklasik lineer uzay degildir.

Ornek 3.3:
1 1) Yedi nokta ve yedi dogru vardir.
2 6 2) Her dogru ii¢ noktaya sahiptir.
3) Her nokta ii¢ dogru iizerindedir.
4 3 5
Sekil 3.2
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Sekil 3.2 de bu sistem tam olarak gosterilmektedir. Sayet noktalar O, 1, 2, 3,4, 5 ve 6 ile
gosterilirse, dogrulart;

{1,2,4}, {2,3,5}, {3.4,6}, {0,4,5}, {1,5,6},{0,2,6} ve {0,1,3}kiimeleri olur. Bu sec¢im
keyfi olarak yapilabilir. Bu secimin 6zelligi 7 ile bolimiinden kalan1 kullanmak ve i, 0
ile 6 arasinda degerler olmak {izere her dogru {1+i,2+i,4+i}bicimindedir. Yani
{1+5,2+5,4+5}= {6,7,9}kiimesi {6,0,2}dogrusudur. Bu yaklasik lineer uzaya Fano

diizlemi denir.

Yaklasik Lineer Uzay tanimi noktalarin varligini gerektirmez. Hi¢ dogrunun
bulunmadigi bu durumda yaklagik lineer uzay @ ile gosterilir. Eger noktalar

bulunuyorsa bile tanim dogrularin varligin1 gerektirmez.

Tamm 3.2 : Bir X kiimesinin eleman sayisina bu kiimenin mertebesi denir ve | X] ile

gosterilir.

Yardimcr Teorem 3.1 : Bir Yaklasik Lineer Uzayin iki farkli dogrusu en ¢ok bir

noktada kesisir.

ispat :d;,dy e £ ved; #d;olsun. Eger d, // d; ise paralellik tanimi geregince Nod,; ve

Nod; olacak sekilde bir N € A'noktasi yoktur.
d X dy ise Nod; ve Nod; olacak bicimde bir Ne A noktasi vardir.
Kabul edelim ki Mod; ve Mod, olacak bi¢cimde M #N bir M € % noktas1 bulunsun.

Mod, ve Nod; oldugundan MVN = d,

Mod, ve Nod, oldugundan MVN = d; } dy=d, dir
d2

Sekil 3.3

Bu durum d; # d; olmasiyla celisir. Buna gore M = N dir.
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Yardimci Teorem 3.2 : d; ve d, dogrular d;cd; olacak bicimde ise bu durumda d; = d,

dir.

Ispat : YL1 aksiyomuna gore yani herhangi bir dogrunun en az iki noktas: vardir,
ifadesine gore d; en az iki noktaya sahiptir.
d; € d, oldugundan ve YL2 aksiyomuna gore yani iki nokta en ¢ok bir dogru iizerinde

oldugundan d; = d; olur.

Bir yaklasik — lineer uzaydaki toplam nokta sayisin1 v, toplam dogru sayisin1 da b ile
gosterelim. Bu durumda bir d dogrusu iizerindeki nokta sayis1 v(d), bir N noktasindan

gecen dogru sayisini da b(N) ile gosterelim.

Bir yaklasik lineer uzay U = (%, £) olsun. A nin herhangi bir alt kiimesine &' diyelim.
# nin en az iki noktas1 /"' de olan d dogrularinin dn V' kesisimleri yeni dogrular olarak
tanimlansin. Bu yeni dogrularin kiimesi ' ile gosterilsin. Bu durumda ~ K=( %', ")

yaklasik lineer uzay olur ve bu uzaya U nun kisitlanmis1 denir.

Ornek 3.4 : Oklid 2- uzayimnn (diizlem) noktalarmin kiimesi % ve alisilmis dogrularin

kiimesi de # olsun. A nin orijin merkezli birim ¢emberinin i¢ noktalarinin kiimesine N
diyelim. .Z deki dogrularin birim ¢emberdeki kisitlanmigini da /' niin elemanlari olarak

tanimlayalim. Boylece bulunan K= (V", £") uzay: oklid- 2 uzaymnin kisitlanmigidir.

Dogru ve ¢ember, diizlemde birbirine gore {i¢ halde bulunabilir. Dogru ¢emberi keser,

dogru cembere tegettir, dogru ¢cemberin hicbir noktasini kapsamaz.
Burada dogrular birim ¢cemberi keser. Ayrica dogru ¢cemberin lizerinde olmayan en az

iki noktaya sahiptir. Bundan dolay1r dogrulardan her biri sonsuz sayida nokta kapsar.

Yani YL1 ve YL2 aksiyomlar1 saglanir.

15



Ornek 3.5 : &= {a,b,c,d,e} ve ¥ = {{a,d},{b,c},{a,b,e}}olsun. Eger ' = {b,c,d} ise
4 "= {{b,c}} olur.

Ornek 3.6 : V= {a,b,c,d,e}ve her bir nokta ikilisi bir dogru olarak tanimlansin.

a

d
Sekil 3.4

Buradaki farkli kisitlamalar @, bir nokta, bir dogru, bir tiggen kosegenleri dahil bir kare

ve bu uzayin tiimiidiir.

Tamm 3.3 : U = (9, /) bir yaklasik - lineer uzay olsun. Her dogru bir nokta ve U nun

belli bir noktasindan gecen en az iki noktayi i¢eren biitiin dogrularin kiimesi bir dogru

olarak tanimlansin. Buradaki yeni nokta ve dogrularin kiimesi sirasiyla ' ve /' olmak
iizere R = (N, /") uzayina U nun dual yaklagik-lineer uzay: denir.
L "= {{NL,N,,....Ny }:Nje &' ,m>2 ve N, ,.... N, U nun belli bir noktasindan gegen

dogrularin tiimiidiir }

Sekil 3.1 e gore  d; ={1,2,3}, d, = {3,4,5},
d;={1,4}, ds={2,4}
ile gosterilen yaklagsik lineer uzaydir.

Bu durumda &' = {d;,d,,ds,d4}olur.

En az iki dogru iizerinde olan her nokta i¢in /' niin bir dogrusu elde edilir. Bu

dogrularin kiimesi,

L= {{d,d3},{d1,ds},{d1,d2},{d2,ds,d3} }dir.

16



d2 d4

ds
Sekil 3.5

Yardimci Teorem 3.3 : Yaklasik — lineer uzayin dual uzay: da yaklasik lineer uzaydir.

Ispat : Dual uzayin tanimindan, dual uzayda bir dogru iizerinde en az iki nokta

oldugunu biliyoruz. Buna goére YL1 aksiyomu saglanir.

Simdi dual uzayda iki noktayi ele alalm. U= (%; ) yaklasik lineer uzayinin bu

noktalara eslenen dogrular1 d; ve d, olsun. d; ve d, yi dual uzayda birlestiren her bir
dogru U uzayinda d; ve d; nin kesisim noktasi olur ve “yaklasik lineer uzayin iki farkl
dogrusu en ¢ok bir noktada kesisir” yardimci teoreminden en ¢ok bir kesisim noktast

vardir. Bundan dolay1 dual uzayda d; ve d, den gecen en cok bir dogru vardir.

Tamm 3.4 : Eger bir yaklasik lineer uzayin her bir dogrusu iizerinde tam olarak iki

nokta varsa bu yaklasik lineer uzaya grafik denir.

Sekil 3.4 iin gosterdigi lineer uzay bir grafik olur.

Bir yaklasik - lineer uzaydan dual uzayin elde edilis yolunun hemen aynisiyla bir grafik

elde edilebilir.

Tamim 3.5 : Lineer uzay olan bir grafige tam grafik denir.

Ornek 3.7 : Sonlu bir tam grafikte 2b + v = v* dir. v uzaydaki noktalarin sayisini, b

dogrularin sayisini gosterir.

17



v
( J adet farkli nokta ikilileri elde edilebilir. Her dogru iizerinde iki nokta oldugundan

( jzb olur.
2

[\

<

| —
vt @Dy 2y oobise v2 = 2b 4 dir.
Aw-2)! 2
Sekil 3.1 in grafigi d, d.

d. ds
Sekil 3.6

"= {{d,d3},{d1,ds},{d1,d2}.{d2,d3},{d2,d4},{d3,ds} }ler yeni dogrulardr.

Noktalar kiimesi NV'= {d;,d»,ds,d4 } diir.

Tamm 3.6: Bir (9, £) yaklasik —lineer uzayimin 9 noktalari kiimesinin “r ve s X’in, rs,
# nin bir dogrusu olacak bi¢imdeki noktalar1 iken rs nin tamam X dedir” 6zelligine

sahip bir X alt kiimesine (%, £) yaklasik- lineer uzayinin bir alt uzay1 denir.

Bos kiime, herhangi bir nokta, herhangi bir dogru, uzaymn kendisi bir uzayin alt

uzaylaridir.

3 Sekil 3.7 4

Sekil 3.7 deki uzayin diger alt uzaylart {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3}, {2,4}, {3.,4}, {1,3,4},
{2,3,4 }tiir.
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Yardimc Teorem 3.4: Bir uzayin herhangi sayidaki alt uzaylariin ara kesiti de bir alt

uzaydir.

Ispat: Herhangi sayidaki alt uzaylarin ara kesitini X ile gosterelim. Bu durumda r ve s,
X in noktalar1 iken ve bunlar bir rs dogrusu iizerinde iken rs < X oldugunu gostermek
gerekir. Ancak X i kapsayan herhangi bir alt uzay r ve s yi de kapsar. Bu yiizden tanim
geregince rs yi de kapsar. Dolayisiyla rs dogrusu X in arakesiti oldugu biitiin alt

uzaylarin i¢indedir. Bu yiizden rs, X in bir alt kiimesidir (Keyif 1994).

Tamm 3.7 : X bir U = (%, £) uzayinin noktalari kiimesinin bir alt kiimesi olsun. X i

kapsayan ancak X in iizerindeki higbir alt uzay has olarak kapsamayan bir alt uzaya X

in kapanisi denir ve < X > ile gosterilir.

Ornek 3.8 : Fano diizlemi;

0

Sekil 3.2

Yedi nokta ve yedi dogrudan olusmaktadir.

Her dogru iizerinde 3 nokta vardir. Her noktadan 3 dogru gecer.

Bu uzayda; <{5,6}>={1,5,6}
<{0,3,4}>={0,3,1,4,2,5,6} = U bi¢cimindedir.
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Yardimcr Teorem 3.5 : U = (%, £) yaklasik lineer uzay, X,Y < N ve ne N olsun.

<O>=0,XcCc<X> <X>=<<X>>, <n>={n}, <U>=Uve X C Y ise

<X>c<Y>

Ispat : @ de hi¢ nokta bulunmadigindan kapanis1 kendisidir. <@> = @ dir.
<X> kiimesi X in biitiin noktalarin1 kapsadigindan X < <X> dir. <X>, U nun bir alt

uzay1 oldugundan kendisini kapsayan en kii¢iik alt uzay kendisidir. Yani <<X>> = <X>
dir.

Ayni diistinceyle <U> = U ve <n> = {n} dir.

X cY olsun. Vx € <X> icin x € X ve dolayisiyla x € Y dir. Bu x € <Y> olmasim
gerektirir. Ayrica Xe mn olacak sekilde m,n € X noktalar1 vardir. m,n € Y oldugundan
mn, <Y> alt uzayinda bir dogrudur ve x € <Y> dir. Boylece Vx € <X> i¢in x e<Y>
ve dolayistyla <X> < <Y> dir.

Yardimer Teorem 3.6 : Bir X kiimesinin kapanis1 X iizerindeki biitiin alt uzaylarin

arakesitidir.

Ispat : “Bir uzaym herhangi sayidaki alt uzaylarmin arakesiti de bir alt uzaydir”
yardimci teoremi geregince bu arakesitin kendisi bir alt uzaydir. Bunun X iizerindeki en
kiiciik alt uzay oldugunu gormek kolaydir. Ciinkii arakesit alindiginda X iizerindeki her

uzay alinir. Dolayisiyla X i kapsayan en kiiciik alt uzay arakesit olacaktir (Keyif 1994).

X kendi kapanisimi gerer denir. Tersine olarak bir V alt uzay verildiginde eger <X> =V
ise X in V kiimesi icin bir Uretme = Germe kiimesi oldugu sdylenir. Oyleki ayn

zamanda X, V’yi gerer.

Tanmm 3.8 : Kendi kapanisini iiretmek icin yeter nokta kapsayan bir kiimeye bagimsiz
kiime denir. Bir bagimsiz X kiimesi her x € X i¢in x¢ < X \ {x}> 0zelliginde bir

kiimedir.

20



Ornek 3.9 : Fano diizlemindeki yaklasik — lineer uzayda X = {1,5,6} kiimesi bagimsiz
kiime degildir. Ciinkii kendi kapanisini tiretmek i¢in gerekenden fazla nokta kapsar, 1 ve
5 yeterlidir.

6e < X\ {6}> dir. Boyle bir kiimeye bagimlidir denir. X = {1,5 }kiimesi bagimsizdir.

Bos kiime gereginden fazla eleman kapsamadigindan bagimsiz kiimedir. Bir tek
noktadan olusan kiime bagimsiz kiimedir. Herhangi bir nokta ikilisinden olusan kiime

bagimsiz kiimedir.

Tamm 3.9 : Bir U yaklasik — lineer uzayinin noktalarinin U’yu iireten bir bagimsiz alt

kiimesine U nun bir bazi denir.

Ornek 3.10 : Fano diizlemi bir yaklasik-lineer uzay idi. Bu uzayin iki bazi

{1,2,0},{3,5,6} dir.

Bir uzayin biitiin bazlarinin eleman sayisinin ayni olmasi gerekmez.

Ornek 3.11 :

Sekil 3.8

Sekildeki yaklasik-lineer uzay icin {4,5,6,7},{1,8,3},{1,2,3} birer bazdir ve bu bazlarin

eleman sayilari farklidir.

Tamm 3.10 : U yaklasik-lineer uzay olsun.
min {IBl :B, U nun bir bazidir}sayisinin bir eksigine U yaklasik-lineer uzayinin boyutu
denir.

Bir dogru, bir nokta, @ den olusan uzaylarin boyutlar1 sira ile 1,0,-1 dir.
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Herhangi bir (%, £) uzay1 bir matris ile gosterilebilir. Her nokta bu matrisin bir satirina

ve her dogru bir siitununa eslenir. Matriste (i,j) inci yere eger N; noktast d; dogrusu

tizerinde ise 1, degil ise O yazilir. Bu sekilde yaklasik lineer uzay i¢in bir matris su

sekilde olusturulur;

N=1{1,2,34,56} ve £ = {{1,2,3},{2,4},{3,4,5},{1,4}} olsun.

dld2d3d4
1If[1 0 1 O]
211 0 0 1
311 1 0 0
40 1 1 1
50 1 0 0O
6|0 0 0 0]

Burada nokta ve dogrularin farkli isaretlenmesiyle farkli matris elde edilir. Bu
isaretlemelerin degistirilmesi aslinda matrisin satir veya siitunlarinin degistirilmesiyle
sonuglanir. Bu secimi bir dereceye kadar kisitlamak i¢in su sartlar konulabilir.

v(d,) = v(d,) 2 v(d;) =...2v(d,) olacak sekilde d; d,ds....... de olarak isaretlenmelidir.

Benzer olarak noktalar da b(N;) > b(N;) > b(N3) > ...... b(N,) olacak sekilde

isaretlenmelidir.

Bu durumda;
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d;={1,2,3} d»={3,4,5} d3={1,4} dy = {2,4} olarak alinabilir. Ancak noktalar matriste
bu kritere uygun degildir. Bunun i¢in matriste 1 ve 4 noktalarinin yerini degistirmek
yeterlidir.

V; = v(d;) ve b; = b(N;) olarak tanimlansin.

0, N;ed,

rj =1(N;,dj) = [1 N ed
bl i _]

Tammm 3.11 : 1;; degerine N; noktasinin d; dogrusu iizerinde bulunma degeri, matrise de
tizerinde bulunma matrisi denir.
Bu matrise bakildiginda uzay hakkinda bazi bilgiler elde edilebilir. Ornegin; satirda

goriilen 1 lerin sayisi bu satira eslenen noktadan gecen dogru sayisidir.

Bir siitunda goriilen 1 lerin sayis1 ona eslenen dogru iizerindeki nokta sayisidir.

b
Eger her siitundaki 1 ler toplanip siitun siituna eklenirse Z v; elde edilir. Eger satirdaki
=}

1 ler toplanir ve satir satira eklenirse Z:bi elde edilir.
i=1

Asikar olarak iki degisik yoldan ayni sayida 1 sayilir. Bu yiizden ;

b
i=1

AMC
<

1l
LN

[ 1%

b b
2= 2n=
j i=1

j=1 j=1 =l

v

r; = Y.b, denklemi elde edilir.

i
i=1

N

<

J

1l
UN

0 ve 1 lerden olusan herhangi bir matris ne zaman yaklasik-lineer uzay gosterir?
YLI ve YL2 aksiyomlarinin saglanip saglanmadigina bakilir. Bunun icin her siitunda en
az iki tane 1 olmalidir ki YLI saglansin. Farkli 1 ve j i¢in rjx ve rjx min her ikisi birlikte 1

olacak sekilde en ¢ok bir tane k sayis1 varsa da YL2 saglanir.

U = (%, £) bir yaklasik-lineer uzay ve V= (N"',£") onun dual yaklasik-lineer uzay1 olsun.

Bu iki uzayin iizerinde bulunma matrisleri birbiriyle nasil karsilastirilabilir?

U nun dogrulart &' niin noktalari olur. Fakat / ' niin dogrular1 yalnizca % nin dyle

noktalarina eslenir ki herhangi birinin tizerinde en az iki nokta bulunur. Bu yiizden;

Seklindeki 5 ve 6 noktalari elenir.
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Dual uzayin matrisi

|1t 110
d,|0 0 1

d,;1 0 0 1
d,/0 1 0 1
olarak elde edilir.

Bu matris, onceki matrisin 5. ve 6. satirlar1 hari¢ tutulursa transpozudur. Yani bu
matrisdeki rj; degerleri ilk matrisdeki r;; degerleridir. Birinci matrisin satir ve siitunlar

burada sirayla siitun ve satir olmustur.

Yardimcr Teorem 3.7 : Eger bir yaklasik-lineer uzayin her noktasi en az iki dogru
tizerinde ise, bu durumda nokta ve dogrularin sayisi dual uzayin sirasiyla dogru ve
noktalarinin sayisidir. Ustelik bir M matrisi icin (M")' = M oldugundan U nun dualinin
duali yine U olur.

Dual wuzayda elde edilen dogru ve noktalarin daha Once belirtilen tarzda
diizenlenmesinin sart olmadigi belirtilmelidir.

Burada belirtildigi gibi yaklasik-lineer uzayin herhangi bir alt uzayinin kendisi bir alt
uzaydir. Ayrica tiim uzaydaki noktalar ve dogrular yukaridaki gibi diizenlenirse bu
durumda alt uzaydaki iizerinde bulunma diizenlenmesi de istenen tipten olur. Bu yiizden
alt uzayin ozel diizenlenmis iizerinde bulunma matrisi sadece satirlar1 alt uzayin
noktalarina eslenerek siitunlar1 alt uzayda en az iki noktaya sahip olacak sekilde

secilerek elde edilmistir.

3
Uzaymin {3,4,5}alt uzayindan a1 matrisi elde edilir.

5|1
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{1,2,3,4,5}alt uzayindan da

d d, d, d,
1I[1 0 1 O]
211 0 0 1
311 1 0 0
410 1 1 1
500 1 0 0]

elde edilir.

Yardimcr Teorem 3.8 : U nun dogru diizenliligi (regiilerligi) s ve nokta diizenliligi t

olsun. Bu durumda vt = bs dir.

Ispat : Uzerinde bulunma matrisi géz oOniine alinarak ispat hemen goriiliir. Biitiin

satirdaki toplam 1 sayis1 = Biitiin siitunlardaki toplam 1 sayisidir.

Boylece v noktali ve b dogrulu bir yaklasik-lineer uzay hem nokta hem dogru regiiler

iken, nokta regiilerligi dogru regiilerligini gerektirir ve tersi de dogrudur.

Tamm 3.12 : k tane noktasi olan bir dogruya bir k- dogru denir. Benzer olarak k tane

dogrunun gectigi bir noktaya da bir k-nokta denir.

Yardimci Teorem 3.9 : Bir yaklasik-lineer uzayda dogru regiilerligi nokta regiilerligini

gerektirmedigi gibi, nokta regiilerligi de dogru regiilerligini gerektirmez.

Sekil 3.9

Yaklasik lineer uzay1 dogru regiilerdir. Ancak 7 noktasindan bir dogru gecmediginden,

nokta regiiler degildir.
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Sekil 3.10

Sekil 3.10 daki yaklasik lineer uzayr dogru regiilerdir. Ancak nokta regiiler degildir.
Ciinkii 1,2,4,7,8 den birer dogru gectigi halde 6 dan hi¢cbir dogru gecmez.

Sekil 3.11

Sekil 3.11 deki yaklagik lineer uzayda her noktadan iki dogru gectiginden nokta
regiilerdir. Fakat bazi dogrularin iizerinde iki, bazilarinin iizerinde ii¢ nokta oldugundan

dogru regiiler degildir.

3 Sekil 3.12 4

Sekil 3.12 deki yaklasik lineer uzayda nokta regiiler oldugu halde dogru regiiler
degildir.
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Tamm 3.13 : U = (% £) ve U' = (N',£") iki yaklasik-lineer uzay olsun. f,%V kiimesinden
' kiimesine tanimli bir fonksiyon olsun. Eger her de./ igin f(d)e " ise f ye U dan U'

ye bir lineer fonksiyon denir.

Nden N' ye bir fonksiyon bire bir ve orten ise bu lineer fonksiyon bire bir ve ortendir.
Nden N'ye bir fonksiyon bire bir veya orten ise bu lineer fonksiyon bire bir veya
ortendir.

de . dogrusu sonlu ve f(d) € # 'ise bu durumda v(d) > v(f(d)) olduguna dikkat edilir.

Bu yiizden dogrular daha kisa dogrulara doniistiiriilebilir ancak daha uzun dogrulara
doniistiiriilemez.

U fano diizlemi olan yaklasik-lineer uzay olsun. U' de Sekil 3.13 deki yaklasik lineer

uzay olsun.
a
1
b g
2 6
e
c d
4 . 5 ( Sekil 3.13)
f asagidaki gibi tanimlansin.
f:0—->d boylece f: {1,2,4}—{b,d}
1-b {0,4,5}—{d.g}
2-b {1,,5,6}—>{b.g}
3—>b {0,1,3}—{b.d}
4—d {2,3,5}—{b.g}
6—b {0,2,6}—{b.,d}

Boylece f lineer bir fonksiyondur. Bire bir ve orten olmadigi asikardir.
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Tamm 3.14 : U ve U'iki yaklagik lineer uzay olsun. U dan U' ye bire bir, drten ve lineer
f fonksiyonu var ve f "'de lineer fonksiyon ise U ve U' uzaylarina izomorf uzaylar denir.
f ye de izomorfizm denir.

Iki uzaym aym olmasi izomorf olmalari olarak anlagilir.

a b a b a

(1) 2) 3)

Buradaki (1) ve (2) deki uzaylar izomorftur yani aynidir. Ciinkii bu uzaylar arasinda bir

izomorfizm tanimlanabilir.

(")rnegin; f(a) = a, f(b) = b, f(c) = c, f(d) = d olsun. Bunlar arasindaki ©6zdeslik
doniisiimii bir izomorfizmdir.
f lineer, bire bir ve Ortendir. Sonlu iki uzay izomorf ise ikisi aym sayida elemana

sahiptir. Bu nedenle (3) iin (1) e izomorf olmadig1 goriiliir.

Yardimer Teorem 3.10 : U = (9, ¥) den U' = (W', £ ") ye f lineer fonksiyonu bire bir
ise bu durumda biitiin d ler icin v(d) = v(f(d)) dir.

Ispat : Eger f fonksiyonu bire bir- ise V x,yed, x # y icin f(x) # f(y) olacaktur.
Dolayisiyla v(f(d)) =2 v(d) d nin V x elemant f(d) nin farkli bir elemanina doniistiigii i¢in

V f lineer fonksiyon i¢in v(d) = v(f(d)) oldugundan v(d) = v(f(d)) olur.

Yardima Teorem 3.11 : Eger f, U = (%; /) den U' =(N",£")ye bir izomorfizm ise biitiin

d ve N ler icin v(d) = v(f(d)) ve b(N) = b(f(N)) dir.

Ispat : v(d) = v(f(d)) oldugu yardimci teorem 3.10 den bilinmektedir. Ciinkii

izomorfizm oldugundan bire bir dir.
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N e d olsun. Lineer fonksiyon tanimindan f(N)ef(d) dir. Dolayisiyla b(f(N)) =b(N)
olur. f ' U'den U ya f ile benzer 6zellikleri tasiyan bir fonksiyon oldugundan

b(f 'l(f(N))) > b(f(N)) dir ve dolayisiyla

b(N) > b(f(N)) olur.

Sonug olarak b(N) = b(f(N)) dir. Yani bir izomorfizm varsa bir dogru iizerindeki nokta

sayis1 ve bir noktadan gecen dogru sayisi sabit kalir.

Tanmm 3.15 : U = (%, £) uzayinin kendi iizerinde bir izomorfizmine otomorfizm denir.

Geometride buna kolinasyon denir.

Sekil 3.2. deki yaklasik lineer uzayin 168 tane kolinasyonu vardir. Bunlarin bir kismi1
f1: (1,2,4,0,5,6,3)— (1,2,4,0,5,6,3) (i inci nokta i inci noktaya doniisiir.)

f2: (1,2,4,0,5,6,3)— (1,6,5,0,4,2,3)

f3: (1,2,4,0,5,6,3)— (4,0,5,6,1,2,3) tiir.

Sekil 3.13 deki yaklasik- lineer uzayin biitiin kolinasyonlarini bulmak i¢in su yol takip
edilir.

Yardimc1 teorem 3.11 e gore bir kolinasyon {a,c,e}kiimesini kendisine ve
{b,d,g}kiimesini de kendisine doniistiirmek zorundadir. Eger f:a—a ya ise iki olasilik
vardir. c—e ve e—c veya c—c ve e—e f lineer oldugundan b,d,g,... sabit kalir. Boylece

asagidaki sekilde f; elde edilir.

fi: a—a f,:a—a
b—b b—g
c—c¢C c—e
d—d d—d
e—e e—cC
g—g g—b

f5: a—>c fs: a—>c
b—b b—d
c—a c—e
d—g d—g
e—e e—a
g—d g—b

f5 :a—e fs : a—e

29



b—g b—b

c—a Cc—C

d—b d—b

c—C c—a

g—d g—g
Sekil 3.14

Eger c — e ve e — c denirse f nin sekil 3.14 deki f = f, nin lineer kuvveti oldugu
goriiliir. Kabul edelim ki f, a y1 hareket ettirsin. Iki se¢cim vardir.

f: a — c olsun. Eger ¢ — aise bu durumda e — e ve f nin lineerligi f nin sekil 3.14 deki
f = f3 olmasim gerektirir. Eger ¢ — e ise bu durumda e — a ve f, f = f4 {in lineer kuvveti
olur. Son olarak f : a — e olsun. c—a durumunda e — c¢ ve f de f5 olmak zorundadir.
Eger f : ¢ — c ise bu durumda e — a ve f, fg olur. Bunlar U nun kolinasyonlarinin

miimkiin olan biitiin olasiliklaridir.
Biitiin Xe % ler i¢in f(X) = X 6zdeslik doniistimiiniin U= (%, %) nin her zaman bir

kolinasyon olduguna dikkat edilmelidir.

Yardimear Teorem 3.12 : f ve g, U = (9V, £)nin kolinasyonlari ise bu durumda f 1ve

fog de U nun kolinasyonlaridir.

ispat : f ' ve fog nin A den 9V ye bire bir ve 6rten oldugunu ve f "'in lineer oldugunu

biliyoruz. fog nin lineer oldugunu géstermek yeterlidir. g lineer oldugundan de olup, f
nin de lineer oldugu kullanilirsa f(g(d))e £ elde edilir. Dolayisiyla fog nin lineer oldugu

goriiliir.

Yardimer Teorem 3.13 : Bir yaklasik lineer uzayin biitiin kolinasyonlart kiimesi

fonksiyon bilesimi altinda bir gruptur.
Ispat : U = (v, &£) uzayinin biitiin kolinasyonlariin kiimesi G ile gosterilsin. f, g € G

iken Yardimc1 Teorem 3.12 geregince f ', fog € G . Yani G kiimesi fonksiyon bilesimi

islemine gore kapalidir.
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Fonksiyonlar genel olarak fonksiyon bilesimi islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir.
I 6zdeslik doniisiimii bu fonksiyonun etkisiz elemamidir. V f € G icin f ' € G dir ve

fof '= f 'of = I dir. Yani grup aksiyomlari saglanir (Keyif 1994).
grup y g y
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4. LINEER UZAYLAR

Tanim 4.1 :
L1 : Her dogrunun en az iki noktas: vardir.

L2 : Iki nokta tam olarak bir dogru iizerindedir.

aksiyomlarini saglayan bir U = (%, %) uzayina lineer uzay denir.

Yaklasik lineer uzaydaki P ve Q gibi farkli iki noktadan gecen dogru PQ ile gosterilir.

r;j = 0 asikar olarak c;; = v; ve b; = v; olmasimi gerektirir. b< 1 6zelligini saglayan bir
lineer uzaya asikar lineer uzay denir.

Bir yaklasik-lineer uzayi, lineer uzaya doniistiirmek icin yaklasik-lineer uzayda bir

dogruyla birlestirilemeyen biitiin nokta ciftlerini birer dogru olarak eklemek yeterlidir.

Sekil 3.8 deki uzay sekil 4.1 e doniisiir.

{1,2,3} ve {4,5,6,7}bu uzayin birer bazidir.

Ornek 4.1 : R* 6klid diizlemini g6z Oniine alalim. R? nin her bir noktasi reel sayilarin
bir siral1 (x,y) ikilisidir. R? diizleminin her dogrusu a,b,c € R olmak iizere

y = ax + b veya x = ¢ bi¢cimindedir. Bu bir lineer uzaydir. Lineer uzayin iki aksiyomunu
da saglar.

N'={(x,y): X"+ y* < 1 }olsun. Yani %" birim ¢emberin i¢ noktalarinin kiimesi olsun. /'

niin elemanlar1 da 6klid diizleminin dogrularinin ' ye kisitlanmisi olarak alinsin. Bu
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durumda x* + y2 = 1 cemberine teget olan dogrular % ' niin hi¢bir noktasini
icermediginden N'' niin her dogrusu iizerinde en az iki nokta (gercekte sonsuz sayida

nokta) vardir.

Boylece Llaksiyomu saglanir. L2 aksiyomunun da saglandigi aciktir. Bu durumda
(N, L") sistemi bir lineer uzay olur.
Lineer uzaymn duali lineer uzay olmak zorunda degildir. Ornegin & = {1,2}

L={{1,2}} olmak iizere U = (%, L) bir Lineer Uzaydir. Fakat bu uzayin duali "'= {d}

ve £'={ }olmak iizere U' = (&', £') olur ve bu uzay bir Lineer Uzay degildir.

d ] di 5
1 2
d2
. ds d4
Sekil 4.2 (a) %
4 ds 3
Sekil 4.2 (b)

Yine sekil 4.2 (b) Nv={1,2,3,4}

L =1 d; ={1,2}, dp ={1,3}, d3 ={1,4}, ds ={2,3}, d5s ={2,4}, d¢={3,4} }olmak iizere
U = (%, £) bir lineer uzaydir. Fakat U' = (&', £")

N'= £ ={d, dy, d3,dq, ds, dg}

L'={{dy, dy, d3},{d, d4, ds},{d>, da, dg},{d3, ds, dg} }olur.

d;, de¢ € W' olur ve bu iki noktadan gecen bir dogru yoktur.

Yardimci Teorem 4.1 : Bir lineer uzaym kisitlanmisi da daima bir lineer uzaydir.

Ispat : U = (9, &£) bir lineer uzay olsun. &' € N olsun. U nun %' ye kisitlanmist olan

uzay U' ile gosterilsin. U' niin £' dogrular kiimesi, kisitlanmis uzay tanimi geregi
asagidaki bigcimdedir.
L' ={dnN':de £,i#,3IN;, Nje V', Nied, Njed}
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U' = («', L) niin lineer uzay oldugunu gosterecegiz. Yani N,,,Nxe ' icin N, ve Nk
dan gegen d' dogrusunun varhig gosterilecektir.
N, Nk € V' = N, Ng e v

=d=N,Nkxe £

=d =dn9' olupde £ dir.

AN, Nk € &' dir ve Nyed, Nged oldugundan d'e £' olup bu da U' niin lineer uzay

oldugunu gosterir.

Bir lineer uzayin boyutu sonlu olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 4.2 : v = {(x,y) : (X,y) ¢cember iizerinde bir nokta}

£ = {d: d, R? de cemberi 2 farkli noktada kesen dogru}

U = (% £) sonsuz boyutlu bir lineer uzaydir. Ciinkii bu uzayin hicbir noktasi

digerlerinden elde edilemez.

Oklid diizleminin (%; £) durumunu yeniden inceleyelim. Herhangi bir d dogrusu i¢in d

nin kendisi de dahil d ye paralel biitiin dogrularin kiimesi [d] olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler saglanir.

Yardimci Teorem 4.2 :
a)d' e [d] ise [d'] = [d] dir.
b) Eger d' ¢ [d] ise [d'] N [d] = @ dir.

Ispat : (a)

Vx €[d] icin ya x = d' yada x // d' diir. d' € d geregince de ya d' =d yada d' // d dir.
Bunlar goz oniine alinacak olursa ya x = d yada x // d dir. Bundan dolay1 x € [d] olur.
Yani [d'] c [d] dir. [d] < [d'] olusu da benzer yolla gosterilebilir. Boylece [d] = [d'] olur.

(b)
Vy e [d]icinyay=dyaday//ddir.d'e [d] i¢cind =d yadad' //d dir.

y=dyaday//d = ye [d]=[d] c[d]
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[d] N[d] # D olsayd1 xe [d'] N[d] olurdu

xe[d'] ise (a) dan [x] = [d] ve xe[d] = [x] = [d] elde edilirdi. [d'] =[d] d'e[d]
oldugundan dolay1 d'e [d] celiskisi olusurdu.

O halde [d'|N[d] = @ dir.

Yeni bir (A ', &£") sistemi de asagidaki gibi olusturulsun.

N = NU([d] : de £}

L= {{du[d] : de L, {[d] : de £}}

N', % nin noktalar ile [d] paralel denklik siniflarindan olugsmustur. Paralel denklik
siiflarina sonsuzdaki nokta denir. £ nin her dogrusu da kendisine, i¢inde bulundugu
denklik siifi eklenerek genisletilmistir. Yani &£ nin her d dogrusuna sonsuzdaki [d]
noktasi eklenmistir. Boylece £' niin dogrusu sekline doniistiiriilmiistiir. Ayrica
sonsuzdaki tiim noktalar1 kapsayan ve sonsuz dogrusu denilen yeni bir dogru da

dogrular kiimesine eklenmistir. Asikar olarak &£' niin her dogrusu iizerinde en az iki
nokta vardir. (En az 2 farkli denklik sinifit vardir.) L2 nin de saglandigin1 gosterelim.

X,Ye o i¢in XY den gecen tek dogru XY nin genisletilmisidir.

Sayet noktalardan biri "' niin N noktas1 digeri sonsuzdaki bir [d] noktas1 ise bu takdirde
N ve [d] yi birlestiren tek dogru N nin [d] den gecen tek elemanidir. Eger noktalarin

ikisi de sonsuzdaki [d] ve [c] gibi iki nokta ise bu noktalardan gecen tek dogru sonsuz

dogrusudur. Boylece L2 aksiyomunun saglandigi goriiliir. Bu durumda (W ',.%) bir

Lineer Uzaydir. Buna genisletilmis reel diizlem yada projektif diizlem denir.
Bir lineer uzayin toplam nokta sayisi v ile toplam dogru sayisi b arasinda bagintilar

kurulacaktir. Lineer uzayda hicbir dogru bulunmamasi veya bir tek dogrunun var olmasi

hali disinda simdiye kadar incelenen lineer uzay orneklerinde b > v olmaktadir.

Yardimcei Teorem 4.3 : Bir yaklasik lineer uzayda Zbi (b; -1) <b (b-1) dir.

i=1
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Ispat : Bir yaklasik-lineer uzaym sonlu b tane dogrusu oldugunu kabul edelim. Bu
uzayin sabit bir Nj noktasindan gecen dogrularla olusturulacak sirali ikili sayis1 b; (b;—1)

dir. Biitiin noktalar icin bunlarla kesisen dogrularla olusturulan sirali ikililer iizerinden

toplam alinirsa Zbi (b, —1) olur. Bunlar kesisen dogrulardan olusturulan sirali ikili
i=1

sayisidir. YL2 den dolay1 bir sirali ikilinin burada birden fazla ge¢cmesi soz konusu
degildir. Bu uzayda kurulabilecek sirali dogru ikili sayis1 tam olarak b(b-1) dir. (Kesisen
dogrulardan olusan siral ikili sayis1 < biitiin uzaydaki sirali ikili sayist)

Zv:bi (b, —1) < b(b-1) dir.

i=1

Sonug¢ : Bir yaklasik lineer uzayda tiim dogrularin kesigmesi i¢in gerek ve yeter kosul

D b.(b,—1)=b(b—1) olmasidr.
i=1

Teorem 4.4 : (De Bruijn-Erdos)

b>1 6zelliginde herhangi sonlu lineer uzay U olsun. Bu durumda

i) b>v dir.

ii) Eger b = v ise herhangi iki dogru bir noktada kesisir.

ii) durumunda bir dogru {izerinde ya ©»-1 nokta, digerleri iizerinde ikiser nokta vardir

yada her dogru k+1 noktalidir ve her noktadan k+1 dogru gecer.

Ispat : (i) m =min {b;: 1 <i<wv}olsun.

M kendisinden m tane dogru gecen noktalardan biri olup bu dogrular d;,d,....,dy, ile
gosterilsin. 1< 1 < m ve N; # M olmak iizere Nied; olsun. L2 aksiyomu geregince N
noktasi ile d, dogrusu iizerindeki her noktada bir dogru olusturur. Dolayisiyla N den

gecen dogru sayist d; den gecen nokta sayisindan biiyiiktiir. Yani bj=v, dir.

Ayni yolla 11 <m-1 iken b; > v,

i+l
m m
Zl)i < sz‘ olur.
i=l1 i=1

ve by, 2 v, oldugu goriiliir. Buradan
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M den ge¢gmeyen her d dogrusu icin b(M)= v (d) oldugu gibi her N; noktas1 i¢in b(N;) >
b(M) = v(d) dir. Dolayisiyla her N; noktas1 i¢in m+1< j < b olmak iizere b; 2 v; olur.
Eger b< v ise

V(<by

V1<b;

VUm<bn_i
vm+1£ bm+1

Vp< by

b b
demektir. Toplam alinarak z v, < Zbi elde edilir.

i=1 i=1

b b
b< vise Zbi Sij olacag: asikardir.

i=1 j=1

v b
Yaklasik-  lineer  uzaylarda z b, = Z v, oldugunu  gormiistiik.  Boylece
i=1

Jj=1

Zv:bi = Zb:uj < Zb:bi elde edilir.
i=1

j=1 i=1
v b v
b<vise Zbi = Zbi + Zbi yazilabilecegi i¢in yukaridaki esitsizlik miimkiin degildir.
i=1 i=1 I=b+1

Ayrica m>1 dir. Aksi halde b=1 olur ki bu b>1 olusu ile celisir. Bu sebeple bir noktadan

en az iki dogru geger. Yukaridaki Zbi < Zbi celigkisinden kurtulabilmek i¢in b> v
i=1 =1

olmalidir.
ii) b= v olsun.
1€i<m-1i¢in vi+1 =b;, by, =V,

m+1 <j <b i¢in v; = b; dir.
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“U = (%, £) v noktal1 bir sonlu yaklasik-lineer uzay olsun. Bu takdirde U nun bir lineer

b
uzay olmast icin gerek ve yeter sart ZUj(vj—l)Zv(v—l) olmasidir.” teoremi
j=1

b b
geregince ZU ij(v; —1) =v(v—1) dir. Bu esitligin sol tarafi Zb ij(b; =) =b(b—-1)dir.
=1 j=1
Boylece yardimci teorem 4.3 geregince biitiin dogrular kesisir. Tiim dogrularin

kesigmesiyle iki durum olusur.

I. Durum:

Biitiin noktalar d; ve d; gibi iki dogrunun iizerinde olsun. N bu dogrularin kesisim
noktas1 olsun. d; iizerinde N den farkli bir X; noktas: d; iizerinde X; noktas: alinsin.
(Xied; \ {N}.X;ed; \ {N}) olsun. Bu durumda X;iXj; dogrusu bu iki nokta disinda baska
nokta kapsayamaz. Yani iki noktalidir. d; iizerinde iiciincii nokta Y; ve d; lizerinde
liclincii nokta Y; noktalarinin varoldugu kabul edilsin. Y;Y; dogrusu iki noktali bir
dogrudur ve X;X; ile Y;Y; dogrularinin ortak noktalari yoktur.

Bu ikinci durumdaki biitiin dogrularin kesismesi ile celigir. O halde dogrularin her ikisi
izerinde tigiincli noktalar1 almaya hakkimiz yoktur. Bu yiizden de d; dogrusu 2 noktali
dj dogrusu da v-1 noktali olmak zorundadir. Bu durumdaki Lineer Uzaya bir yaklasik

demet denir. Burada bir dogru v-1 noktali diger biitiin dogrular iki noktalidir.

II. Durum :

d; ve dj dogrulan diginda bir N noktasinin oldugu farzedilsin. Bu durumda her Xe d; i¢in
@ (X) = NX N dj= X' doniisiimii &:di—d; seklinde alinip bire bir ve 6rten doniisiimdiir.
@(dind;) = dind; Her X ed;icin @ (XNAd;) =X olup &

dy’yi orter. Yani orten doniistimdiir.

X,Yed;, X # Y i¢in NX # NY dir. NXAd; # NY Ad; L2 aksiyomu geregince
D(X) # (Y) oldugundan O, bire bir dir.

Bu durumda d; ve d; dogrularinin nokta sayisi esittir. d; dogrusu iizerindeki nokta sayisi
k+1 ise biitiin dogrularin nokta sayist da k+1 olur.

Ikinci durumda biitiin dogrular kesisecegi icin N den gecen dogru sayisi d iizerindeki

nokta sayisina esit olur. Dolayisiyla bir N noktasindan k+1 dogru gecger. k=2 icin bu
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uzay licgen olur. Biitiin noktalar iki dogrunun iizerinde oldugu i¢in bu ashnda 1.
durumdur. Dolayisiyla k > 2 diyebiliriz.
L2 aksiyomu nokta ve dogru sayist ile ilgili baz1 sonucglar ¢ikarmamizi saglayacaktir.

v (dolayistyla b) sonlu bir say1 olarak kabul edilmektedir.

b
Yardimci Teorem 4.5 : Belli bir N; noktasi i¢in 2(1) ,—Dr, =v-1dir.

=

Ispat : Herhangi bir N; noktas: secildiginde uzayin diger noktalar1 bu N; noktasindan

gecen dogrular arasinda bulunabilir.

Her nokta N; noktasindan gegen bir dogru iizerindedir. N; den gecen d; dogrusu iizerinde

N; hari¢ v;-1 tane nokta vardir. Boylece N; noktasi hari¢ uzayda toplam olarak

D, -D=(@-1)

djeN;
> -1+ Y (v,-D).0=v-1
djeN; deN;

b
Z(v/’ —Dr; =v-1 bulunur.

Jj=1

Yardimci Teorem 4.6 : Bir lineer uzayda

Zb:vj(vj—l)zv.(v—l) dir.

b
Ispat: ) (v, -Dr, =v-1 yazilir,
=]
b
N, icin 0—1:2(0‘,. —1) 1y
=

b
Ny igin v-1=) (v, -1y
j=1
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b
N, i¢in v-1=) (v, -Dr, yazlabilir. Béylece

Jj=1

(4 (4 b

2 0-D=3 > ®-Dr

i=1 =l j=1
b v
v.o-1D=> (v,-DDr,
j=1 i=1

b
= Z(vj —Dv; elde edilir.
j=1

Yaklasik lineer uzaylardan da bilindigi gibi 1< 1, j < v i¢in b; = b;, b; = by olmas:
nokta regiilerligini gerektirir.

1<i,j<bigin Vi =V; V; =Dy ise dogru regiilerligini gerektirir.

Yardimcr Teorem 4.7 : Eger bir lineer uzay dogru regiiler ise bu durumda nokta

regiilerdir.

Ispat : U dogru regiiler bir lineer uzay olup dogru regiilerligi k+1 olsun. Herhangi bir N;

noktast i¢in yardimci teorem 4.5 geregince

b
v—1=>" (v, 1) rj = k.b; oldugu bilinmektedir.
j=1

N;i den gecen her bir dogru iizerinde N; noktast hari¢ k tane nokta vardir.

v-1=kb = b= 21
k
Bu ifade N;j nin seciminden bagimsizdir. Her nokta i¢in gecerlidir. Dolayisiyla her N

noktast i¢in

UT_I = b; yazilabilir.

Lineer uzayin dogru regiier iken nokta regiiler oldugu goriilmiistii. Bunun tersinin dogru

olup olmadig diisiiniilebilir. Yani bir lineer uzay nokta regiiler iken dogru regiiler

40



olmali midir? Bu dogru degildir. Sekil 3.2 deki lineer uzay1 diisiinelim. Bu uzaydan bir
nokta cikarilsin ve uzayin dogrular1 da ona gore kisaltilsin. Elde edilen sekle delinmis
Fano Diizlemi denir. 0 noktasinin atildig1 diisiiniilsiin. Delinmis Fano diizlemi asagidaki
gibi olur. Bu uzayin her noktasindan 3 tane dogru gecer yani nokta regiilerdir. Ancak

dogru regiiler degildir. Ciinkii baz1 dogrular3, bazilar1 2 noktaldir.

Sekil 4.3

Yardimcr Teorem 4.8 : k > 1 olmak iizere bir lineer uzaymn k+1 dogru ve nokta
regiilerligine sahip oldugu kabul edilsin. Bu durumda biitiin dogrular kesisir ve

b=v =k>+k + 1 dir.

Ispat : Bu uzay1 U ile gosterelim ve bu uzayin iki dogrusu b ve ¢ olsun. N, b dogrusu
tizerinde bir nokta olsun. Nec ise b ve ¢ kesisir. Eger N¢ c ise ¢ nin iizerinde k+1 nokta
vardir ve N noktasindan k+1 dogru gecer. Dolayisiyla N’den gecen dogrular ile c
tizerindeki noktalar arasinda bire-bir bir esleme vardir.

Yani N den gecen biitiin dogrular c yi keserler.

Bu biitiin dogrularin kesistigini gosterir. Herhangi bir N noktasi i¢in Yardimei

Teorem 4.7 geregince b(N) = UT_I =k +1 dir.

Boylece v-1 = k*+k ya da v=k*+k+1 dir.

Noktalarin v(k+1) sayisi, her noktadan gecen dogru sayisiyla ¢arpilsin. Her dogru k +1

vk +1)
k+1

v dir.

kez tekrarlandigindan b =
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Yardimci teorem 4.9: Eger b>1 6zelligindeki bir U lineer uzayr k > 1 olmak iizere k+1
diizenliligine sahipse ve eger b; < k+1 ise bu durumda U ya 1 veya k + 1 nokta
regiilerligine sahiptir.

Ispat: U bir Lineer uzay ve k > 1 olmak iizere U uzay1 k + 1 dogru diizenliligine
sahipse ve eger b;<k+1 ise yardimci teorem 4.7 geregince U nokta regiilerdir ve nokta

v—1

regiilerligi <k +1olur.

Sayet U uzayinda bir d dogrusunun disinda bir N noktas1 varsa b(N) > k + 1 dir.
Boylece b(N) = k + 1 dir. Bu hal d dogrusunun iizerinde olmayan her N noktasi i¢in
dogrudur. Ayrica d dogrusu iizerindeki her M noktasi icin de ayni diisiince dogrudur.
Ciinkii M den gecmeyen bir d; dogrusu vardir. Boylece U uzayinin en az iki dogrusu
varsa U nokta regiilerdir ve nokta regiilerligi k+1 dir. Eger U uzayinda yalmzca bir

dogru varsa yine regiilerdir. Nokta regiilerligi asikar olarak 1 dir (Keyif 1994).

Yardimci Teorem 4.10: Eger bir U Lineer uzayinda biitiin dogrular kesisiyorsa ya
1) U asikardir ya,
ii) U bir yaklasik demettir ya da,
iii) U nokta ve dogru regiilerdir, k > 2 olmak iizere bu regiilerlik k + 1 ile

gosterilir. Bu durumda v =b =k*+ k + 1 dir.

Ispat: Teorem 4.4 ve Yardimci Teorem 4.8 te biitiin dogrularin kesisecegi kosullar
belirlenmektedir. Bir lineer uzayda biitiin dogrular kesisiyorsa b>1 oldugunda, Teorem
4.4 iin ii) kisminda bahsedilen iki tip uzaydan birinin elde edilecegi goriilebilir. Bu da
teoremimizin ii) ve iii) boliimlerinde belirtilenlerdir.

Bir asikar uzayda birden fazla dogru bulunmadigindan iki dogrunun kesismemesi
miimkiin degildir.

Lineer uzaylarin en iyi bilinen 6rnekleri projektif diizlemler ile afin diizlemlerdir. Bu
diizlemlerle ilgili genis bir bilgi icin (Kaya 1992), (Stevenson 1972) kaynaklarina

bakilabilir. Buradaki tanim ve dnermelerimizde (Batten 1986) y1 esas aliyoruz.
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Projektif Diizlemler

Tanim 4.2:
P1: Herhangi iki dogrunun bir ortak noktas1 vardir.
P2: Herhangi ii¢ii dogrudas olmayan 4 nokta vardir.

aksiyomlarini saglayan bir lineer uzaya projektif diizlem denir.

Yardimci Teorem 4.11: Eger bir lineer uzay P2 aksiyomu sagliyorsa ve her P; noktasi

ile d; dogrusu i¢in rj; = 0 iken ¢;; = b; 6zelligine sahipse bu uzay bir projektif diizlemdir.

ispat: r;j = 0 iken ¢;; = b; oldugundan biitiin dogrular kesisir.

Bir IP projektif diizleminde toplam nokta sayisini v ve toplam dogru sayisini b ile
gosterecegiz. Burada projektif diizlemler i¢cin » ve b sayilarimin sonlu oldugunu
diistinecegiz.

Asagidaki 6nermelerin ispat1 i¢in Batten’e bakilabilir.

Yardimcr Teorem 4.12: Bir IP projektif diizlemi nokta ve dogru regiiler olup k > 2

olmak iizere v = b = k> + k + 1’dir.

Yardimci Teorem 4.13: Mertebesi 2 olan bir tek projektif diizlem vardir.

Tanim 4.3: Nden o' ye ve £ den /' ye bire bir olan ve “N e d olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul f(N)e f(d)olmasidir” sartini saglayan bir f fonksiyonuna U=(N;/)

yaklagsik-lineer uzaymin U'=(N", /") yaklasik-lineer uzayina gémiilmesi denir.

Teorem 4.14: Herhangi ii¢cli dogrudas olmayan dort nokta kapsayan bir U yaklasik-

lineer uzayi bir projektif diizlem i¢ine gémiilebilir.

Ispat: Bu projektif diizlem yaklasik-lineer uzaya gerekli olan nokta ve dogrulari

ekleyerek insa edilir. Hipotez geregi P2 gecerlidir. iki noktanin bir tek dogru iizerinde
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oldugu, iki dogrunun bir tek noktada kesistigi ve dogrularin en az ikiser noktaya sahip
olduguna emin olunmalidir.

U nun bir dogru iizerinde olmayan biitiin nokta ciftlerini diisiinelim. Bu durumda U yu
bir lineer uzaya gotiirmek icin gerekli olan biitiin 2-noktali dogrular eklensin ve
kesismeyen dogrular diisiiniilsiin. Bu sekildeki her dogru ciftine bir yeni nokta eklenir.
Bir dogruyla birlestirilmeyen noktalar tekrar edilsin. Dolayisiyla 2 noktali dogrular
tekrar eklensin.

Yontem aciktir. Bu sekilde devam edilecek ve her adimda bulunan yaklasik lineer
uzaylarin birlesimi alinarak bir projektif diizlem elde edilecektir. Gomme fonksiyonu su
sekilde tanimlanabilir.

U nun her noktasi kendisine doniisiir. U nun her d dogrusu bazi yeni noktalar1 ve d yi

kapsayan bir dogruya doniistir.

Tammm 4.4: Bir IP projektif diizlem, IP' de noktalarinin kiimesi IP nin noktalar
kiimesinin bir alt kiimesi olan bir projektif diizlem olsun. Bu durumda IP' ye IP projektif

diizleminin bir alt diizlemi denir.

Teorem 4.15: Eger IP' sonlu bir IP projektif diizleminin bir alt diizlemi ise, eger IP ile
IP' nin mertebeleri n ve m ise bu durumda IP#IP' n = m® veya m”>+ m < n dir.

Eger IP' mertebesi n = m” olan bir sonlu IP projektif diizleminin mertebesi m olan bir alt
diizlemi ise bu durumda IP nin her dogrusunun IP' niin en az bir noktasim igerdigi
goriiliir (Bruck 1963).

Teorem 4.15 baz1 projektif diizlemlerin baska projektif diizlemler i¢inde olmas1 bazi
onemli kisitlamalar verir. Ornegin mertebesi 3 olan projektif diizlem Fano diizlemini
kapsamaz ¢iinkii 3 # 2% ve 3>2%+ 2 dir.

Mertebesi 9 olan bir projektif diizlem yalmizca mertebesi 2 veya 3 olan projektif
diizlemler kapsayabilir. Mertebesi 9 olan bir projektif diizlemin bu mertebeden projektif

diizlemleri kapsamak zorunda oldugunun gosterilmedigine dikkat edilmelidir.
Tanmm 4.5: Bir IP projektif diizleminin her noktas1 bir IP' alt diizleminin bir dogrusu

tizerinde ise ve IP nin her dogrusu IP' yi en az bir noktada kesiyorsa IP' ye IP nin bir

Bear alt diizlemi denir.
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Yardimca1 Teorem 4.16: Eger IP', IP nin mertebesi m olan bir Bear alt diizlemi ise ve IP

nin mertebesi n ise bu durumda n = m veyan = m? dir.
Projektif Uzaylar

Tanimm 4.6: Herhangi bir iki-boyutlu alt uzay:r bir projektif diizlem olan bir U lineer

uzayina bir projektif uzay denir.

Yardimcr Teorem 4.17: Bir projektif uzayin herhangi bir alt uzayr da bir projektif
uzaydir.

@, bir nokta, bir dogru asikar projektif uzay 6rneklerdir.

Yardimci Teorem 4.18: Herhangi bir projektif uzayin iki dogrusu aym sayida nokta

kapsar.

Ispat: d ve d' farkli dogrular olsunlar. Eger bunlar aym diizlemde iseler sonug asikardir.
Eger degillerse Pe d, P'e d'olsun. h=PP' olsun. Bu durumda d ve h diizlemdas olur.
Yani ayn1 sayida nokta kapsar.

Dogrularin nokta sayisi sonlu ve bu say1 k+1 olsun. Bu durumda U nun mertebesi k dir.

k nin U daki bir projektif diizlemde mertebe oldugu asikardir (Keyif 1994).

Yardimci Teorem 4.19: U projektif uzayinin, herhangi bir alt uzay1 V ve pe V olsun.
Bu durumda <VU{p}> alt uzay1r qe V olmak iizere biitiin pq dogrulart iizerindeki

noktalarin kiimesidir.

Ispat: X, p den gecen ve V yi kesen dogrularin icerdigi noktalarmn kiimesi olsun. X in
bir alt uzay1 oldugunu gosterelim. X’in V ve p iizerindeki en kiiciik alt uzay oldugu
agikar oldugundan sonug¢ ¢ikar. V # @ olsun q ve r, X in noktalar1 olsunlar.

qr < X oldugunu gostermeliyiz. Eger p, q ve r dogrudas ise X in tanimindan

gr =pq < X dir. p, q ve r nin dogrudas olmadigini1 kabul edelim.
pqMNV=q" ve prNV=r'olsun. (p=q' veya r=r' hallerinin miimkiin olduguna dikkat

edilmelidir.)
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Simdi IP= <{p}U {q}U {r}> farkli olan q' ve r' noktalarim1 kapsayan bir diizlemdir. Yani

q'r' dogrusu IP dedir. Ayni1 zamanda V dedir. S, qr nin bir noktasi olsun. ps dogrusu IP

dedir. IP bir projektif diizlem olup ps dogrusu q't' dogrusunu s' noktasinda keser. Yani

s' € Volur ve boylece se X dir.
Yardimei Teorem 4.20: Bir U projektif uzay1 degisme 6zelligini saglar.

Ispat: x ile y nin U nun noktalar1 oldugunu ve x in U nun noktalarinin bir xg< X >,
xe< X U{y}> oldugu kabul edilsin. <X>=X bir alt uzaydir kabuliinii yapabiliriz.
Yardimci Teorem 4.19 geregi xe< X U{y}> x in pe X olmak iizere bir yp dogrusu
tizerinde olmasin1 gerektirir ve acik olarak x # p kabul edilmelidir. Boylece y, xp

dogrusu iizerindedir. Buna gore ye< X U {x}> dir.

Sonug¢ 1: Sonlu boyutlu U projektif uzayinin boyutu n ise bu durumda U nun hepsi ayni
bir (n-1)-boyutlu alt uzayda olmayan (n+1) tane noktasinin kiimesi U nun bir bazin

olusturur.

Sonu¢ 2: n-boyutlu bir projektif uzayin hiper diizemleri tam olarak (n-1)-boyutlu alt

uzaylardir.

Yardimci Teorem 4.21: Mertebesi k olan n-boyutlu bir projektif uzayin noktalarinin

say1st >0 olmak tizere K"+ k" +........ +k + 1 dir.

Ispat: n = 0 ve n = 1 hallerinde ispatin agik oldugu goriiliir.
Yardimci Teorem 4.22: Bir U projektif uzayin bir H has alt uzayinin bir hiper diizlem

olmasi icin gerek ve yeter sart U nun her dogrusunun H yi en az bir noktada kesmesidir.

Ispat: Her dogrunun H yi kestigi kabul edilsin ve peg H olsun. Bu durumda q # p ler
icin hipotez geregi pq dogrusu H yi keser. Bundan dolay1 herhangi bir p¢ Hicin
U c< HU{p}> veya U = <HU{p}> dir.
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Eger H bir hiper diizlem olmasaydi H < V < Uolacak bi¢cimde bir V alt uzayi
bulunurdu. Bu durumda pe V \H secersek <HU{p}ngUelde edilir ki bu

soylediklerimizle celisir. Bu ylizden H bir hiper diizlemdir.
H nin bir hiper diizlem oldugu kabul edilsin. Yardimci Teorem 4.19 geregi p, H de

olmayan belli bir nokta ve qe€ H olmak iizere pq formundaki dogrular iizerinde olan
noktalarin kiimesi bir alt uzay olmasini gerektirir. H bir hiper diizlem oldugundan

< HU{p}>= U dur. Dolayistyla biitiin dogrular H yi keser.

Yardimcr Teorem 4.23: Bir U projektif 3-uzaymin herhangi iki diizlemi bir dogru

boyunca kesisir.

ispat: IP ve IP' ,U nun farkli diizlemleri olsunlar. p, IP \ IP' niin bir noktas1 ve d; ile d,
IP nin p den gecen dogrulart olsunlar. IP" yardimci teorem 4.20 in ikinci sonucu geregi
U nun bir hiper diizlemidir. Yardimci teorem 4.22 geregince d; ile d, IP' yi keser.
Arakesit noktalar1 farkli olmalidir. Bu durumda bir dogru iiretir ki bu dogru IP ile IP'

nin her ikisindedir.

Afin Diizlemler ve Afin Uzaylar

Tamim 4.7: Al: Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel ¢izilir.

A2: Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

aksiyomlarini saglayan bir lineer uzaya bir Afin Diizlem denir.

Eger d ve d' afin diizlemin dogrulari ve d=d' veya d ile d' kesigsmiyorsa bu dogrular

paraleldir denir ve d//d' ile gosterilir.

Yardimcr Teorem 4.24: Eger U birden fazla dogruya sahip bir lineer uzay ve her

p,ed i i¢in ¢jj = b; — 1 ise bu durumda U bir afin diizlemdir.

Yardimcr Teorem 4.25: Her dogrunun en az ii¢ noktali oldugu bir /A afin diizleminin

boyutu 2 dir (Batten 1986).
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Teorem 4.26: Bir /A afin diizlemi bir IP projektif diizlemi i¢ine /A nin noktalari; d, IP
nin bir dogrusu olmak iizere IP / d nin noktalar1 olacak bicimde yerlestirilebilir. Eger /A

nin mertebesi k ise bu durumda IP nin mertebesi de k dir (Batten 1986).

Teorem 4.27: Bir projektif diizlemden herhangi bir dogru ve bu dogru iizerinde bulunan

tiim noktalar ¢ikarilirsa geriye kalan geometrik yapi bir afin diizlemdir.

ispat: IP=(%V,/,0) bir projektif diizlem olsun. Bu diizlemde keyfi bir x € dogrusu

secerek x = d_diyelim. d_ dogrusu ve onun {iizerindeki noktalar atilarak

N'={N:Nem; No d_, }, 7 ={d:de’,d#d_ } veo deonun N'x L ye
kisitlanmisi olmak iizere bir (W', ', 0') sistemini diisiinelim.

Pl = Al,cinki M, NeN've M #Nicin Mo d_ ve No d_ oldugundan MN# d_

dolayisiyla da MNe " olur.
A2 aksiyomu i¢cin N e &', d €' ve N o' d olacak sekilde bir nokta ve bir dogru
diisiinelim. IP de ¢ = Nvdd_ dogrusu i¢in Noc oldugunu géz oniine alahm. (&', ', 0")

de cicinc € ¥ 've yine N & d dir. Ustelik cdod_ oldugundan c // d dir.

c
d.
N
dad,_ d
b
Sekil 4.4

¢ nin tekligini gostermek i¢in N o' b, b // d olacak sekilde bir be /" olsun. Burada

bdod_, dir. ¢iinkii bded_ olsa bde V' olurdu ki bu b // d ile celisir. Dolayisiyla bd=dd_

ve b =Nvbd = Nvdd_ =c bulunur. Bu A2 nin gecerli oldugunu gosterir.

48



Kolayca gosterilebilir ki IP de her dogrunun disinda dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Bu IP den hangi dogru atilirsa atilsin (%', /', 0') nin A3 aksiyomunun saglandigini

gosterir (Kaya 1992).

Tanim 4.8: Bir hiper diizlemi atilan bir projektif uzaya afin uzay denir.

Yardimcr Teorem 4.28: Bir afin uzayda biitiin dogrular aym1 sayida nokta kapsar

(Batten 1986).

Yardimci Teorem 4.29: n-boyutlu k mertebeli bir projektif uzaydan elde edilen A afin

uzayinin toplam nokta sayis1 k" dir (Batten 1986).

Yardimcer Teorem 4.30: Eger A afin uzay1r n-boyutlu bir U projektif uzayindan elde
edilmisse ve eger U nun mertebesi 2 degilse bu durumda A nin boyutu n dir

(Batten 1986).

Teorem 4.31: Mertebesi 2 olmayan bir A afin uzaymin iki-boyutlu her uzay: bir afin

diizlemdir.

Ispat: A min dogrudas olmayan ii¢ noktast alinsin.

A= U \ H olsun. Bu ii¢ nokta U da bir IP projektif diizlemi iiretir. d ve d' bu ii¢ noktadan
olusturulan tiggenin iki kenarini olusturan farkli dogrular olsun.

p=[d] ve g=[d'] IP nin noktalart olsun. IP de d_ =pqolsun. bu ii¢ noktanin IP\d_ u
tirettigi gosterilsin. X bu kiimenin liggenin kenarlar iizerinde olmayan bir noktasi olsun.
A nin mertebesi 2 den biiyiik oldugundan IP de x den gecen en az dort dogru vardir. x
ve dnd'den gegen dogru cikarildiginda —x ve [d] den gecen dogru ile x ve [d'] den
gecen dogru —x den gegen bunlardan farkli herhangi bir dogru d ve d' yu farkli
noktalarda keser. Bundan dolay1 A da xe<dnd' >dur. Yani iki boyutlu uzay gercekte

IP\d_, dur. Ispatin geri kalam kolayca ¢ikarilir. (Batten 1986).

49



Teorem 4.32: L asagidaki 6zellikleri saglayan bir lineer uzay olsun.
1) L nin her diizlemi bir afin diizlemdir.
2) L de dogrudas olmayan en az ii¢ nokta vardir.
3) L nin her dogrusunun en az dort noktasi vardir.

Bu durumda L bir afin uzaydir (Buckenhaut 1969 a).

Boylece mertebesi en az dort olan afin uzaylar yukaridaki gibi karakterize edilebilir.
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5. KISITLI LINEER UZAYLARIN TEMEL OZELLIKLERIi

Tamm 5.1: £ = (%, £), v noktali ve b dogrulu sonlu lineer uzay olsun. Eger £ de,

(b-v)’ <v

kosulu saglaniyorsa £ ye kisith lineer uzay denir. Eger kisith lineer uzayda
n’< v < (n+1)’

olacak sekilde bir ne N* varsa bu uzay n. mertebeden karesel kisitli lineer uzaydir.

Iki noktal1 lineer uzay 1. mertebeden karesel kisith lineer uzaydir.

Teorem 5.1 (P1): £ = (%, £) asikar olmayan, v noktali, b dogrulu bir lineer uzay olsun.

bu takdirde

Zb:vﬂi -3 b,

j=1 i=1

dir.
Ispat: £ bir lineer uzay oldugundan iizerinde bulunma matrisinde biitiin satirlardaki 1

v b
lerin toplam1 Zbi dir ve biitiin siitunlardaki 1 lerin toplami ZU ; dir.

i=1 j=1
Ancak iizerinde bulunma matrisindeki toplam 1 lerin sayis1 hem her bir satirdaki 1 lerin
toplam sayisina hem de her bir siitundaki 1 lerin toplam sayisina esit oldugundan

istenen esitlik saglanmis olur.

Teorem 5.2 (P2): Belli bir P; noktas1 i¢in,

b
(i) D (v, —Dr; =v-1
j=1

(i1) Zb“uj(uj -1)=v(v-1)

dir.

Ispat: (i) Herhangi bir P; noktasi se¢ip uzayin diger noktalarini1 bu P; noktasindan gegen

dogrular iizerinde buluruz.
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Her nokta P; den gegen bir dogru iizerindedir ve P; den gegcen 7, dogrusu iizerinde P;

noktasi hari¢ (v; —1) nokta vardir. Boylece P; noktasi hari¢ uzayda toplam Z(U i—D

Liop;

nokta vardir. Her P; noktasi bu / i dogrularinin tam olarak biri iizerindedir. Yani,

> (v, -h=v-1

Liop;

v-1= (v, =11+ ) (v, -1D.0

pi€l; pigl;

b
=2 (v; =Dy,
=1

dir. Po/ i ise rjj=1 ve Pio ¢ i ise 1;j=0 oldugunu goz Oniine alarak,

v—1= > (v, D1+ D (v, ~1.0

pi€l; pigl;

b
= Z (v; = Dr; bulunur.
=1
(i1) Boylece her P; noktasi i¢in,

b

> (v, —Dr, =v-1
j=l

yazilabilir.

Her bir Py, Py, ..... ,P noktalar i¢in,

b
Py igin (v-1)= ) (v, —Dr;
j=1

b
P, igin (v-1)= ) (v, =D,
j=1

b
P, igin (v-1)= D (v, ~ 1y,

=l

yazilir. Boylece ,

> @-D=YY @Dy

i=1 j=I
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wo-1=3 -1

= Zb: @; =Dy,

dir.

Teorem 5.3 (P3): £ = (%; /) asikar olmayan v noktali, b dogrulu lineer uzay ise
P, ¢ (olan biitiin (v;, £;) ciftleri i¢in b; > v; dir. Ayrica / nin tiim dogrularim ikiserli

kesiyorsa b; = v; dir.

Ispat: £ = (%, £) lineer uzay, P, & / jolsun. £ lineer uzay oldugundan Vg, € / icin P; ve
qi den bir tek dogru geger. Dolayisiyla P; den gegip /; yi kesen dogrularin sayisi vj
tanedir. Fakat P; den gecen ve /; yi kesemeyen dogrularda olabileceginden b; > v; dir.

Eger tiim dogrular kesisirse P; den gegen /; ye paralel dogru olmadigindan b; = v; dir.

Teorem 5.4 (P4): £ = (%, £) v noktali, b dogrulu asikar olmayan sonlu lineer uzay

olsun. /; € / dogrusu i¢in /; ye paralel dogrularin sayis1 S; olsun. O zaman

b—1=S,+> (b, —Dr,
i=1

dir.

Ispat: /¢ i e/ igin v(/ ;)=V; oldugundan her v, € /;noktasindan gecen ¢, hari¢ tim

dogrularin sayist b; - 1 dir. Bu iglem /; nin her bir noktasi i¢in uygulanirsa /; yi kesen

toplam dogru sayisi

PRCEDES LRI

dir. Hipotez geregi /; ye paralel dogrularin sayisi S; ve uzayin toplam dogru sayist /;

kesenlerle /; ye paralel olanlarin toplam dogru sayisinin 1 fazlasi oldugundan
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b—1=S,+> (b, - Dr
i=1

dir.
Teorem 5.5 (PS): v noktali, b dogrulu her genis lineer uzayda b > v;.0, + 2 dir.

Ispat: £=(%; /) genis lineer uzay olsun.

Vi< j i¢in v; < v; oldugundan v >V >...... ... >y dir. £ genis lineer uzay oldugu i¢in
maksimum dereceli herhangi iki farkli /;, /¢; dogrular1 paralel olsun. Genelligi

bozmadan i=1, j=2 secebiliriz. 1; ve I, dogrularinin her ikisinide kesen toplam dogru
sayis1 V1.0, dir. Dolayisiyla £ nin en az v;.0,+2 tane dogrusu vardir. O halde b>v;.0,+2

dir.

Teorem 5.6 (P6): v noktali, b dogrulu herhangi bir dar lineer uzayda ¢, A/, =W

olmak uizere
b>(v1-1).(V2-1)+b(W)
dir.

Ispat: ¢/, A0, =W, v(/,)=v, ve v(/,)=v, oldugundan /,ve ¢, yi aym anda kesen
toplam dogru sayisi
(01-1).(02-1)+b(W)
dir.
Ayrica £de /, veya /, ye paralel dogrular olabilecegi i¢cin b>(0;-1).(02-1)+b(W) dir.

Teorem 5.7 (P7): v noktali, b dogrulu bir lineer uzayda v > v;+k, ke Z k>0 ise
1 k
b2 1+5k.(21)1 +1-k)=1+kv, —(2)

dir.
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ispat: L agikar ise b =1, v = v, dir. k = 0 dir. Bu durumda istenen esitsizlik saglanir. 7,
dogrusunun disinda en az k tane nokta vardir. Ayrica £ ancak tiim dogrularin /, 1
kesmesi durumunda en az sayida dogru kapsar. Bu taktirde her v, € 7, icin 7,1 kesen

toplam v;.k tane dogru vardir. Bundan dolay1 £ en az
k
ul.k+1—(zJ =1+k.(2v, - (k-1))
kadar dogru kapsar. Buna gore
b 21+%k.(201 -k+1)

dir.

Teorem 5.8: /,ve ¢, L nin maksimum dereceli farkli iki dogrusu olsun. v(/,)=Vy,
V(4 ,)=1, olsun.

P8) Eger v > 2v; ise V2(V-1) >2v-b -1

P9) U, g/, ise b, =1+~
v, —

U, el ise b, > vh

v, -1

dir (Mertsoz 2003).

Teorem 5.9 (T1): £, 2v,>V kosulunu saglayan bir kisitli lineer uzay olsun. £ ya bir

yaklasik demet ya iki noktas1 atilmis fano diizlemi ya da Lin’s Cross dur.
Ispat: Yaklasik demetler, Lin’s Cross ve iki noktas1 atilmis fano diizlemlerinin 2 v; > v
kosulunu saglayan kisith lineer uzay oldugu aciktir. Bu teoremin geri kalan ispati De

Witte’nin doktora tezinde mevcuttur.

Teorem 5.10 (T2): Sonlu afin diizlem olmayan her n. mertebeden karesel kisitli lineer

uzayda v;>n + 1 dir.
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Teorem 5.11 (T3): £, n. mertebeden karesel kisith lineer uzay ve v = n’ ise 0 zaman £
ya bir yaklasik demet ya bir sonlu afin diizlem ya da III tip delinmis sonlu yar1 afin

diizlemdir.

Teorem 5.12: Eger £ n.mertebeden karesel bir kisith lineer uzay ise o zaman £ ya bir
yaklasik demet ya da v,>n dir.

Ispat: £ yaklasik demetten farkli n.mertebeden karesel kisitl lineer uzay olsun. n <2
icin ispat agikardir.

O halde n > 3 oldugunu diisiinelim. Bu durumda Teorem 5.9 dan dolay1 v > 2v; ise
07.(02-1) > 2V — b — 1 olmasindan dolay1 V;.(V,-1) >V —n — 1 elde edilir.

Boylece v,>n dir.

Teorem 5.13: £, n. mertebeden karesel kisith lineer uzay olsun. Eger v, < n+l ise

V< n’+v; dir.

Ispat: £, v, < n+1 kosulunu saglayan bir n. mertebeden karesel kisitl lineer uzay olsun.

v>n’+ v + 1 olsun. Teorem 4.3 den dolay1 U ox,, icin

V-,

b>1+ dir.
v, -1

n‘+v +1-v n>+1 1

b, =1+ : L=1+ =n+1+—

n+1-1 n n

Vne Nigin 1+l <2 dir. Her U noktas1 i¢in
n

> b, 2v(n+2) dir.

Fakat £ bir kisitli lineer uzay oldugu i¢in
v(n+2)< D b, =D v, <v, +(b-1v,

(b-v) < n+1
(b-1)<n+v-1
Karesel ve kisitli oldugundanb—-1<v +n -1 dir.

Bu esitsizlikten;
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v(n+2) < v+ (b-1)vy < V+(V+n-1).(n+1)
Buradan;
v(n+1) + V<V + v(n+1) + -1
=>1 <v;+n°-1
elde edilir.
Bu durumda P1 den dolay1
Vi+n = 1>b>v+n’+ 1
elde ederiz. Buradan -1 > 1 bulunur ki bu sonu¢ anlamsizdir. Bdylece kabuliimiiz yanlis
olup
V< n’+ V;

dir.

Teorem 5.14: n. mertebeden karesel her genis kisith lineer uzay ya sonlu afin diizlem

yada v,>n+ 1 dir.

Ispat: £, n. mertebeden karesel genis kisith lineer uzay olsun. Sonlu afin diizlemlerin n.
mertebeden karesel genis kisitlt lineer uzay oldugu asikardir. O halde £ nin afin diizlem
olmadigini diisiinelim. £, n. mertebeden karesel genis kisith lineer uzay oldugundan
Teorem 5.12 ye gore v, > n dir.

Burada v, # n oldugunu gosteremeyiz. Kabul edelim ki v, = n T3 den dolay1 v > n*+ 1
dir.

P9 dan dolay1 eger U ¢ ¢, ise b, 2n+1

L genis oldugundan eger U, € ¢, ise P3den b, 2v, +1=n+1 dir. Boylece;

Zba 2(v—v)(n+2)+v,(n+1)=v(n+2)-v,

Ancak;

D v, <o, +(b-Dv, <v, +(v+n—-1Dn

oldugu i¢in P1 den
20<20+n°—n>20,+ v

dir. Bu da T1 ile ¢elisir. Yani v,>n + 1 dir.

57



Teorem 5.15 : Eger £ genis kisitli lineer uzay ise £ bir sonlu afin diizlemdir.

Ispat: Her sonlu afin diizlemin bir kisith lineer uzay oldugu agiktir. Kabul edelim ki n.
mertebeden genis kisith lineer uzay bir sonlu afin diizlem olmasin. Teorem 5.14 den
sonlu afin diizlemlerden farkli n. mertebeden her karesel kisithh genis lineer uzayda
Vr,>n+ 1dir. Yani

Vi>V;>n+1
dir ve P5 den

DZb—n201D2+2—n2n2+D1+2
dir. Teorem 5.14 den dolay1r v; >V, >n + 1 ve buradan

V>V0+2-n>n+3n+6> (n+l)’

dir. n nin tanimindan dolay1 bu bir ¢eliskidir.

Teorem 5.16: Her n. mertebeden karesel kisithi lineer uzayda v, <n + 1 dir.

Ispat: £, n. mertebeden karesel bir kisith lineer uzay oldugu igin;
b—n<v<n®+2n
dir.

V+n>b>0 0 +2>0 +4n+6>0+2n+6
olur. Bu imkansizdir. Bu durumda £ dar olmalidir. £ dar oldugunda x; ve X, nin
arakesitinin W oldugunu gostermeliyiz.

P6 dan;

V>b-n>(V;-1)(V2-1) + b(W) —n
ve V; > n+2 oldugu i¢in

V> (-1)(n+1) + b(W) —n
elde edilir.
£ dar n. mertebeden karesel kisitli lineer uzay oldugu i¢in

n’<v < (n+l)’
dir. O halde

(n+1)2 > >v(n+1) — (n+1) + b(W) —n

esitsizligi diizenlenirse
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(n+1)2 >vi(n+1) - (n+1) + b(W) —n
esitsizliginin her iki tarafi (n+1)’e boliiniirse,

b(W) n

n+l1 n+l1

(n+1) > vi-1 +

£ dar n. mertebeden karesel kisitli lineer uzay b(W) < n+1 oldugundan v < n+2 olur.
£ nin mertebesi artarak monoton olarak siralandigindan
V1 >V >n+2
idi. Yani
V| > n+2
dir. Dolayisiyla
V1 =V =n+2
dir. £, n. mertebeden karesel kisitl lineer uzay oldugundan
(n+1)2>1)2n2+n+ 1 +b(W)
dir. Buradan;
n>b(W)
elde edilir. O halde b(W) <n-1 dir.
Ayrica W noktast £ de x; ve x, dogrularinin kesim noktasi oldugundan ve £ nin dar n.

mertebeden karesel kisitli lineer uzay oldugundan

2<b(W)<n-1
dir.
Bu durumda
v > n’+n+1+b(W) ve b(W) > 2
oldugundan

v>n’+n+3
bulunur. P9 dan dolay1

b(W)>n+1
dir. Oysa ki

b(W)<n-1
bulunmus idi. O halde kabuliimiiz yanlis olup

V2<n+1

dir.

Sonugc: n. mertebeden karesel kisith £ lineer uzayinda
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v<n’+ v

dir.

Ispat: Teorem 5.16 ile her n. mertebeden karesel kisith lineer uzayda v, < n + 1

oldugunu gostermistik. Bundan dolay1 Teorem 5.16 dan da v < n*+ v, dir.

Teorem 5.17: Eger £, n. mertebeden karesel kisitl lineer uzay ise bu durumda
@) £ bir yaklasik demet ise 0,=2
(i1) L bir sonlu afin diizlem ise v,=n
(iii))  Diger durumlar i¢in v,=n+1

dir.

ispat: Teorem 5.17 de; £, n. mertebeden karesel kisith lineer uzayda Teorem 5.12 nin
ispatindan £ bir yaklasik demet ise yaklasik demetle n. mertebeden karesel kisitli lineer
uzay olup v noktali bir yaklasik demette v, = 2 dir.
Sonlu afin diizlemde biitiin dogrular n. dereceden dogrular oldugu i¢in v,=n olur.
Diger durumlarda ifadesinden de anladigimiz £ nin bir yaklasik demet ya da sonlu bir
afin diizlem olmamasidir. O zaman £ ne bir yaklasik demet ne de sonlu bir diizlem
olsun. Bu nedenle n > 2 dir. Teorem 5.10 (T2) den £ bir sonlu afin diizlem degilse
v, > n+1 dir. Teorem 5.14 ve Teorem 5.15 den

Vo=n+1

dir.

Teorem 5.18: £, n. mertebeden karesel kisith lineer uzay olsun.
a) L bir yaklasik demet ise v1=V-1
b) £ bir Linn’s Cross ise V;=n+2
¢) L bir sonlu afin diizlemse v;=n

d) Diger durumda ise v;=n+1

dir.
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Ispat: £, n. mertebeden karesel kisith lineer uzay olsun. Teoremin ifadesindeki ilk ii¢
sonug agiktir. O halde £ yaklasik demet olmayan ne bir Linn’s Cross ne de sonlu bir
afin diizlem olsun. Bu durumda £ icin Teorem 5.17 den v,=n+1 olmasidir. O halde

V; > n+2 oldugunu kabul edip bir ¢eliski bulmaliy1z.

Adim 1: n > 3 oldugunu gostermeliyiz.
T1 den £ se¢iminden n > 3 oldugu aciktir.

P7 den dolay1 v > 2v; elde edilir.

P7 geregince

bZ%(Ul +, +2)2%(n2 +5n+8)
dir.
Bir kisith lineer uzayin karesel mertebeden kisith lineer uzay olabilmesi icin gerek ve
yeter kosul ya

b-n <V <n’+2n
yada n’+2n>v>b-n olmasidir.

Dolayisiyla

n’+2n>v >b-n > %(n2+5n+8)—n

esitsizliginin ¢oziim kiimesinden n > 3 olur.

Adim 2: v > n’+n+1 oldugunu ispatlayalim. £ sonlu afin diizlem olmadigindan Teorem
5.15 den dolay1 £ dardir.
X,X, € LVE X, AX, =W
olsun. Bu durumda P6 geregince
V > b-n > (V;-1)n + b(W)-n = (v;-2)n+b(W)
elde edilir.
P9 dan

b(W) > 1+ 21

n

dir. Buradan

nv > (V;-2)n” + n + V-V,
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elde edilir. Ayrica v; > n + 2 oldugundan;
v(n-1)>n*-2

esitsizligi elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda Adim 1 den dolay1
v>n’+n+1

elde edilir.

Adm3: v, =n+2,b(W)>n+1vev<n’+n+2
oldugunu gosterelim Adim 2 de;
ny+ 2n > > (V1-2)n+b(W)

esitsizliginin ¢oziimii yapildiginda

n+2>v;
elde edilir. Kabulde

VI>n+2
idi. Yani v =n + 2 dir.
Oysa Adim 1 den n > 3 oldugunu Adim 2 ve P9 geregince de;

b(W)>n+1
oldugunu biliyoruz. Teorem 5.16 dan
v < n’+v; < n’4n+2

esitsizligi elde edilir.

Adim 4: x; dogrusunu diisiinelim. x; dogrusu iizerinde olmayan x, nin her noktasindan
P3 geregince en az n + 2 dogru gecer. Bundan dolay1
b>S, + (n+1)n + b(W)
esitsizligine Adim 3 ve P4 uygulanirsa
n’+n+2>0>b-n>S+ (n+)n+ b(W) > S, +n+n+ 1
esitsizliginin ¢oziimiinden S; < 1 bulunur.
X dogrusuna paralel bir dogru varsa bu tekdir. Bu dogru x; olsun. X, lizerinde veya X,
nin disindaki tiim nokta dereceleri en az n+2 olmalidir.
n*+n+1-n-2 < V-v; < Vy -14+V;
esitsizligine P3, Adim 2 ve Adim 3 uygulanirsa
n*1 <v-v; <Ly -1+, < 2n+1

esitsizliginin ¢oziimiinden n <3 bulunur. Bu da Adim 1 de n > 3 olmasiyla celisir.
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Boylece Teorem 5.17 nin gelistirilmesinden ¢cok onemli olacak Teorem 5.18 sonucunu

elde ederiz.

Sonuc¢: Yaklasik demetten farkli n. mertebeden karesel her kisitli lineer uzayda

v<n’+n+1 dir.

Ispat: Bu sonug Linn’s Cross ve herhangi sonlu afin diizlem icin dogrudur. Herhangi
kisith lineer uzay icin Teorem 5.15 ve Teorem 5.16 kullanarak sonug ispatlanmustir.
Bir sonraki teoreme gecmeden once DEMBOWSKI ye ait bir sonu¢ vermeliyiz.
Bir III. Tip sonlu semi afin diizlem (FSP3) bir sonlu projektif diizlemden bir dogrusu
tizerindeki bir noktast hari¢ tiim noktalarinin atilmasiyla elde edilen bir sonlu lineer
uzaydir. Ayrica

V=024l V=V, =0+l = Vppy+1 = Vptl

b=n’+n by =by.s=bytl

parametrelerine sahiptir.

Teorem 5.19: Eger £, n. mertebeden karesel bir kisith lineer uzay ise; bu durumda £,
asagidakilerden biri olmadik¢a U, nin biitiin noktalar1 icin b, 2n+1 dir.

@) Bir yaklagik demet,

(i)  Lin Kartezyen Carpimu,

(iii))  Bir III tip sonlu yar1 afin diizlem,

Ispat: £, i) ve iii) den farkli n. mertebeden karesel kisith lineer uzay olsun.

Eger £, bir sonlu afin diizlem ise teorem kesinlikle dogrudur. Bu durumu da harig
tutalim. Teorem 5.17 ve Teorem 5.18 den dolay1 v; = v, =n + 1 dir. Bu sebeple P3 den,
X; ve Xz nin kesisimi U # Wicin b, 2n+1 dir. Farz edelim ki b(W) < n olsun. O
halde U, =W olur. Bu nedenle P2 den;

v—-1<> (v, —Dr,, <nb, <n’

dir. Bu sebeple, v < n” + 1 dir. Ancak T3 den p # n’ oldugunu biliyoruz. Bu sebeple,
V =n + 1 olmalidir ki bunun anlami1 da yukaridaki esitsizliklerin, esitlik oldugudur. Bu

by = n ve Uy, dan gegen tiim dogrularin, (n+1) dogrular1 oldugudur.
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Ayrica P3 den dolay1 tiim (n+1) dogrulari, Up den gecer. Simdi n > 2 oldugundan, £
den U, yi cikararak elde edilen sonlu lineer uzay £* olsun. £* parametrelerinin lizerine
yildiz koyarak ifade edelim.

Biitiin (n+1) dogrulari, diger dogrularin tersine bir nokta kaybettiginden, v =v -1 = n’,
b* =b ve v1* = V,* olur.

Eger b < n” + n ise £* bir kisith lineer uzaydir ve T3’e gore, o bir sonlu afin diizlem
olmalidir. Bu, £ nin bir sonlu yar1 afin diizlem oldugunu ifade ettiginden dolayi

b>n®+n + 1 olur. Fakat £ ayrica bir kisith lineer uzay oldugundan b = n® + n + 1 dir.

Simdi eger, biitiin U, noktalar1 icin b, <n +1 ise o halde P3 den herhangi bir ~ (n+1)-

dogrusu, £ nin biitiin dogrulariyla karsilasir ve dahasi U, {iizerinde oldugundan
kendinden farkli en fazla n® + n — 1 ile karsilasir. Bu ise imkansizdir. Bu nedenle, Ua,
by 2 n +2 gibi bir nokta olsun. Simdi, U, # U ,i¢indeki biitiin dogrular, (n+1)-dogrulari
oldugundan ve [2] nin Teorem 5.15 inden ; £ dar oldugundan x; ve x; yi secilmis kabul
edebiliriz. Boylece x;, Uyiginden gegmezken x, gecer. Sonra Uy nin i¢inden gecen x; i
kaciran bir dogru vardir. Bu nedenle by 2n+2 gibi diger bir Uy  noktamiz vardir ve
U;, X, lizerinde bulunmaz. (£ dar oldugundan). x, kendinden baska en azindan n’ +n
kadar dogru ile karsilasir ve Uj icinde, x, yi kaciran bir dogru vardir. Bu ¢ok fazla

dogruyu kapsadigindan sonug celiskisini bulmus oluruz (Mertsoz 2003).

Sonuc: £, n. mertebeden karesel kisith lineer uzay olsun. £ asagidakilerden farkli ise,
bu durumda v > n* +n + 1 dir.

(1) £ yaklasik demet

(i) 3. tip semi afin diizlem

(iii)  Delinmis 3. tip sonlu semi afin diizlem

(iv)  Sonlu afin diizlem
Ispat: Sonu¢ Linn’s Cross icin saglanir. Kabul edelim ki £, (i) - (iv) den ve Linn’s
Cross dan farkli olsun. £ sonlu afin diizlem olmadigindan Teorem 5.15 geregince £ dar
lineer uzaydir. P6, Teorem 5.17, Teorem 5.18 ve Teorem 5.19 birlestirilerek

V> (V-D)(Va-1) + b(W)>n* +n + 1
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bulunur. Iki dogrunun 6zdes olmasi veya higbir ortak noktalarinin olmamasi paralellik
olarak adlandirilir. n. mertebeden karesel kisitli lineer uzayda paralelligin n-dogrulari
tizerinde denk bir iligki oldugu bu boliimde gosterilecektir.

Lineer uzaylarin temel dallarinin gelisiminde ©nemli rotasyonda paralelliktir. Bu
boliimde herhangi bir kisitli lineer uzayda, bir dogru kiimesinin iizerinde paralelligin

denk bir iliski oldugunu gosterilecektir.

Teorem 5.20: £, n. mertebeden karesel bir kisith lineer uzay ise; bu durumda £, bir
sonlu afin diizlem veya bir yaklasik demet olmadik¢a her n-dogrusu en az bir (n+1)-

dogru ile kesisir.

Ispat: £, bir sonlu afin diizlem veya bir yaklasik demetten farkli olarak n. mertebeden
karesel bir kisith lineer uzay olsun. Teorem 5.18 den, vy =n + 1 ve V + n > b oldugunu
hatirlayalim. Kabul edelim ki n-dogrusu x_, (n+1)-dogrusu x; ile kesigmiyor. Sonra
(n+1)-dogrularinin sayist ¢ ve X, 1n kesismedigi dogrularin sayist S, olsun. P3 den X

tizerindeki biitiin noktalarin derecesi en az n+2 dir. Ayrica P4 den
V+n-1>2b-1>Ss+(n+1)n>(n+ 1)n

buradan v >n” + 1

elde edilir. Bundan baska Teorem 5.18 nin sonucundan dolay1 © < n® + n — 1 dir.

Buradan S, < n esitsizligi edilir. Ote yandan P3 den dolay1, x_ iizerinde olmayan tiim

noktalarin derecesi n + 1 dir. Bu yiizden;
cn+ 1)+ (b-cn> D v,
Y b,2nm+2)+(p-n)(n+1)

dir. Boylece P1 den;
c>v+n-n">n+1l
dir. O halde x_ y1 kesen en az bir (n+1)-dogru vardur.

Teorem 5.21: Eger x, ve x; kesisen ve her ikisi de x_ ya paralel iki dogru ise
> (b, —v, = Dr,, = (v, —~)(v, —v, +1)

dir.
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Ispat: P3 ve P4 den; Z(ba —v, —Dr_ ifadesi x_ ile kesisen (x_nin kendisi hari¢) ve

Xy ile kesismeyen dogrularin sayisini verir. Simdi P, x, ve X; nin kesim noktas1 olsun.
Bu durumda x_ve X, yi kesen ve P den gecen v_ (v, - 1) dogru vardir. Hicbiri P den
gecmediginden bu dogrularin en fazla (v,-1).(v,-1) tanesi xy, ile de kesisir. Bu sebeple
X, Ve X, ile kesisen ve X, ile kesismeyen en azindan (v-1)( v, — vy, + 1) dogrular
vardir.

Sonug: Eger xs ve Xy, k-dogrularn ise, x, ve X, birbiri ile kesisip her ikisi de x_ ile

kesigsmiyorsa,

> (b, ~k—Dr,, >v, -1

olur.

Teorem 5.22: £, n. mertebeden karesel kisith lineer uzay olsun. Bu durumda £ nin
Linn’s Cross olmadikca n-dogrular kiimesi iizerinde paralellik bagintis1 bir denklik

bagintisidir.

Ispat: Paralellik bagintisinin yansiyan ve simetrik oldugu aciktir. Denklik bagintist
oldugunu gostermek icin sadece gecisli oldugunu gostermeliyiz. £, Linn’s Cross dan
farkli ve n. mertebeden karesel kisith lineer uzay olsun. Paralelligin kendi n-dogrular

kiimesi iizerinde gecisli olmadigin1 kabul edelim. Bu nedenle x_ ve Xx,, P de kesissin

ama her ikisi de x, ile paralel olsun. Bundan dolay1 b(v) > n + 1, £ nin bir sonlu afin

diizlem olamayacagint gosterir. £, bir yaklasik demette olamaz. Bu nedenle Teorem

5.18, 5.19 ve Teorem 5.18 in sonucundan biitiin Uy, icinv;=n+1<by, ve
v<n’+n+1

dir. Ustelik Teorem 5.21 in sonucunda,

Z(ba—n—l)rm >2n-1

dir. Teorem 5.20 den x_ ile kesisen bir (n+1)-dogrusu vardir. y bir (n+1)-dogrusu olsun.
Simdi y nin x_ iizerinde her noktasi i¢in de x_ ile kesismeyen en azindan bir dogru

vardir. (P3) den S_ > n dir.
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Simdi (P4) ii x_ ya uygulayarak

v+n-1>b-1>n+n*+ > (b, —n-Dr, (%)

> n’+2n—1
Bu nedenle, v > n? + n olur.

Durum (i): x, bir (n+1)-noktasi igerir. U, bunun gibi bir nokta olsun. O halde, P2 yi
U, yauygulayarak

v-1=v —1+> (v, —Dr<n—l+n(b, —1)

T#G
2
=n"+n-1

Bu sebeple v = n’ +n ve yukaridaki esitsizlik bir esitlik olur ki x, ile birlikte U, dan
gecen n(n+1)-dogrulari oldugunu ifade eder. Bu nedenle Ugyi, v ye birlestiren dogru,

bir (n+1)-dogrusudur ki bunu x _ olarak isimlendirelim.
> (b,—n-Dr,2n-1

oldugundan x_ ile kesisip x, ile kesismeyen en az n-1 dogru vardir. P4 ii x_ ye
uygulayarak,
b(v)>n+2
oldugundan
V+n—12b-128_+n’+n+12n"+2n
bulunur. Bu durum , v > n” + n + 1 oldugunu gosterir ki bu da v = n’ + n ile celisir.

Durum (ii): x_ hi¢ (n+1)-noktas1 igermezse, bu durumda

> (b,—n-Dr,>n

ve yukarida (*) da oldugu gibi (P4)

v+n-1>b-1>n"+2n
oldugunu gosterir. Bu sebeple v = n” + n + 1 dir. v; = n + 1 oldugunda P2 den herhangi
bir (n+1)-noktasinin sadece (n+1)-dogrulari iizerinde oldugunu gosterir. Bu sebeple x,
nin her noktasindan gecen X, nin kendisinden farkli en az bir dogru vardir ve bu dogru

Xo ile kesismez. Bu nedenle S_ >n + 1 dir.

Boylece, x_, dogrusu i¢in P4 den;
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V+n-1>b-1>n+1+n’+ > (b,—n-1r,

2n2+2n+1
burada, v>n’+2n+1

olup sonug olarak bu bir celigki olusturur.
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