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GIRIS

Regle yiizeyler konusu, diferensiyel geometri ve kinematik teori tekniklerinin en
uygun sekilde kullanilabildigi arastirma konulardan biri oldugundan, matematikg¢ilerin
her zaman ilgi odag1 olmustur. Bu yiizden, literatiirde bu konu ile ilgili ¢cok sayida
kaynak bulmak miimkiindiir. Regle yiizeylerin siniflandirilmasi, dayanak egrisiyle ilgili
ozelliklere gore, regle ylizey ve yiizeyin iizerindeki egrilik cizgileri, geodezikleri,
striksiyon cizgileri ve ylizeyin sekil operatorii ve bunun cebirsel invaryantlarmin
incelenmesi, regle ylizeylerin agilabilirligi, acilim uzunluklari, kapali regle yiizeylerin
incelenmesi gibi konular regle yiizeyler iizerine yapilan calismalarin basinda
gelmektedir.

Regle yiizeyler en basit ve en sade sekliyle, dayanak egrisi olarak adlandirilan
bir uzay egrisi boyunca, bir dogrunun hareket ettirilmesiyle olusturulan yiizey olarak
tanimlanir. Hareket ettirilen dogruya regle yiizeyin ana dogrusu, bu dogrunun
dogrultmanina da regle yiizeyin dogrultmani denir. Bu tez caliymasinda,

o:lcIR—E’
t ——aft)
regiiler birim hizli egrisi, yiizeyin dayanak egrisi olarak ve bir X birim vektor alaninin
oL egrisine,

X(1)=X|

a(t)

seklinde bir kisitlamasi, yiizeyin dogrultmani olarak alinmistir. Dayanak egrisi boyunca,
regle yiizeyin birim normal vektorii & =&(t) ve dayanak egrisinin Frenet vektorleri
T=T(t), N=N(t) ve B=B(t) olmak iizere, o egrisi boyunca {T, X, &} ortonormal
sistem olarak ele alinmustir.

{T, X, &} ortonormal sisteminin dayanak egrisi boyunca degisimi H. Hilmi
Hacisalihoglu tarafindan, a, b ve ¢ t’ye bagh diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak
uzere,

D, T=aX+b& D, X=-aT+c§ D,E=-bT-cX
bagintilar: ile vermistir. Dolayisiyla, yiizeyin dagilma parametresini,
c

P. =
X
a’+c?




yiizeyin striksiyon ¢izgisinin denklemini,

a

B(t) =out)+ X(t)

a’+c’
ve yiizeyin dogrultmami boyunca sekil operatoriinii kullanarak, regle yiizeyin Gauss
egriligini,

2
C

(22 +c2 2 —2av+1)
ve dogrultman boyunca Gauss egriliginin maksimum degerini,

(a2 +c?)
C2

K(t,v)=-—

K(t,v)=-—

seklinde vermistir.
Bu tez calismasinda, regle ylizeyin birim normal vektorii ve dolayisiyla ylizeyin
dogrulmani, dayanak egrisinin Frenet vektorlerinin birer lineer birlesimi olarak ifade

edildi. a, b ve ¢ fonksiyonlari, § birim normal vektoriiniin asli normal vektoriiyle
yaptig1 W = y(t) agist cinsinden hesaplandi. {T, X, &} ortonormal sisteminin dayanak
egrisi boyunca degisimi yeniden ele alindi. Elde edilen sonuglar y = y(t) acisina gore
dayanak egrisinin Frenet elemanlar1 da kullanilarak tekrar yorumlandi.

Benzer diisiince tarziyla, elde ettigimiz tiim sonuglari, 3-boyutlu Lorentz
uzayinda, {T, X, &} ortonormal sistemindeki vektorlerin karakterleri (dolayisiyla
yiizeyin dayanak egrisinin, dogrultmaninin ve birim normal vektoriiniin karakteri) goz

oniinde bulundurularak, spacelike ve timelike regle yiizeyler i¢in tekrar ele alind.



1.TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tanim 1.1.1: V bir reel vektor uzay: olsun. g: VXV — IR doniisiimii Va,be IR ve
Yu,v,we V icin;

i. g(u,v) =g(v,u)

il. g(au+bv,w) =ag(u,w)+bg(u,w)

iii. g(u,av+bw) =ag(u,v)+bg(u,w)
Ozeliklerine sahip ise, bu durumda g doniisiimiine V vektor uzay:r lizerinde simetrik

bilineer form denir (O’Neill 1983).

Tanim 1.1.2: V reel vektor uzay: lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i. Yue V ve v#0icin g(u,v) >0 ise, bu durumda g simetrik bilineer formuna

pozitif tanimli,

ii.Vue V ve v#0icin g(u,v) <0 ise, bu durumda g simetrik bilineer formuna
negatif tanimls,

ill. YueV ve v#0icin g(u,v)=0 ise, bu durumda g simetrik bilineer
formuna yari-pozitif tanimli,

iv. YueV ve v#0icin g(u,v)<0 ise, bu durumda g simetrik bilineer

formuna yari-negatif tanimli denir (O’Neill 1983).

Tanim 1.1.3: V bir reel vektor uzay1 ve g: VXV — IR ; simetrik bilineer form olsun.
i. g nin non-degenere olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g(u,v)=0 ve Vve V
icin u =0 olmasidir.
il. g nin degenere olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g(w,v) =0 ve Vve V ic¢in
w # 0 olmasidir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).
V lizerindeki g non-degenere simetrik bilineer form V nin bir alt vektdr uzayma

indirgenebilir. Indirgenen simetrik bilineer form degenere ve non-degeneredir.



Tanimm 1.1.4: V bir reel vektor uzayr ve g: VXV —=IR; V simetrik bilineer form
olsun. V nin sifir uzayi (radikal veya null uzayr);

RadV ={£e V:gE&,v)=0,ve V}
seklinde tanimlanir ve RadV <V dir. RadV alt uzaymin boyutuna g nin sifirhik
derecesi (nullity degree) denir ve nullV ile gosterilir (Duggal and Bejancu 1996).

Yukaridaki tanima gore; V ilizerindeki g simetrik bilineer formunun dejenere (veya non-

dejenere) olmast icin gerek ve yeter kosul nullV >0 ( veya nullV =0 ) olmasidir.

Ornek 1.1.1: 2-boyutlu reel vektor uzayr IR ve g simetrik bilineer formu Vx,ye IR?
icin;
g:IR*xIR* - IR
(X, y) = g(%,y) ==Xy, +X,¥,

seklinde tammlansm. Buna gére Rad(IR?)={(0,0)} ve g nin sifirhk derecesi

null IR* = 0 olur. Tamim geregince g non-dejeneredir.

Tanim 1.1.5: g simetrik bilineer formuna karsilik gelen kuadratik form; Vve V i¢in

h:V—IR
v—h(v) =g(v,v)

seklinde taniml1 bir doniisiimdiir. Bu durumda g, h yardimiyla Vv,w € V i¢in;
1
v, w) = Ly + w)-h(v)-b(w)

seklinde ifade edilebilir. V nin bir E ={e,,e,,....e, } bazi i¢in; A, € IR ve v, ler de V

nin E bazina karsilik gelen koordinat bilesenleri olmak iizere
h(v) = A, (vy)?
i=l

formuna sahiptir. A, katsayilarinin pozitif, negatif ve sifir olanlarinin sayilari,sirast ile,
p, q ve r ise, bu durumda h ye (p, g, r)-tipindendir denir ve ayrica p+q+r=m dir

(Duggal and Bejancu 1996).



Onerme 1.1.1: V iizerinde g simetrik bilineer formuna ait (p,q,r)-tipinden bir kuadratik
form h olsun. Bu durumda
i. g nin dejenere (veya non-dejenere) olmasi icin gerek ve yeter kosul > 0(r =0)
olmasidir.
iil. g nin pozitif (veya negatif) tamimli olmasi icin gerek ve yeter kosul
p=m (q=m) olmasidir.
iil. g nin pozitif (veya negatif) yari-tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
q=0, p>0,r>0 (p=0, q>0, r>0) olmasidir
(Duggal and Bejancu 1996).

Tanmm 1.1.6: V nin bazi E:{el,ez,...,em} olsun.b; = g(e;,e;) olarak tanimlanan
B= lbi’j Jme matrisine E bazina gore g nin matrisi denir. g simetrik oldugundan B

matrisi de simetriktir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Sonug 3.1.1: V nin herhangi bir E bazina gore g nin matrisi B olsun. g nin non-dejenere
(veya dejenere) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul rank B=m, (rankB < m) olmasidir

(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tanmm 1.1.7: V  bir reel vektor uzayr ve g: VXV —=1IR; V lizerinde bir simetrik
bilineer form olsun.

gw:WxW — IR
negatif tanimli olacak sekilde en biiyiikk boyutlu W alt uzaymin boyutuna g-simetrik

bilineer formun indeksi denir ve q ile gosterilir. Ayrica, q ya V vektdr uzaymnm da

indeksi denir ve ind V =q ile gosterilir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Buna gore 1<q<boyV dir. g=0 olmas: i¢in gerek ve yeter sart g nin pozitif yari-

taniml1 olmasidir.

Teorem 1.1.1: V nin bir {e,,e,.,....e, } ortonormal bazi i¢in (€,,€,.,...,€,) isaretindeki

negatif terimlerin sayis1 V nin q indeksidir (O’Neill 1983).



1.2 Yan-Oklid uzaylan

Tanim 1.2.1: V reel vektor uzayi iizerinde bir g non-dejenere, simetrik bilineer formu
tammlanirsa g ye bir skalar ¢arpim (yar1-Oklid metrigi) ve V ye de yar1-Oklid uzay1
denir. p.q# 0 ise g ye gercek yari-Oklid metrigi denir.

Ozel olarak g pozitif tanimli ise, g ye Oklid metrigi ve V ye de Oklid uzayi denir. ¢ =1

ise g ye Lorentz (Minkowski) metrigi ve V ye de Lorentz uzay1 veya Minkowski uzayi

denir. V de g dejenere (nullV >0) ise, bu durumda V ye lightlike veya dejenere vektor
uzay1 denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Onerme 1.2.1: (W,g) reel n-boyutlu dejenere vektor uzayr ve W nmn sifir uzayi
RadW olsun. null W =r <n olmak iizere, Rad W nin V deki tiimleyeni olan alt uzay

non-dejeneredir. Bu uzaya ekran uzayi (screen space) veya perde uzayi denir ve SW ile

gosterilir (Duggal and Bejancu 1996).

Tanim 1.2.2: Bir ve V vektori icin;

i. g(v,v)>0 veya v=0 ise, bu durumda v vektoriine spacelike vektor,

il. g(v,v) <0 ise, bu durumda v vektoriine timelike vektor,

iil. g(v,v)=0lightlike (null veya isotropik) vektor denir (O’Neill 1983, Duggal
and Bejancu 1996).

Tamm 1.2.3: V yari-Oklid uzay1 ve g de yar1-Oklid metrigi olmak iizere;

LI\ = {ve (V-{0p:g(v,v) =0} seklinde tanimh I'y ciimlesine V nin lightlike
konisi,

i Iy = {ve V:g(v,v)>0} seklinde tanimh Iy ciimlesine V nin spacelike
konisi,

ii. I ={ve (V-{0}):g(v,v) <0} tanimh I, ciimlesine V nin timelike konisi
denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tamm 1.2.4: V yari-Oklid uzay1 ve g de yar1-Oklid metrigi olmak iizere;



Il]: v —IR
1
vV =letv. vl
seklinde tanimli fonksiyona norm fonksiyonu denir. ||v|| ya da v nin normu veya v nin

boyu denir. Boyu 1 birim olan vektore de birim vektor denir (O’Neill 1983, Duggal and
Bejancu 1996).

Tanmm 1.2.5: u,ve V icin u#0 ve v#0 olmak iizere; g(u,v) =0 ise, bu durumda u

ve v vektorlerine ortogonal vektorler denir ve u L v seklinde gosterilir (O’Neill 1983,

Duggal and Bejancu 1996).

Uyar: Unutulmamalidir ki g nin indefinite olmas1 durumunda; Oklid geometrisinde
oldugu gibi dik vektorler arasinda dik ag1 olmak zorunda degildir. Ornek olarak lightlike

vektorler sifirdan farkli vektorler olmalarina ragmen kendilerine dik vektorlerdir.

Teorem 1.2.1: Bir V #{0} yar1-Oklid uzay1 daima bir ortonormal baza sahiptir (O’Neill
1983, Duggal and Bejancu 1996).

Ornek 1.2.1: m-boyutlu reel vektér uzayt IR™ ve IR™ nin bir ortonormal bazi
E=1{e, =(10...0)....e, =(0,0,...1)} olsun. q indeksi 0<q<m olmak iizere IR™

tizerinde bir yari-Riemann metrik Vx,ye IR™ icin

q m
g(x,y) = _ZXiYi + ZXij
il

j=q+1
seklindedir. Bu metrikle birlikte IR™ bir yar1-Oklid uzay1 olur ve IR ile gosterilir.

Ozel olarak g=1 ise IR!" bir Lorentz (Minkowski) vektor uzayidir.

Teorem 1.2.2: V vektor uzayi icin ortonormal baz {e,.e,.....e, } olsun.e,=g(e,,e,)

olmak iizere ve V;
V= Zei g(v,e;e; (3.2.1)
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill 1983).



Tanmm 1.2.6: X, Y e IRfolsun. <X,Y> =0 ise X veY vektorlerine Lorentz anlaminda

diktirler denir (Nomizu 1966).

Teorem 1.2.3: Lorentz uzayinda timelike vektorler v,w olsun. Bu iki vektoriin ayni

zaman konisinde olmas i¢in gerek ve yeter sart g(v,w)<0 olmasidir (Nomizu 1966).

Teorem 1.2.4: Lorentz uzayinda x,y iki timelike vektor olsun. O zaman;
1) Kx, y>‘ 2 ||x||||y|| (Lorentz uzaymda Schwartz esitsizligi)

2) Eger x,y vektorleri ayni time-konide ise, <x,y> = —||x||.||y||.ch(p olacak sekilde

hiperbolik a¢1 diye adlandirilan bir tek ¢ =0 sayis1 vardir (Nomizu 1966).
Sonuc 1.2.1: ki timelike vektor birbirine dik olamaz (Nomizu 1966).

Tamm 1.2.7: (V,g) m-boyutlu yar1-Oklid uzay1 ve W da V nin bir alt uzay1 olsun. glw
dejenere ise, bu durumda W ya V nin lightlike veya dejenere alt uzay: denir. Aksi halde
W ya V nin non-dejenere alt uzay: denir.

Wt ={ve V:g(v,w)=0,Ywe W} ciimlesine d¢ W nmn dik uzay: denir. Genellikle

W NW* {0} dir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Onerme 1.2.2: (V,g) m-boyutlu yari-Oklid uzay1 ve W da V nin bir alt uzayi olsun. Bu
durumda su 6zelikler vardir:

i. boyW+boyW: =m ii. (W') =W iii. RdW=Rad W' =W W"
(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Sonuc 1.2.2: V bir yari-Oklid uzayr ve W da V nin bir alt uzay1 olsun. Asagidaki
Onermeler denktir:

i. W; V nin bir non-dejenere altuzayidir,

ii. W* de V nin bir diger non-dejenere altuzayidir,



iii. W ve W*; V nin tamamlayic1 (complementary) ortogonal altuzaylaridir.

iv. V; W ve W™ nin ortogonal direk toplamidir, yani V=W L W~ dir
(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

1.3 Yari-Riemann Manifoldlar: ve Altmanifoldlar:

Tanmm 1.3.1: M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde non-dejenere ve
sabit indeksli (0,2)-tipinden g tensOr alamina bir metrik tensor denir (O’Neill 1983,
Duggal and Bejancu 1996).

Bagka bir ifadeyle M manifoldunun her p noktasindaki T,M tanjant uzayima g‘p skalar

carpimu karsilik gelir ve g‘p nin indeksi her pe M i¢in aymidir.

Tanim 1.3.2: M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M lizerinde sabit indeksli bir
metrik tensor olmak iizere; (M,g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir (O’Neill

1983, Duggal and Bejancu 1996).

Tanmm 1.3.3: (M,g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksi q ya (M,g)
yari-Riemann manifoldunun indeksi denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). q

indeksli ve n-boyutlu bir yari-Riemann manifoldu M ile gosterilir.

Tamm 1.3.4: M| bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger n>2 ve gq=1 ise, bu

durumda M, yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir (O’Neill 1983,
Duggal and Bejancu 1996).

Ozel olarak q=0 ise bu durumda M" bir Riemann manifoldu ve g de bir Riemann

metrigidir.

Tamm 1.3.5: M_ bir yari-Riemann manifoldu ve o:Ic IR — M diferensiyellenebilir

bir egri olsun. & egrisinin teget vektor alan1 T olmak iizere ;

i. g(T,T)>0 ise, bu durumda & egrisine spacelike egri,



ii. g(T,T)<0 ise, bu durumda ¢ egrisine timelike egri,
iii. g(T,T)=0 ise, bu durumda « egrisine lightlike (veya null) egri denir
(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996).

Egrinin 6zel bir hali olan dogruyu gz Oniine alalim. Dogrunun dogrultman
vektorii spacelike ise, dogru spacelike dogru, dogrultman vektorii timelike ise, dogru

timelike dogru ve dogrultman vektorii lightlike ise, dogru lightlike dogrudur.

Tanim 1.3.6: M"

v ?

m-boyutlu ve v indeksli bir yari-Riemann manifoldu ve H: , h-
boyutlu ve q indeksli bir diger yari-Riemann manifoldu olsun.

f:M — H";
doniisiimii bir izometrik immersiyon ise (rankf =m) M ya H: nin bir yari-Riemann

altmanifoldu denir (O Neill 1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988).

Tamim 1.3.7: n-boyutlu bir M yari-Riemann manifoldunun (n-1)-boyutlu bir M yari-

Riemann altmanifolduna M nin yari-Riemann hiperyiizeyi denir (Turgut 1995).

Tamm 1.3.8: IR *de iki vektor X =(x,,X,,X;), Y =(y,,y,,y,) olmak iizere;
A: IR} XIR; ——IR;
(X ,Y)——=XAY =(X,.y; —X5.¥,, X3.¥; —X,.¥5, —(—X,.¥, —X,.¥,))
seklinde tammli A operatoriine IR} ’de Lorentz anlaminda dis ¢arpim denir.

Bu tanimi, IR’’deki vektorel carpimin ifadesine benzer olarak,

- - —_

€1 €2 —€3
XAY =det| x, x, X,
Yi Y2 ¥;

seklinde ifade edebiliriz (Tunger 2000).
Sonuc¢ 1.3.1: X,Y,Ze IRf olmak iizere asagidaki ozellikler vardir.

i) (XAY,Z) =det(X,Y,Z) i) (XAY)AZ=(Y,Z)X—(X,Z)Y

i) (X,XAY)=0 iv) (Y,XAY)=0 (Tunger 2000).
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Teorem 1.3.1: IR}, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektdr u ve v olsun.

1. uve v spacelike vektor ise u A v bir timelike vektordiir.

il. u spacelike ve v timelike vektor ise u A v spacelike vektordiir.
iii. u spacelike vev null vektor olmak iizere <u, v> =0 ise uA v null vektor, eger
<u, v> #(0 ise u A v spacelike vektordiir.

iv. u ve v null vektor ise u A v spacelike vektordiir.
v. u timelike ve v null vektor ise u A v spacelike vektordiir.

vi. u ve v timelike vektor ise u A v bir spacelike vektordiir (Turgut 1995).

Tamm 1.3.9: IR, 3-boyutlu Lorentz uzaymnda bir yiizey M olsun.Her pe M ve her
0, TM, V, e TMigin
(V,.0,)=0=V, =0

onermesi saglaniyorsa M ye IR] uzayinda nondejenere yiizey denir (Turgut 1995).

Tamm 1.3.10: IR;", 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine
indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M ye IR’ de bir spacelike yiizey denir (Turgut

1995).

Teorem 1.3.2: IR, 3-boyutlu Lorentz uzaymda (U, @) parametrizasyonu ile verilen bir

¢:UcIR’ > IR;
(u,v) = @, v) = (9, (u, v), @, (u, v). 05 (u, v))
yiizeyinin spacelike bir yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart, yiizeyin normalinin

timelike bir vektor alani, yani
(€,6)<0

olmasidir. Burada &, M yiizeyinin normal vektor alanidir (Turgut 1995).

Tamm 1.3.11:IR;, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye timelike yiizey denir (Turgut 1995).
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Teorem 1.3.3: IR, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey M yiizeyinin timelike yiizey

olmas i¢in gerek ve yeter sart yilizeyin normalinin spacelike bir vektor alni, yani

(£,€)>0
olmasidir (Turgut 1995).

Tanim 1.3.12: M7 ,H"} nun yari-Riemann altmanifoldu olsun. &, M. nin bir normal
vektor alan1 ve V da, M} iizerindeki koneksiyon olmak iizere;
Ag X (M) = xM)
X—=A:(X)=-V,&
seklinde tammh A, doniisiimiine M7 nin & ye gore sekil operatorii denir (O Neill

1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988).

Tamm 1.2.13:IR], 3-boyutlu Lorentz uzaymda bir yiizey M ve M nin sekil
operatoriine karsilik gelen matris S olsun. pe M icin

K(p) =¢&detS,
M yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K:M — IR fonksiyonuna M yiizeyinin
Gauss egrilik fonksiyonu denir. Burada £:<§,§>:i1 dir; £, M yiizeyinin normal

vektor alanidir (Turgut 1995).

1.4 3-Boyutlu IR; Lorentz Uzayinda Regle Yiizeyler

Tanim 1.4.1:IR13, 3-boyutlu Lorentz uzayinda, verilen bir / dogrusu, verilen bir o

egrisi boyunca hareket ettirilerek elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3-boyutlu Lorentz
uzayinda bir regle yiizey denir. Bu durumda verilen / dogrusuna, regle yiizeyin bir ana

dogrusu ve o egrisine, regle yiizeyin dayanak egrisi denir (Turgut 1995).

Tamm 1.4.2: IR, 3-boyutlu Lorentz uzayimnda bir regle yiizeyin anadogrular1 boyunca

teget diizlemleri ayni ise regle ylizeye acilabilirdir denir (Turgut 1995).
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Tamm 1.4.3:IR’, 3-boyutlu Lorentz uzayinda agilabilir olmayan bir regle yiizey

verilsin. Regle ylizeyin komsu iki ana dogrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin
esas ana dogru lizerindeki ayagina bogaz (merkez veya sitriksiyon) noktasi denir

(Turgut 1995).

Tamm 1.4.4:IR;, 3-boyutlu Lorentz uzaymda bir regle yiizeyin ana dogrularmnin her
birini dik olarak kesen bir egri varsa, bu egriye regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir

(Turgut 1995).

1.5 Yarni-Riemann Manifoldlarda Bir Egrinin Frenet Denklemleri

i. Spacelike ve Timelike Egriler icin Frenet Denklemleri

M (n>=3) bir yari-Riemann manifoldunda diferensiyellenebilir ve lightlike

olmayan bir egri icin Frenet denklemleri, asagidaki Teorem ile ifade edilmistir

(Ekmekci and Ilarslan 1998).

Teorem 1.5.1: Mg(n23) bir yar-Riemann manifold ve o«:IcIR—M'de

diferensiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki Frenet vektorleri;

V...V, } vee_, =g(V,,V,) olmak iizere, Frenet vektorleri ve tiirevleri arasindaki
iliski asagidaki gibidir.

i.VyV, =k\V,

iV, V,=-¢g,,g k_ V,+kV,, I<i<n

iii' VVl Vn = _er—Zer—lkr—IVr—l

burada V, Mg yari-Riemann manifoldu tizerindeki koneksiyondur.

Ispat: Yukarida ifade edilen Frenet denklemlerinin matris gosterimi ise su sekildedir.
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RN 0 K, 0 0 0 0V |
VoV, | |-gek, 0 Kk, 0 0 0| v,
vV, 0 -ggk, 0 0 0 0| v,
ViV 0 0 0 0 k,_, 0 |V,
v \2 Vr—l 0 0 0 - 8r—38r—2kr—2 0 kr—l Vr—l
V.V, | 0 0 0 —€,e k., 0 |V,

Ozel olarak g=1 olsun. Bu durumda manifold Lorentz manifoldu olur. Buna gore
Lorentz manifoldunda bir egrinin Frenet denklemlerini Teorem 1.5.1 yardimiyla n=3

icin inceleyelim.

i. o, Lorentz manifoldunda timelike egri olsun.

Bu durumda o nin Frenet vektor alanlari, V, timelike vektor alam, V, ve V,
spacelike vektor alamdir.Buna gore, €,=-1,€ =1,€, =1 olacaktir. Bu durumda

Teorem 1.5.1 den asagidaki Frenet denklemlerini yazabiliriz.

v.v,] [o &k oTV
V.Vi =k, 0k, |V, (1.5.1)
VoVi| [0 -k, 0]V,

ii. o, Lorentz manifoldunda spacelike egri olsun.

Bu durumda o egrisi iki farkli Frenet denklem sistemine sahiptir.
1. o egrisinin vektor alanlari; V, spacelike vektor alani, V, timelike vektor alani ve
V, de spacelike vektor alam olsun. Buna gore €,=1,¢ =-1,¢€, =1 olacaktir. Bu
durumda Teorem 1.5.1 den n=3 i¢in asagidaki Frenet denklemlerini yazabiliriz.

vV, To &k oTv,
VoVi =k, 0 Kk, ||V, (15.2)
V.Vi| |0 k, 0]V,
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2. o egrisinin vektor alanlary; V, spacelike vektor alani, V,uzay benzeri vektor alam
ve V, de timelike vektor alani olsun. Buna gore €, =1, € =1, €, =—1 olacaktir. Bu

durumda Teorem 1.5.1 den n=3 i¢in asagidaki Frenet denklemlerini yazabiliriz.

v,V 0o k, o07V,
V.V, l=[-k 0 k,|V, (1.5.3)
V.V, 0 k, 0]V,

ii. Lorentz Manifoldlarinda Lightlike Egriler icin Frenet Denklemleri

o, (m+2)-boyutlu (M,g) Lorentz manifoldunda bir lightlike egri ve bu egrinin
teget vektor alan1 A, M nin Levi-Civita koneksiyonu V ile gosterilsin. Egrinin Frenet

vektorleri, {k,N,Wl,...,Wm} olsun. Burada A ve N lightlike vektorler, W,, (1<i<m)’

ler de spacelike vektorlerdir. Buna gore o nin Frenet denklemleri asagidaki gibidir:

V,A=hA+k,W,

V,N=-hN+k,W, +k,W,

VoW =k A -k N+k,W, +k;W;
V. W, =—k;A—k,W, +k W, +k, W, (1.5.4)

v,w ,=-k, W _,-k, W_.+k, -W__ +k, W

2m-5 m—4 2m—4 m—. 2m-2 m 2m-1 m

ViW, ==k, s W, 5 -k W, +k,, W,

2m-2 m

V}me = _k2m—lwm—2 _kZme—l

burada h, {kl ,...,kZm} diferensiyellenebilir fonksiyonlardir (Duggal and Bejancu, 1996).
Ozel olarak m=1 igin (1.5.4) denklemleri asagidaki sekli alir;

V., A=hA+k,W, , V,N=-hN+k,W,, V, W, =—k,A—-k N (1.5.5)
Bu denklemlerde uygun bir p parametre degisimiyle, h=0 alinabilir ve diger denklemler
degismeden kalir. Uygun p parametresine, egrinin sec¢ilmis parametresi denir. Buna gore
(1.5.5) denklemleri asagidaki sekli alirlar:

Vdi:klwl, ViN:szw VdWI:—kZ%—kIN (1.5.6)

dp p dp dp
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(1.5.6) denklemlerinde 6zel olarak di =X,-N=Y, W, =Z alinirsa
P

v.X=k,2,V,Y=k,Z, V,Z=-k,X+k,Y (1.5.7)
elde edilir. Elde edilen bu son denklemler, lightlike egriler icin Cartan denklemleri
olarak da bilinmektedir ( Duggal and Bejancu 1996).
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2. E* UZAYINDA REGLE YUZEYLER

M c E’, dayanak egrisi
a:IcIR——E’
t ——aft)
ve dogrultmani X(t) ve birim normal vektor alan1 & olan bir regle yiizey olsun. Bu
durumda M yiizeyi
¢:IxIR——>FE’
(t,v)——o(t,v) = a(t)+ vX(t)

doniistimii ile belirtilir (Hacisalihoglu, 1980).

{T,N,B}a dayanak egrisinin teget, asli normal ve binormal vektor alanlart, kl(t) ve
k, (t) egrinin 1. ve 2. egrilikleri olsun. X(t) dogrulman vektdriinii ot) noktalarda
IX|=1 e
X=fT+f,N+fB , f.f,.f,eC(E*IR)
olacak sekilde secelim. Bu durumda,
X =(f/ —k,f,)T +(f; +k,f, —k,f; )N+ (f] +k,f,)B

elde edilir. Simdi {T,X,&} ortonormal sisteminin & boyunca degisimini inceleyelim.

& =cosyN+sinyB (2.1)
olsun. Yiizeyin yonlendirmesine baglh kalarak TAX =& secelim. Bu durumda

TAX=—f,N+f, B
olup f, =0, f, =siny, f,=—cosy ve buradan da

X =simnyN-cosyB (2.2)

yazabiliriz. Diger taraftan
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D& =k, cosy T —sin y(y +k, )N +cosy(y +k, B
olacaktir. Dolayisiyla,
D, T =k, sin yX +k, cosy&
D, X =k, sinyT+(y +k, ) (2.3)
D.E=—k, cosyT—(y +k,)X

esitlikleri elde edilmis olur.

Diger taraftan (p(t, v) = 0c(t)+ VX(t) esitligi Vv e IR sabit degeri icin M nin bir
0, : Ix{v}— M egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alan1 A ise,
A=T+vD. X
(2.3) esitliklerinden,
A = (1- vk, siny)T+ v(y'+k, )& (2.4)
seklinde bulunur. A vektor alami & ’e dik olacagindan
v(iy'+k,)=0 (2.5)

olacaktir.

Bir dogrultman boyunca, M’nin teget diizlemlerinin ¢akisik olduklar1 genellikle

dogru degildir. Ancak bu diizlemlerin daima sabit olmasi, & ’nin katsayisi ile yakindan

ilgilidir. Boylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 2.1: Bir regle yiizeyin, bir dogrultmani boyunca teget diizlemlerinin ayni
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
v+k, =0

esitliginin saglanmasidir.
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Ana dogrularin birim dogrultman vektorii X olan bir regle yiizeyin dralini Py ile

gosterelim. Komsu ana dogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki birim vektor, vektorel

carpim ile X A X' oldugundan bu dogrultudaki birim vektor

XAX'
X

dir, burada X'=D X dur.

Dayanak egrisinin komsu iki noktast 0u(s) ve Ou(s+ds)=a(s)+dous)
oldugundan bu noktalardaki ana dogrular arasindaki en kisa uzaklik da vektoriiniin

XAX'
X

vektorii tizerindeki izdiistimiidiir. Boylece en kisa uzaklik k ile gosterilirse

o < g /\'X'> _ detfdo, X, X ]
X

|1

olarak bulunur (Hacisalihoglu1980). Eger ana dogrularin kiiresel gdstergesini goz Oniine

alirsak bu gosterge yay elementi olan
1

do = HiTX ds =[D X[ds = fk,?sin” v + (v’ + K, )* s
S

komsu iki ana dogru arasidaki ag1 olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali i¢in

p _k _ det[do, X, X]

== [ X|ds
oo X

olup burada

det[da, X, X']=(TAX,X")

terimi hesaplanirsa
det[da, X, X' = ¢ +k,

bulunur. O halde dagilma parametresi
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_ detfdo, X, X]

X ) 2
I
bagintisindan
Vv +k,
P, = (2.6)
ok sin?y+ (g +k, )
olarak elde edilir.

Teorem 2.2: Bir ¢(s, V) regle yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
v +k,=0

esitliginin saglanmasidir.

Sonuc 2.1: Bir regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in, egri boyunca ana dogrularin teget

diizlemde uzanmasi gerek ve yeter sarttir.

Diger taraftan bir @(s,v) regle yiizeyinin merkez noktasinin o yer vektorii
dayanak egrisinin a(s) yer vektorii, X(s) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine olan
uzaklig1 u uzakhigi cinsinden

o(s,u) =o(s)+uX(s)
sekline ifade edilebilir. u parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vektorii ve
dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi X(s) ve X(s)+dX(s) olan

komsu ii¢ ana dogrusu verilsin.

i
i

als)

PP’ ve Q,Q" komsu ana dogrularmmin ortak dikmelerinin ana dogrular iizerindeki
ayaklar1 olsunlar. Ik iki komsu ana dogrunun ortak dikmesi
X(s)A(X(s) + D X(s)ds) = X(s)AD . X(s)ds
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bagntisindan dolayr XAD. X vektoriine paraleldir. Limit halinde i} ve PP ile
cakisacak ve bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla
<X,P_Q’> =0 ve <X + DTde,ﬁ> =0

olacagindan

<DTX, P_Q'> =0
elde edilir. Ayrica dayanak egrisinin s yay-parametresine gore tiirevi alinirsa ve

<DTX, P_Q'> =0
esitliginden dolay1

<DTX,d—OC> =0= DTX,T+d—uX+ﬁDTX> =0
ds ds

= (D, X, T)+u|D,X|" =0
(D;X,T)
DX

=>u=-
bulunur (Hacisalihoglu 1980). (2.3) esitliklerinden, degerler yerine yazilirsa,

G k, siny

2.7
k> sin? y+(y +k, )’ 27

elde edilir. Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii
k, siny

0U(s) = Gi(s) +
($)=0(s) k,>sin? y+(y' +k,)

> X(8)

seklinde olur. Eger ||DTX||:0 ise regle ylizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal
regle yiizeyin silindir olmasini karakterize eder. Regle yiizeyler i¢in striksiyon egrisi
dayanak egrisi olarak alnabilir. Bunun i¢in (2.7) esitliginde u=0 ve dolayisiyla

k, sin Yy = 0 alinmasi yeterlidir. Bu durumda su sonucu verebiliriz.
Sonug¢ 2.2: k, # 0 olmak iizere, striksiyon egrisi dayanak egrisi olan regle yiizeylerin

(silindirik ytizeyler) dogrultman vektorleri dayanak egrisinin binormal vektorii

dogrultusunda uzanir.
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Teorem 2.3: ¥’ +k, # 0 olmak iizere bir M kapali regle yiizeyi
¢:IxIR - E’
(t,v) = 9(t,v) = o)+ VX ()
tanimlansm. O zaman, M’nin dogrultmanlar1 arasinda, ortogonal yoriingeler boyunca en
kisa uzaklik
v = k,siny
° klsin’y+ (v +k,)

degerine karsilik gelen ¢, :1— M egrisi boyunca 6l¢iilen uzakhiktur.

Ispat: «(t,) ve a(t,) noktalarinda gecen iki dogrultmami gz Oniine alalim.

(t1 <t,,t,,t, € I). Bu iki dogrultman arasinda bir ortogonal ydriinge boyunca olan

uzaklik ,

J(v) = [ Al

4

(2.4) esitliginden,

t

3 = [[1-2vk, siny + (k2 sin?y+ (W +k, 2 o2 ) 2at

elde edilir. v,eIR i¢in J’nin minimum deger almast J'(v,)=0 olmas: ile

miimkiindiir. Bu ise

— 2k siny+ 2k sin 2w+ (W +k, )P v, =0 = v, = ksny
ki sin?y+ (v +k,)
olmasini gerektirir. Demek ki ortogonal yoriinge olan
a:I->M
_ K. si
t — a(t) = oft)+ —— lsmw/ —X(1)
ki sin” w+(y' +k,)

egrisi (striksiyon egrisi) boyunca 6l¢giilen uzaklik, dogrutmanlar arasindaki ortogonal

yoriinge olan en kisa uzakliktir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 2.3: k,siny

degeri sabittir.
KZsin>y+(y'+k, ) 8
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Ispat: <XFQ> =0 ve PQ= C(li—? oldugundan

’

PO NP U L AR Y5O LA S—
dt k; sin \|1+(1|1 +k2) k{ sin \|f+(\lf +k2)

’

- k siny ; <X,DTX>+( K siny )Zj (X,X)

T K2 sin?y+(y +k, k2sin> y+ (v +k,
dot k, sin
X’_ = . ’ 2
dt ) (k{sin®y+(y +k,)
Buradan
klsmq{ I N klsmq{ -
ki sin® y+(y' +k,) ki sin® y+(y'+k,)
bulunur.

Sonug 2.4: Regle yiizey acilabilir bir regle yiizey ise

k, sinUkzdthce IR
1

degeri sabittir.

Teorem 2.4: M regle yiizey olsun. O zaman, o(t) noktasindan gegcen ana dogrultman
tizerinde @(t,v, ) noktas:i striksiyon noktasidir < o’nin teget vektor alan1 T ve
dogrultmanm teget vektor alam1 X olmak lizere , @(t,v ) noktasindaki teget diizlemin

normali DX dir.

Ispat: (<) : @y, 1 Ix {v.}—= M egrisinin teget vektor alani, (2.4) esitliginden,
A = (1—vk, siny)T+v(y' +k, )§
olup (2.3) esitliklerinden,
D, X =—k, sinyT+(y +k, )§

vektOriiniin teget diizleme normal olmasi sebebiyle,
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(D;X,A)=0= (—k,sinyT+(y +k, )&, (1- vk, sin )T+ v(y'+k, §) =0
= —k,siny+k’sin>yv, +v (¢ +k,) =0

k. sin
=V, = Sy

k}sin?y+(y' +k,)’
elde edilir. Bu ise @(t, v, ) noktasinin merkez noktasi oldugunu gosterir.
(=) : olt) noktasindan gecen dogrultmanin merkez noktast @(t,v ) olsun.
(D;X,X) =(D;X,A) =0
oldugunu gostermeliyiz.
(X,X)=1=T|(X,X)]=0= (D, X,X) =0
ve
(D;X,A) = (=k, sinyT+(y +k, )&, (1 - vk, sin y)T + v(y"+k, &)
=—k, siny+k;sin> yv+v(y +k,)’
olur. ¢(t,v ) merkez noktasi oldugundan

k, siny

vV =
* kIsin?y+(y +k,)

dir. Yukarida yerine yazilirsa <DTX, A> =0 bulunur.

Teorem 2.5: Bir regle yiizeyin Gauss egriliginin mutlak degeri, bir dogrultman

boyunca, bu dogrultman iizerindeki merkez noktada extremum degerini alir.

Ispat: M regle yiizeyi

¢:IxIR - E’
(s,v) = @(s,v) = ous) + vX(s)

ile verilsin. O zaman @(s, v) noktasindaki tanjant uzaymn bir ortonormal baz1
o ={A, X}
olur. @(s,v) noktasinda @(s,v =sabit) egrisinin birim teget vektorii

do _ !

=A,=—A
ds” " [

dir. @(s,v =sabit) egrisinin yay parametresi de s* olduguna gore
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A -d0_dods do_,
ds ds ds ds

olup burada
ds _ 1 _ !
ds" Al 1= vk, sing) v (y K, )

dolayistyla (2.3) esitlikleri yardimiyla,

oA lpacl (1 vk smw)’n(l_vkl siny)(k, sin yX +k, cosyt)

{(l—vklsin \|1) }T+{k1 sin (1 - vk, sin W)}X

p A=l ko] oy o9
' ”A” {kl COS\V(l — vk, sin \V)}
+ ’
+(v(y'+k,))
ve benzer sekilde
1
D, T=-—D,T {k siny X +k, cosyE}
AT Al
” ” {k siny X +k, cosyE} (2.9)
D, &= 1 Deb = ook, cosyT— (' +k,)X)
[N
DAOQ:m{—kIcos1|1T—(\|f’+k2)X} (2.10)
bulunur. @(s,v) noktasindaki ortonormal baz {A X, &} dir. Burada A, =-— olmak

lizere @(s,v) noktasinda &, ,, normal vektor alani,

1
Eoer) = A AX = — AAX
e Al

((1-vk sm\|l)T+v(\|l +k )&)
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3 ((1- vk, sin y)TAX + vy’ +k, JEAX)

1
- ||A||

||A|| (l|l +k )T+(1 vk, sin W)&)

1

”A” —v(y’+k, )T+ (1- vk, sin yk) (2.11)

&qxs,v)

Diger taraftan
S(A)) =MA,+A,X
S(X)=p,A, +u,X
S matrisi
_[(sanA,) (sea,).x)
(SX).A,)  (8(X).X)
(S(X),X)=0 ve (S(A,),X) =(A,,S(X)) oldugundan

K(s,v) = detS = ~(S(A,),X)’ (2.12)
esitligini yazabiliriz. Buradan

_ o _ BB ds _ 1 dGei

S(A))=D, a(p(s Vs ds ds’ ”A” ds

(2.11) esitliginden,

’

:(ﬁj( (1|1 +k )T+(1 vk sm\|l ” ”{7 v +k )T+(1—vk1sinl|l)/5,}

dﬁ(p(sw)
ds

v(y' +k )D T+(1-vk sm\|l) T&}

(2.3) esitlikleri kullanilir ve ifade diizenlenirse,

By
—= k k,) —(1-vk k,
o v {n U o) gk oy ll}
+1(1-vk smql)[” ”J +(1-vk sml|l ” ” vy’ +k, )k, cosl|l” ”}
_(W/"'kz)x
Al
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ifadesi elde edilir. O halde

’

S8 =g |+ {n U ) pp (ki sin gk cosy T
a0 S‘“‘"{n U =) Pl o osw e
+_(\|f/+k2)X
2
IA]

olur. Dolayisiyla

(S(A):X) = (H’ r‘z) 2.13)
bulunur. (2.12) esitliginden,
—(v'+k,)
K(s,v) = W (2.14)

seklinde bulunur.

K(s,v) (W +k, P Rvikzsin? y+ (' +k, ) -2k, sin y}

v fefesinyr (WK, P 2k siny 1)
elde edilir. Buradan
K_,
dv

veya pay kismindaki tam kareler toplam1 olmayan kismin sifir olmas1 gerekeceginden

vik?2sin? y+ (' +k, ) J-k, siny =0
k,siny
{kzsm v+ (g +k ) }

bulunur. Bu degere ana dogru iizerindeki karsilik gelen nokta merkez noktasi

oldugundan X ana dogrusu iizerinde K egrilik fonksiyonu extremum degerini merkez

noktada alir. v’nin bu degeri yerine yazilirsa

. /’ 2
K __{klzstW"'(W +k2)2} 215
T WS o

elde edilir.
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Sonug 2.5: Bir regle yiizeyin dagilma parametresi yalnizca dogrultmanlara baghdir.

Ispat: (2.6) ve (2.15) esitliklerinden,

veya buradan

P, =

i V _Kexl

bulunur. K_, degeri bir dogrultman boyunca tektir. O halde dagilma parametresinin

degeri bir dogrultman i¢in aynidir,dogrultmandan dogrultmana degisir.

Teorem 2.6:(Chasles Teoremi) M bir regle yiizey, M’nin bir dogrultmani boyunca

normali & , bu dogrultman iizerindeki merkez noktada M’nin normali & ise & ile §

v

arasindaki aginin tanjanti, merkezden & ’nin baslangi¢ noktasina olan uzaklik ile dogru

orantilidir.

Ispat: M yiizeyi

¢:IxIR - E’
(s,v) = (s, v) = ous) + vX(s)

seklinde verilsin. Ustelik v = 0 icin @(s,0) noktasi, bir merkez noktasi olsun. O zaman,
a(s) egrisi @(s,0) merkez noktasindan gecen bir ortogonal yoriinge olur. o0:1—> M
egrisinin birim teget vektor alam1 T, o(s) noktasindan gegen dogrultmanin birim teget
vektor alan1 X olmak tizere, @(s,0) noktasinda DX, M ye normal olur. Boylece @(s,0)
noktasinda k, sin y =0 olur. Buna gore @(s,0) merkez noktasinda dagilma parametresi
k, sin y = 0 oldugundan, (2.6) esitliginden,

_ 1
v +k,

Py

olur. Diger taraftan, bu dogrultman boyunca k,siny=0 oldugundan

A=T+v(y + k, ) olur. Buna gore, dogrultman boyunca yiizeyin normali
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veya

- —vy'+ky) o 1 :

v 1 1
(1+v2(1|1’+k2)2)/2 (1+v2(1|1’+k2)2)/2

pay ve payday (y+ kz) ile bolersek ve P, =1/ (v + kz) konumu yapilirsa

- P
£, = v T+ X

(sz+v2)y2 (sz+v2)y2

elde edilir. & ile &, arasindaki aginin kosiniisii cos® :<§,§V>,

g

cosO = veya cosO=

PX
o

oldugundan

taan:l
P

X

olur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 2.6: Bir M regle yiizeyi iizerinde bir ana dogru boyunca teget diizlem bir uctan

otekine ana dogru etrafinda 180° doner.

Ispat: M bir regle yiizey ve Pe M noktasindan gegen L, ana dogrusu iizerindeki
merkez noktast P olsun. Pe M noktasinda M’nin normali &, ve Qe L, noktasindaki
normalini de &, ile gosterelim. d(P,Q) = v olmak iizere &, ve §, arasindaki ac1 ise @
ise

taan:l
P

X

olur. Burada ve IR parametresini ve IR* U{0}UIR™ olarak diisiinebiliriz. Eger
v =0 ise P noktasi elde edilir ve 6 =0 dir. ve IR" oldugunda L iizerinde P ’nin bir

tarafinda kalan noktalar1 ve ve IR™ halinde de diger tarafinda kalan noktalar1 elde
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ederiz. ve IR" halinde 0< 6 Sg olur. ve IR™ halinde ise —g <0<0 olur. Boylece

P’ nin iki tarafinda & normal vektor alam1 90° degisme gosterir. O halde, &’ ye
normal olan teget diizlem L boyunca, P’'nin iki tarafinda 90’ar derecelik degisim

gosterir.
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3. E*; UZAYINDA REGLE YUZEYLER

3.1. Timelike Dayanak Egrili, Spacelike Dogrultmanh Timelike Regle Yiizeyler

M c E’, timelike regle yiizeyinin timelike dayanak egrisi
a:1c IR—>E;
t ——alt)
spacelike dogrultmani X(t) ve M yiizeyinin spacelike birim normal vektor alani &
olsun. Bu durumda M yiizeyi
¢:IxIR——>FE’
(t,v)—— o(t,v) = at)+ vX(t)
doniisiimii ile belirtilir. Spacelike dayanak egrisinin Frenet vektorleri T, N ve B olmak

tizere swrasiyla timelike, spacelike ve spacelike vektor alanlar1 olacaktur. kl(t) ve kz(t)

egrinin 1. ve 2. egrilikleri olmak iizere dayanak egrisi boyunca Frenet ¢atis1 <T,T> =-1

icin,
D, T=kN , D/N=kT+k,B , D.B=-k,N
ve
BAN =T, TAN =B, TAB=-N
seklinde olacaktir.

X(t) dogrulman vektoriinii oc(t) noktalarinda
X=fT+f,N+fB , f.f,.f,eC(E*IR)
olacak sekilde secelim. Simdi {T,X,E} ortonormal sisteminin o boyunca degisimini

inceleyelim.

M timelike regle yiizeyinin birim normal vektor alanimi TAX =& olarak
secelim. Bu durumda
TAX=f.N+f,B
olup dolayisiyla
E=—f,N+f,B (3.1.1)

(88 =1=1f,"+f" =1
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ve
X=f,N+f,B (3.1.2)
yazabiliriz. Diger taraftan
D.&=—kf, T—(f,k, +f;)N+(f; —k,f,)B
ve
D, X =k,f, T+(f, —f,k, )N+ (f; +k,f,)B
olacaktir.
D, T=kf, X-kf,§
D, X =k,f, T+{k, +f,f; —f,f;}§ (3.1.3)
D.E=—k f, T+{-k, +f,f, —f,f}X
bagintilar1 elde edilir.
Diger taraftan ¢(t,v)= o(t)+ vX(t) esitligi Vve IR sabit degeri icin M’nin bir
0, : Ix{v}— M egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alan1 A ise (3.1.3)den,
A= (1+ vk, f,)T+vik, +£,]—f.f, (3.1.4)
seklinde bulunur. A vektor alam & ’e dik olacagindan
k, +f,f;—f,f, =0 (3.1.5)

olacaktir.

M’nin teget diizlemlerinin diizlemlerin daima sabit olmasi, & ’nin Katsayisi ile

yakindan ilgilidir. Bdylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.1: M timelike regle yiizeyin, bir spacelike dogrultmani boyunca teget
diizlemlerinin ayn1 olmasi icin gerek ve yeter sart
k, +f,f;—f,f, =0

saglanir.

Ana dogrularmin birim spacelike dogrultman vektorii X olan bir timelike regle
yiizeyin dralini Py ile gosterelim. Komsu ana dogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki

birim vektor, vektorel carpim ile X A X' oldugundan bu dogrultudaki birim vektor
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XaAX'

X1

dir, burada X'=D X dur.

Dayanak egrisinin komsu iki noktast 0u(s) ve Ous+ds)=a(s)+dous)
oldugundan bu noktalardaki ana dogrular arasindaki en kisa uzaklik da vektoriiniin

XxXaAX'

X
vektorii tizerindeki izdiistimiidiir. Boylece en kisa uzaklik k ile gosterilirse

o < Py /\'X'> ~ det[doc,'X,X']
X ]

olarak bulunur (Hacisalihoglu 1980). Eger ana dogrularin kiiresel gostergesini goz

Oniine alirsak bu gosterge yay elementi olan

1
do= H(il_x ds= ”DTX"dS = {{kz + f2f3/ _f3f£ }2 _k12f22 }Eds
S

komsu iki ana dogru arasidaki ag1 olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali i¢in

p _k _ det[do, X, X ]

== [ X|ds
oo X

olup burada
det[do, X, X'] = (TAX, X)
terimi hesaplanirsa
det[do, X, X'|={k, + £, —£.,f,}
bulunur. O halde dagilma parametresi

det[do, X, X]
P, = ———
X1

X

bagintisindan
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k, +1,f; —f.f;

_ (3.1.6)
{kz +f2f3, _f3f;}2 _k1zfz2

X

olarak elde edilir.

Teorem 3.1.2: Bir ¢(s,v) timelike regle yiizeyinin acilabilir olmasi igin gerek ve yeter
sart
k, +f,f;—f,f, =0

esitliginin saglanmasidir.

Sonu¢ 3.1.1: Bir timelike regle yiizeyin acilabilir olmasi icin, egri boyunca ana

dogrularin teget diizlemde uzanmasi gerek ve yeter sarttir.

Sonu¢ 3.1.2: A =T+ vD,X vektor alani,
(A,A)=(T+VvDX,T+vD.X)
=—(1+vk,f, ) + vk, +£,f] £, )
—(1+ vk f, ) +vik, +£,f]—f.£,F =0
=2k, + 6,5 —£8F —k, 7 )-2vk,f, ~1=0
= A, =4k, +£,f] .} >0
O halde

1 -1
’ ’ > vV, = ’ ’
({kz +f2f3 _f3fz}_k1fz) ? ({kz +f2f3 _f3f2 }+k1fz)

1 =

parametre degerleri i¢in M iizerinde null striksiyon ¢izgileri elde edilir.

Diger taraftan bir @(s,v) timelike regle yiizeyinin merkez noktasin o yer
vektorii dayanak egrisinin o(s) yer vektorii, X(s) dogrultman vektorii ve dayanak
egrisine olan uzaklig1 u uzakligi cinsinden

o(s,u) =o(s)+uX(s)
sekline ifade edilebilir. u parametresi regle ylizeyin dayanak egrisinin yer vektorii ve
dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi X(s) ve X(s)+dX(s) olan

komsu ii¢ ana dogrusu verilsin.

34



< +X'ds

als)

PP’ ve Q,Q" komsu ana dogrularmmin ortak dikmelerinin ana dogrular iizerindeki
ayaklar1 olsunlar. Ik iki komsu ana dogrunun ortak dikmesi

X()A(X(s) + D X(s)ds) = X(s)AD  X(s)ds
bagmntisindan dolayr XAD. X vektoriine paraleldir. Limit halinde i} ve PP ile

cakisacak ve bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla
<X,P_Q’> —0 ve <X + DTde,ﬁ> -0
olacagindan
<DTX, P_Q'> =0
elde edilir. Ayrica dayanak egrisinin s yay-parametresine gore tiirevi alinirsa ve
(D;X,X)=0

esitligi kullanilirsa,

DTX,d—OC =0= DTX,T+d—uX+ﬁDTX> =0
ds ds

= (D, X, T)+u|D,X|" =0
(D;X,T)
DX

S>u=-

bulunur (Hacisalihoglu 1980). (3.1.3)’den degerler yerine yazilirsa
kle

{kz + f2f3/ - f3fz/ }2 - klzfzz

u= (3.1.7)

elde edilir. Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii

(DX, T)
DX

o(s) = a(s) —

X(s)

ve dolayisiyla
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kle

0(s) = 0u(s) + 12
{kz +f2f3 _f3fz }2 _k12f22

X(s)

seklinde olur. Eger ||DTX||:0 ise regle ylizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal
regle yiizeyin timelike silindir olmasini karakterize eder. Bu durumda regle yiizey i¢in
striksiyon egrisi dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun icin (3.1.7) bagintisinda u =0

ve dolayisiyla k,f, =0 alinmasi yeterlidir. Bu durumda su sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 3.1.3: k, # 0 olmak iizere, striksiyon egrisi dayanak egrisi olan timelike regle
yiizeylerin (silindirik timelike yiizeyler) spacelike dogrultman vektorleri, timelike

dayanak egrisinin binormal vektorii dogrultusunda uzanir.

Teorem 3.1.3: k, +f,f; —f,f, #0 olmak iizere bir M kapali timelike regle yiizeyi

¢:IxIR - E’
(t,v) = o(t,v) = ot)+ vX(t)
tanimlansim. O zaman, M’nin spacelike dogrultmanlar1 arasinda, ortogonal yoriingeler
boyunca en kisa uzaklik
— k1fz
{k, +£,f .6, F —k’f,’

o

degerine karsilik gelen ¢, :I— M egrisi boyunca 6l¢iilen uzakliktur.

Ispat: a(t,) ve o(t,) noktalarinda gegen iki spacelike dogrultmani goz 6niine alalim.

(t1 <t,,t,,t, € I). Bu iki dogrultman arasinda bir ortogonal ydriinge boyunca olan

uzaklik ,
I(v) = T”A”dt
dir. (3.1.4) esitliginden
I(v) = T(vz({kz PR~ E k2,24 29k £, — 1) 2dt
elde edilir. v,eIR i¢in J'nin minimum deger almast J'(v,)=0 olmas: ile

mimkiindiir. Bu ise
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K, f
ov (fk, + £, —£.6F —k’,2)-2k,f, =0 = v, = _kify
2 2°3 372 1 -2 172 {k2 +f2f3 —f3f2}2 _k12f22

olmasii gerektirir. Demek ki ortogonal yoriinge olan
B:I-M

k, f

t = B =aft) =

+
{kz +f2f3 _f3f2 }2 _k12f22

X(t)

egrisi (striksiyon egrisi) boyunca Olgiilen uzaklik, spacelike dogrutmanlar arasindaki

ortogonal yoriinge olan en kisa uzakliktir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

k1f2
{kz +f2f3/ _f3f2/ }2 _k12f22

Sonug 3.1.4: = sabittir.

Ispat: <XFQ> =0 ve PQ= (31—(: oldugundan

do. k,f k,f
<X’E>: X’T-{{k f,f] flfz’}z szZJDTXJ{{k f,t] flfz’}z ’ ZJX
, thLIL; =1L, =K1, , t1I; =151, _k1fz

’

e e e [0

- {kz +f2f3/ _f3f£ }2 _k12f22 {kz +f2f3/ _f3f£ }2 _k12f22

A k,f,
X,— )= B 12 2,2
dt {k, +£,£]—£,£7F -k °f,

’

SIE =0 = SIE = sbt
{kz +f2f3/ _f3f£}2 _k12f22 {kz +f2f3/ _f3f£}2 _k12f22

Buradan

bulunur.
Sonug 3.1.5: Timelike regle yiizey acilabilir bir regle yiizey ise

k,f, =ce IR

degeri sabittir.
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Teorem 3.1.4: M timelike regle yiizey olsun. O zaman, o(t) noktasindan gecen ana
dogrultman iizerinde @(t,v ) noktas: striksiyon noktasidir < o 'nin teget vektor alan
T ve spacelike dogrultman vektor alam1 X olmak iizere , @(t,v,) noktasindaki teget

diizlemin normali DX dir.

Ispat: (<) : Py, 1 Ix {v.}—= M egrisinin teget vektor alani, (3.1.4) esitliginden,
A = (1+ vk £, )T+ vik, +f,f] —f,f7 €
olup (3.1.3) esitliginden,
D, X =k,f, T+{k, +f,f] —f,f}E
teget diizleme normal olmasi sebebiyle,
(D;X,A)=0
= (k,f, T+{k, +£,£; - £,£7 )5, 1+ v, k)T +v, {k, +£,f; —£;f;JE) =0
=k f,(1+v kf,)+v {k, +f,f] -} =0

_ k1f2
{kz +f2f3/ _f3f£}2 _k12f22

o

elde edilir. Bu ise @(t, v, ) noktasinin merkez noktasi oldugunu gosterir.
(=) : o(t) noktasindan gecen spacelike dogrultman iizerindeki merkez noktast @(t,v )
olsun.
(D;X,X) =(D;X,A) =0
oldugunu gostermeliyiz.
(X,X)=1= T|(X,X)]=0= (D, X,X) =0
ve
(DX, A) =(k,f, T+{k, +£,£; -5 J&, (1+v k)T +v, {k, +£,£] -5 J)

=k f,(1+ vk f,)+v, {k, +f,f; —f,f;}

olur. ¢(t,v ) merkez noktasi oldugundan

_ k1f2
{kz +f2f3/ _f3f£}2 _k12f22

o

dir, yukarida yerine yazilirsa <DTX, A> =0 bulunur.
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Teorem 3.1.5: Bir timelike regle yiizeyin Gauss egriliginin mutlak degeri, bir spacelike

dogrultman boyunca, bu dogrultman iizerindeki merkez noktada extremum degerini alir.

Ispat: M regle yiizeyi

¢:IxIR — E’
(s,v) = @(s,v) = ous) + vX(s)

ile verilsin. O zaman @(s, v) noktasindaki tanjant uzaymn bir ortonormal baz1
o ={A, X}
olur. @(s,v) noktasinda @(s,v = sabit) egrisinin birim teget vektorii

do_, _ 1,
ds Al
dir. @(s,v =sabit) egrisinin yay parametresi de s* olduguna gore

_do d(p ds do
0 # ’ - = A
ds ds ds ds

olup burada
ds 1 _ !
ds" Al Vi, 8 - £ F — (1 vk £, )

dolayisiyla

e 1 {(l+vk £)) T (L vk, £ )k £, X~k §)+{v{k2+f2f3’—f3f2’}}/§}

|A + vik, +£,£ —£.£ =k £, T+{k, +£,£, —£,£}X)

’ k£, (1+ vk f
. (1+Vk1f2) / / T+{ /£ 1/2) / Z}X
A:N —vk ik, 68— £, [+ vik, +E, —f,f]) (3.1.8)
+ %klg (14 vk f,) +{vik, + £, —f,f] }}/}g
ve benzer sekilde (3.1.3) esitliginden,

1

AT A

{kf X -k, f,E}

D, {k f, X -k, f,E} (3.1.9)
TlAl
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1

{ k£, T+{-k, +f,f; —£,£]}X}
ATl -

D, &=

{ k£, T+{-k, +f,f; —f,£]}X}

bulunur. @(s,v) noktasindaki ortonormal baz {AO, X, &} dir. Burada A,

lizere @(s,v) noktasinda &, ,, normal vektor alant

1
Eoer) = A AX = — AAX
e Al

((1+ vk, f, )T+ vik, + £, — £, JE)AX

“)HH

” ” ((1+ vk, f, )TAX + vik, +f,f] —f.f, JEAX)

I
oo =]

v{k +£,£] — £, +(1+ vk f, E)

v{k +£,£] — £, +(1+ vk f, E)

Diger taraftan
S(Ap)=MA,+A,X
SX)=w,A, +u,X
S matrisi

_[~(s@a0.A,) (s(A).X)
~(S(X).A,)  (SC0.X)

(S(X),X)=0 ve (S(A),X)=(A,,S(X)) oldugundan
K(s,v) =detS =(S(A,),X)’

esitligini yazabiliriz. Buradan

S(A,)=D & — d&q)(s,v) _ d&q)(s,v) ' ds :Ld&(p(s,v)
B N ds ds" |A| ds

(3.1.11) esitliginden,
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’

d&((;(s V) (Hj V{k2 +f2f3/ —f3f2/}T+ (1+ Vklf
S

(3.1.3) eslthklerl kullanilir ve ifade diizenlenirse,

{v{k +f,f] —£.£71D. T+ (1+ vk f,)D,E}

ds

d
St el | - ) et e - ||}

+4(1+ vk, f, )[” ”J +(1+ vk f,) ” " —k fyvik, +1,f; ff}" ”}

+{—{k2+f2f —£.f; }” ”}

ifadesi elde edilir. O halde

A 1 |
S(A,) = I "{V{k +1,f] foz)[Nj —kf, (1+ vk f,) I ”+V{k +f,£] —f,f]} ”A"}T

’

" ”{1+ka [” ”j +(1+ vk f,) ” ” —k,fvik, +1,f] ff}” "}

(X
" ||
olur. Dolayisiyla
(S(A);X) =K+ (3.1.13)
Al
bulunur. (3.1.12) esitliginden,
’ 7\2
K(s, )=(k2+f2f3_f3f2) (3.1.14)

4

A
seklinde bulunur.
IK(s,v)  —2(-k, + 5,8, 6,82 Rvllk, +,6 £, F —k, £, )-2k £, |
N e, +£,6 £8P —k, £, )-2vk £, —1f

elde edilir. Buradan
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x _
dv

0

veya pay kismindaki tam kareler toplam1 olmayan kismin sifir olmas1 gerekeceginden
ovl{k, + 6,6 —£,6F —k %, )- 2k, f, =0

k1f2
V= ; 2 2.2
{kz +f2f3 _f3f2} _kl fz

bulunur. Bu degere, ana dogru iizerindeki karsilik gelen nokta merkez noktasi
oldugundan X ana dogrusu iizerinde K egrilik fonksiyonu extremum degerini merkez

noktada alir. v’nin bu degeri (3.1.14) esitliginde yerine yazilirsa

— ({kz + fzf; - f3f2/ }2 - k12f22 )2
™ {kz + f2f3/ - f3f2/ }2

elde edilir.

Sonu¢ 3.1.6: Bir timelike regle yiizeyin dagilma parametresi yalnizca dogrultmanlara

baghdir.

Ispat: Gauss egriliginin extremum degeri

— ({kz + fzf; - f3f2/ }2 - k12f22 )2
™ {kz + f2f3/ - f3f2/ }2

idi. K’nin dogrultman boyunca extremum degeri dagilma parametresine baghdir. Yani

veya buradan

bulunur. K_, degeri bir dogrultman boyunca tektir. O halde dagilma parametresinin

degeri bir dogrultman i¢in aynidir, dogrultmandan dogrultmana degisir.

Teorem 3.1.6: (Chasles Teoremi) M bir timelike regle yiizey, M nin bir dogrultmani

boyunca normali &, bu dogrultman iizerindeki merkez noktada M’nin normali & ise &
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ile &, arasindaki aginin tanjanti, merkezden & ’nin baglangi¢ noktasina olan uzaklik ile

dogru orantilidir.

Ispat: M yiizeyi

¢:IxIR - E’
(s,v) = @(s,v) = ous) + vX(s)

seklinde verilsin. Ustelik v=0 icin @(s,0) noktasi, bir merkez noktasi olsun. O zaman,
a(s) egrisi @(s,0) merkez noktasindan gecen bir ortogonal yoriinge olur. o0:1—> M
egrisinin birim teget vektor alam1 T, o(s) noktasindan gecen dogrultmanin birim teget
vektor alan1 X olmak iizere, @(s,0) noktasinda DX, M ye normal olur. Boylece @(s,0)
noktasinda k,f, =0 olur. Buna gore @(s,0) merkez noktasinda dagilma parametresi
k,f, =0 oldugundan,

1
Kk, +E,f—f£,f]

X

olur. Diger taraftan, bu dogrultman boyunca k,f, =0 oldugundan
A=T+vik, +f,f]—f,f]JE

olur. Buna gore, dogrultman boyunca yiizeyin normali

1
&V—NAAX
veya
- vik, +£,6-£65) 1 :
V vk, + £ - £ F —1‘% vk, + 6 - £ F —1‘%
<A, A> <0 oldugu da kullanilarak
- vik, +,6/ -6} 1

S

1 1
(=vfi, 6,0 t8F)" (=v, 46,0 —£.00F)

pay ve payday1 {k, +f,f —f.f,} ile bolersek ve P, =1/{k, +f,f; —f,f,} konumu
yapilirsa

M T+ Px

" (sz_vz)% (sz_Vz)y2

g
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elde edilir. & ile &, arasindaki aginin kosiniisii cos® :<§,§V>,

(Px2 _Vz)yz

cos0 = veya cosO=

oldugundan

tanO:l
P

X

olur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 3.1.8: Bir M timelike regle yiizeyi lizerinde bir ana dogru boyunca teget diizlem

bir uctan 6tekine ana dogru etrafinda 180° doner.

Ispat: M bir timelike regle yiizey ve Pe M noktasindan gecen L, spacelike ana

dogrusu iizerindeki merkez noktast P olsun. Pe M noktasinda M’nin normali &, ve

Qe L, noktasindaki normalini de &, ile gosterelim. d(P,Q)=v olmak iizere

spacelike &, ve §, vektorleri arasindaki ac1 ise © ise

tanO:l
P

X

olur. Burada ve IR parametresini ve IR* U{0}UIR™ olarak diisiinebiliriz. Eger

v =0 ise P noktasi elde edilir ve 6 =0 dir. ve IR" oldugunda L iizerinde P ’nin bir

tarafinda kalan noktalar1 ve ve IR™ halinde de diger tarafinda kalan noktalar1 elde

ederiz. ve IR" halinde 0< 6 Sg olur. ve IR™ halinde ise —g <0<0 olur. Boylece

P’ nin iki tarafinda & normal vektor alan1 90° degisme gosterir. O halde, &’ ye

normal olan teget diizlem, spacelike L dogrusu boyunca, P’'nin iki tarafinda 90’ar

derecelik degisim gosterir. Dolayisiyla 180° *lik bir degisim séz konusudur.
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3.2. Spacelike Dayanak Egrili, Timelike Dogrultmanh Timelike Regle Yiizeyler

M c E’, timelike regle yiizeyinin spacelike dayanak egrisi
a:1c IR—>E;
t ——alt)
timelike dogrultmani X(t) ve M yiizeyinin spacelike birim normal vektor alan1 & olsun.
Bu durumda M yiizeyi
¢:IxIR——>FE’
(t,v)—— o(t,v) = a(t)+ vX(t)
doniisiimii ile belirtilir. Spacelike dayanak egrisinin Frenet vektorleri {T,N,B} olmak
izere swrasiyla spacelike, timelike ve spacelike veya spacelike, spacelike ve timelike

vektor alanlar1 olacaktir. k| (t) ve k, (t) egrinin 1. ve 2. egrilikleri ve <N, N> =€,
<B,B> =—¢, e=711 olmak iizere dayanak egrisi boyunca Frenet catisi
D, T=kN , D,N=-¢kT+k,B , D ,B=k,N

Ve

BAN =¢€T, TAN=B, TAB=N
seklinde olacaktir. X(t) timelike dogrulman vektoriinii oc(t) noktalarinda
X=fT+f,N+fB , f.f,.f,eC(E*IR)
olacak sekilde secelim. Simdi {T,X,&} ortonormal sisteminin o boyunca degisimini

inceleyelim.

€ yiizeyin birim normal vektor alami olmak iizere TAX =& secelim. Bu
durumda
TAX =f,N+f, B
olup dolayisiyla
E=fN+f,B (3.2.1)
(88 =1=f"-f"=¢
ve

X =f,N+f,B (3.2.2)
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yazabiliriz. Diger taraftan
D& =—¢k f, T+ (f,k, +f])N+(f; +k,f,)B
ve
D, X =—¢k f, T+(f,k, +f;)N+(f; +k,f,)B
olacaktir. O halde,
D,T=-ek,f, X+ek f,§
D, X =—¢k f, T+1{k, +&(f,f; —f,f])}E (3.2.3)
D & =—ek f, T+1{k, +e(f,f; —f,f])}X

bagintilar1 elde edilmis olur.

Diger taraftan o, v) = oc(t)+ vX(t) esitligi Vv e IR sabit degeri icin M nin bir
0, : Ix{v}— M egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alani A ise,
A=T+vD. X
oldugundan
A =(1-vek,f, )T+ vik, +elf,f; —£,£7)% (3.2.4)
seklinde bulunur. A vektor alan1 & ’e dik olacagindan
k, +&(f,f; —f,f/)=0 (3.2.5)

olacaktir.

Bir dogrultman boyunca, M’nin teget diizlemlerinin ¢akisik olduklar1 genellikle

dogru degildir. Ancak bu diizlemlerin daima sabit olmasi, & ’nin katsayisi ile yakindan

ilgilidir. Boylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.1: M timelike regle yilizeyinin, bir timelike dogrultmani boyunca teget
diizlemlerinin ayn1 olmasi icin gerek ve yeter sart
k, +e(f,f; —f,f])=0
saglanmasidir.
Ana dogrularin birim timelike dogrultman vektorii X olan bir timelike regle

yizeyin dralini P, ile goOsterelim. Komsu ana timelike dogrularin ortak dikmesi
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dogrultusundaki birim vektor, vektorel ¢carpim ile X A X' oldugundan bu dogrultudaki

birim vektor

XaAX'

X1

dir, burada X'=D. X dur.

Dayanak egrisinin komsu iki noktast 0(s) ve 0(s +ds) = a(s) + dau(s)
oldugundan bu noktalardaki ana dogrular arasindaki en kisa uzaklik da vektoriiniin

XaAX'

X
vektorii tizerindeki izdiistimiidiir. Boylece en kisa uzaklik k ile gosterilirse

o <d# X /\X'> _ det[da, X, X]

a, [ [
[ 1
olarak bulunur (Hacisalihoglu 1980). Eger ana dogrularin kiiresel gostergesini goz

Oniine alirsak bu gosterge yay elementi olan

1
do= H(il_x ds = ||DTX||dS = {k12f22 + {kz + £(f3f; —f,f] )}2 }E ds
S

komsu iki ana dogru arasmdaki ag1 olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali i¢in

p_k _ det[do, X, X]

= —=—— || X|ds
oo X

olup burada
det[da, X, X']=(TAX,X")
terimi hesaplanirsa
det[do, X, X'| = k, +&(f,f; —f,f7)

bulunur. O halde dagilma parametresi
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_ det[do, X, X]

X ) 2
X1
bagintisindan
— kz + 8(f3f2, _f2f3,) (3 2 6)
X 20 2 ’ 712 e
k1 fz +{k2 +8(f3f2 _fzfs )}
olarak elde edilir.

Teorem 3.2.2: Bir ¢(s,v) timelike regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter
sart
k, +e(f,f; —f,f])=0

esitliginin saglanmasidir.

Sonuc 3.2.1: Bir timelike regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in, spacelike dayanak egrisi

boyunca timelike ana dogrularin teget diizlemde uzanmasi gerek ve yeter sarttir.

Sonu¢: A =T +vD_ X vektor alani,
(A,A)=(T+VvD.X,T+vD.X)
= (1-vek,f, ) + vk, +e(f,f; —£,f))f

(1-vek f,) + vk, +e(f,f; —£,f])f =0
= v2(fk, +elf, £ —£,£)F +kf,>)-2vek £, +1=0

= A, =-4k, +e(f,f; —£,f])f <0
{k, +e(t,f, —£,£])} #0 icin v degerleri sanaldir. O halde
A, =0e {k, +e(ff; —£,f)F =0

ise,

parametre degeri icin M lizerinde null striksiyon ¢izgisi elde edilir.
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Diger taraftan bir @(s,v) regle yiizeyinin merkez noktasinin o yer vektorii
dayanak egrisinin a(s) yer vektorii, X(s) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine olan
uzaklig1 u uzakligi cinsinden

o(s,u) =o(s)+uX(s)
sekline ifade edilebilir. u parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vektorii ve
dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi X(s) ve X(s)+dX(s) olan

komsu ii¢ ana dogrusu verilsin.

1
I

PP’ ve Q,Q" komsu ana dogrularimin ortak dikmelerinin ana dogrular iizerindeki
ayaklar1 olsunlar. {1k iki komsu ana dogrunun ortak dikmesi
X(s)A(X(s)+ D X(s)ds) = X(s)AD . X(s)ds
bagmntisindan dolayr XAD. X vektoriine paraleldir. Limit halinde i) ve PP ile
cakisacak ve bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla
<X,P_Q’> —0 ve <X + DTde,ﬁ> -0
olacagindan
<DTX, P_Q'> =0
elde edilir. Ayrica dayanak egrisinin s yay-parametresine gore tiirevi alinirsa ve
(D;X,X)=0
esitligi kullanilirsa,
D,x,9%) ~ 0= DTX,T+d—uX+ﬁDTX> =0
ds ds
=(D, X, T)+1|D,X|" =0
(D;X,T)
2
[+ X]

=1

bulunur (Hacisalihoglu 1980). (3.2.3) esitlikleri kullanilarak degerler yerine yazilirsa
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ek f,
k12f22 + {kz +£(f3f2/ _fzf; )}2

u= (3.2.7)

elde edilir. Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii

~ . (DX,T)
ous) = ous) ———==X(s)
[D2X]
ve dolayisiyla
0(s) = Gils) + ek, X(s)

k12f22 + {kz + £(f3f; _fzf; )}2
seklinde olur. Eger ||DTX||:0 ise regle ylizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal
timelike regle ylizeyin silindir olmasini karakterize eder. Regle yiizeyler i¢in striksiyon
egrisi dayanak egrisi olarak almabilir. Bunun icin (3.2.7) esitliginde u=0 ve

dolayisiyla €k, f, =0 alinmasi yeterlidir. Bu durumda su sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 3.2.2: k, # 0 olmak iizere, striksiyon egrisi, spacelike dayanak egrisi olan

timelike regle yiizeylerin (silindirik timelike yiizeyler) timelike dogrultman vektorleri

dayanak egrisinin binormal vektorii dogrultusunda uzanir.

Teorem 3.2.3: k, +¢&(f,f, —f,f]) # 0 olmak iizere bir M kapali timelike regle yiizeyi
¢:IxIR - E’
(t,v) = @(t,v) = at) + vX(t)
tanimlansin. O zaman, M’nin timelike dogrultmanlar1 arasinda, ortogonal yoriingeler
boyunca en kisa uzaklik
_ ek f,
k12f22 + {kz + £(f3f2/ - f2f3/ )}2

o

degerine karsilik gelen ¢, :I— M egrisi boyunca 6l¢iilen uzakliktur.

Ispat: o(t,) ve o(t,) noktalarinda gegen iki timelike dogrultmani g6z niine alalim.

(t1 <t,,t,,t,€ I). Bu iki dogrultman arasinda bir ortogonal ydriinge boyunca olan

uzaklik ,

J(v) = [ Al

4
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dir. (3.2.4) esitliginden,
3 = [[v2 (i, + 6, 6,607 + k76,7 )= 2vek £, + 1) at

elde edilir. v,e IR i¢in J’nin minimum deger almast J'(v,)=0 olmas: ile

mumkiindiir. Bu ise
ek f,

ov Uk, +e(t £, —f. )P +k *f.>)-2ek f, =0 = v =
o({ 2 (3 2 2 3)} 1 -2 ) 172 o k12f22+{k2+8(f3f2/—f2f3/)}2

olmasini gerektirir. O halde ortogonal yoriinge olan
B:I->M
ek f,
+ 20 2 ’ ’
kl fz + {kz + 8(f3f2 - f2f3)

t — B(t) = alt) E X(t)

egrisi (striksiyon egrisi) boyunca oOl¢iilen uzaklik, timelike dogrutmanlar arasindaki

ortogonal yoriinge olan en kisa uzakliktir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

ek f,

Sonuc 3.2.3:
¢ k12f22 + {kz + £(f3f; - f2f3/ )}2

= sabittir.

Ispat: <XFQ> =0 ve PQ = (:1—(: oldugundan

AT ekt D. X+ ek,f, X
" dt kS kel )Y )T KO+, el -6, 8)F

’

ek, f, ek, f,
= X,D.X)+ X, X
T R Ty (kff;+{k2+e<f3f;—fzf;)}2 X.X)

y dol ek f,
, dt k12f22 +{k2 + £(f3f2/ _f2f3/ )}2

’

ek f, ek, f,
20 2 ’ 7\\12 = O = 20 2 ’ 7\12 = Sbt
kl fz + {kz + 8(f3f2 - f2f3 )} kl fz + {kz + 8(f3f2 - f2f3 )}

Buradan

bulunur.
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Sonug 3.2.4: Timelike regle yiizey acilabilir bir regle yiizey ise
k,f, =ce IR

degeri sabittir.

Teorem 3.2.4: M timelike regle yiizey ve o, yiizeyin spacelike dayanak egrisi olsun. O

zaman, o(t) noktasindan gecen timelike ana dogrultman lizerinde @(t,v_ ) noktasi

striksiyon noktasidir < o ’nin teget vektor alan1 T ve dogrultmanin teget vektor alani

X olmak iizere , @(t, v ) noktasindaki teget diizlemin normali DX dir.

Ispat: (&) : @y, 1 Ix {v.}—= M egrisinin teget vektor alani, (3.2.4) esitliginden,
A = (1-vek f, )T +vik, +e(f,f; —£,f])f
olup (3.2.3) esitliginden,
D, X =—¢k,f, T+1{k, +&(f,f; —£,£7)}E
vektorii teget diizleme normal olmasi sebebiyle,
(D;X,A)=0
= (—ek,f, T+{k, +e(f,f; - £,65) , (1-v ek f,)T+v {k, +&(ff; —£,£5))) =0
= —ek f,(1-v ek f,)+ v {k, +e(f,f] —£,£)F =0

— E:"kIfZ
k12f22 +{k2 + £(f3f2/ _fo; )}2

o

elde edilir. Bu ise @(t, v, ) noktasinin merkez noktasi oldugunu gosterir.
(=) : olt) noktasindan gecen timelike dogrultman lizerindeki merkez noktas1 @(t,v )
olsun.
(D;X,X) =(D;X,A) =0
oldugunu gostermeliyiz.
(X,X)=1=T|(X,X)]=0= (D, X,X) =0

ve
(DX, A) =(—ek,f, T+{k, +elfsf; —£,£;)) , (1—v ek, f,)T+v {k, +elfsf; —£,£5)}E)

=—¢k f,(1-v,ek,f,)+ v, ik, +e(f,f; —£,f))f
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olur. ¢(t,v ) merkez noktasi oldugundan

ek f,

vV =
k12f22 + {kz + £(f3f2/ - f2f3/ )}2

o

dir, yukarida yerine yazilirsa <DTX, A> =0 bulunur.

Teorem 3.2.4: Bir timelike regle yiizeyin Gauss egriliginin mutlak degeri, bir timelike

dogrultman boyunca, bu dogrultman iizerindeki merkez noktada extremum degerini alir.

Ispat: M timelike regle yiizeyi

¢:IxIR - E’
(s,v) = @(s,v) = ous) + vX(s)

ile verilsin. O zaman @(s, v) noktasindaki tanjant uzayin bir ortonormal baz1
o ={A, X}
olur. @(s,v) noktasinda @(s,v = sabit) egrisinin birim teget vektorii

do 1
—=A,=—A
ds” " [A]

dir. @(s,v =sabit) egrisinin yay parametresi de s* olduguna gore

a=do_do & do_,
ds" ds ds ds
olup burada

ds 1 1

ds” A vk, +e(6,E —£,6)F +(1—vek,f,

dolayisiyla

r ’

A= L | (=vekf,) T+(1=vek,f, )~ ek f, X +ek,f, §)+{vik, +elff] —,f] )}}/a}
AO - 7 ’ ’ ’
”A” _+ {V{kz + 8(f3f2 - f2f3 )}}(_ £k1f3 T+ {kz - 8(f2f3 - f3f2 )}X)
(1—V8k1f2 ), T+{_ ek, f, (1_V8k1f2) %
D, A= ||Ti,|| —vek £k, +e(f,f] —£,£])} [+ ik, +e(f,f; —£,f;)) (3.2.8)
|+ {sk1f3 (1—vek f,)+{vik, +&(f,f; —f,f] )}}'}g

ve benzer sekilde (3.2.3) esitliginden,
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1 1

D, T=-—-D,T=——{-ekf, X+ek f, &}
ST g
” ” —ek f, X +ek f, &} (3.2.9)
D,& D.&=—{-ek,f, T+{k, —&(f,f; - £,f)}X}
’ IIAII "lAl || “
” ” —ek f, T+1{k, —&(f,f] —£.f) )X} (3.2.10)
bulunur. @(s,v) noktasindaki ortonormal baz {A X, &} dir. Burada A, =-— olmak

iizere @(s,v) noktasinda § normal vektor alani

(s, V)

e = ”1” (1= vek £, )T+ vik, +(£.£] —£,f)JE)AX

((1- vek £, )TAX + vik, +e(f,f, —,£)JEAX)

T
1
S =a]

(= vik, +&(f,f; — )T+ (1— vek,f, E)

(= vik, +&(f,f; — )T+ (1—vek,f, E) (3.2.11)
Diger taraftan

S(A,)=MA, +A,X

SX)=w,A, +un,X
S matrisi

_[(S(A.A,) ~(S(A,).X)
(SX.Ay)  —(8(X).X)

(S(X),X)=0 ve (S(A),X)=(A,,S(X)) oldugundan

K(s,v) =detS =(S(A,),X)’ (3.2.12)

esitligini yazabiliriz. Buradan
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S(A,)=D & — d&q)(s,v) _ d&q)(s,v) ‘ ds :Ld&(p(s,v)
’ Ro=ew g ds ds" [A] ds

(3.2.11) esitliginden,

’

d
E.J(p(s v) (Lj V{k2 + 8(f3f2/ — f2f3/ )}T + (1 - Veklfz )&)

ds (|4

I e, el ) T (1—vek £, ) &)
TAl ||

(3.2.3) esitlikleri kullanilir ve ifade diizenlenirse,

{=vik, +e(f,f; —£,£)ID, T+ (1—vek,f, )D&}

’

dﬁ(p(s,w

=1 —vik, +elf,f; —f,f; ))(ij —vik, +e(f,f; —f —ek f, (1-vek,f,)
ds A

’

+4(1-vek f, {” ”j +(1-vek f,) ” ” —ek f,vik, +e(f,f; -

ol

{k +e(ff; —f,f))}X

ifadesi elde edilir. O halde

7

S(A,) = —vik, +e(f,f; —f,f7) L —vik, +e(f,f; —f —ek f, (1-vek,f,)
[A] || A || || [A] ||

1
IW%%HUM o) gl el n“

” " {k +e(ff, —f,f])}X

olur. Dolayisiyla
- {kz + 8(f3f2’ —f,f; )}

(S(A):X) = :
A

(3.2.13)

bulunur. (3.2.12) esitliginden,
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— {kz + £(f3f; — f2f3/ )}2

e A

(3.2.14)

seklinde bulunur.

K(s,v) 20k, +e(t,t, — 6,6 Rvllk, +ef 6] —,)F +kf, )~ 26k f, }

v 2k, +e(t,t, —£,8)F +(1—vek £, P}
elde edilir. Buradan
K_,
dv

veya pay kismindaki tam kareler toplam1 olmayan kismin sifir olmas1 gerekeceginden
vk, +e(t£; —£,£)F +k *f,2)—ek,f, =0

Ve ek f,
k12f22 + {kz + £(f3f2/ - f2f3/ )}2

bulunur. Bu degere, ana dogru iizerindeki karsilik gelen nokta merkez noktasi
oldugundan X ana dogrusu iizerinde K egrilik fonksiyonu extremum degerini merkez
noktada alir. v’nin bu degeri yerine yazilirsa

2t ik, et — 28RS

= I (3.2.15)
{kz + 8(f3f2 - f2f3 )}2

ext

elde edilir.

Sonug 3.2.6: Bir regle yiizeyin dagilma parametresi yalnizca dogrultmanlara baghidir.

Ispat: (3.2.6) ve (3.2.15) esitliklerinden,

veya buradan

bulunur. K_. degeri bir timelike dogrultman boyunca tektir. O halde dagilma

ext
parametresinin degeri bir timelike dogrultman i¢in aynidir, dogrultmandan dogrultmana

degisir.
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Teorem 3.2.6: (Chasles Teoremi) M bir timelike regle yiizey, M’nin bir timelike
dogrultman1 boyunca normali & , bu dogrultman iizerindeki merkez noktada M’nin
normali & ise & ile &, 6 arasndaki acinin tanjanti, merkezden &, ’nin baslangig

noktasia olan uzaklik ile dogru orantilidir.

Ispat: M yiizeyi

¢:IxIR - E’
(s,v) = @(s,v) = ous) + vX(s)

seklinde verilsin. Ustelik v = 0 icin @(s,0) noktasi, bir merkez noktasi olsun. O zaman,
a(s) egrisi @(s,0) merkez noktasindan gecen bir ortogonal yoriinge olur. o:1—> M
egrisinin birim teget vektor alam1 T, o(s) noktasindan gegen dogrultmanin birim teget
vektor alan1 X olmak iizere, @(s,0) noktasinda DX, M ye normal olur. Boylece @(s,0)
noktasinda k,f, =0 olur. Buna gore @(s,0) merkez noktasinda dagilma parametresi
k,f, =0 oldugundan (3.2.6)esitliginden,

P — 1
b kz +8(f3f2, _fzfs,)

olur. Diger taraftan, bu dogrultman boyunca k,f, =0 oldugundan (3.2.4) esitliginden,
A =T+vik, +e(f,f; —,f])f

seklinde olur. Buna gore, timelike dogrultman boyunca yiizeyin normali

1
g, = AAX
Al
veya
- —vik, +&(f,f; —f,f7)} Ty 1

(v, re. - E)F)" (v, +e,f]—£,6)F )
olup pay ve payday1 {k, +&(f,f; —f,f)} ile bolersek ve P, =1/{k, +&(f,f; —f,f])}
konumu yapilirsa

- P
£, = v T+ X

(sz+v2)y2 (sz+v2)y2

elde edilir. & ile &, arasindaki aginin kosiniisii cos® :<§,§V>,

g
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P
cosf=—>—— veya cosO= !

(v2 +Px2)y2

oldugundan

tanezl
P

X

olur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonu¢ 3.2.7: Dayanak egrisi spacelike olan M timelike regle yiizeyi iizerinde bir
timelike ana dogru boyunca, teget diizlem; bir uctan Stekine ana dogru etrafinda 180°

doner.

Ispat: M bir timelike regle yiizey ve Pe M noktasindan gecen L, timelike ana

dogrusu iizerindeki merkez noktast P olsun. Pe M noktasinda M’nin normali &, ve

Qe L, noktasindaki normalini de &, ile gosterelim. d(P,Q)=v olmak iizere

spacelike &, ve §, vektorleri arasindaki ac1 ise © ise

tanO:l
P

X

olur. Burada ve IR parametresini ve IR* U{0}UIR™ olarak diisiinebiliriz. Eger
v =0 ise P noktasi elde edilir ve =0 dir. ve IR" oldugunda L iizerinde P ’nin bir

tarafinda kalan noktalar1 ve ve IR™ halinde de diger tarafinda kalan noktalar1 elde

ederiz. ve IR" halinde 0< 6 Sg olur. ve IR™ halinde ise —g <0<0 olur. Boylece

P’ nin iki tarafinda & normal vektor alam1 90° degisme gosterir. O halde, &’ ye
normal olan teget diizlem L boyunca, P’'nin iki tarafinda 90’ar derecelik degisim

gosterir.
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3.3. Spacelike Dayanak Egrili, Spacelike Dogrultmanh Spacelike Regle Yiizeyler

M c E’ spacelike regle yiizeyinin, spacelike dayanak egrisi
a:1c IR—>E;
t ——alt)
spacelike dogrultmani X(t) ve M yiizeyinin timelike birim normal vektor alam & olsun.
Bu durumda M yiizeyi
¢@:IxIR——>FE’
(t,v)——0(t,v) = a(t)+ vX(t)
doniisiimii ile belirtilir. Spacelike dayanak egrisinin Frenet vektorleri {T,N,B} olmak
izere swrasiyla spacelike, timelike ve spacelike veya spacelike, spacelike ve timelike

vektor alanlar1 olacaktir. k, (t) ve k, (t) egrinin 1. ve 2. egrilikleri ve <N, N> =€,
<B,B> =—¢, £ ==*1 olmak lizere dayanak egrisi boyunca Frenet catisi
D, T=k,N , D,N=-¢k,T+k,B , D;B=k,N

veE

BAN =€¢T, TAN =B, TAB=N
seklinde olacaktir. X(t) spacelike dogrulman vektoriinii c(t) noktalarmda
X=fT+f,N+fB , f.f,.f,eC(E*IR)
olacak sekilde secelim. Simdi {T,X,&} ortonormal sisteminin o boyunca degisimini

inceleyelim.

€ yiizeyin birim normal vektoér alami olmak iizere TAX =& secelim. Bu
durumda,
TAX =f,N+f, B
olup dolayisiyla,
E=1;N+f,B (3.3.1)

(88 =-1=f"-f =¢

veE

X =f,N+f,B (3.3.2)
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yazabiliriz. Diger taraftan,
D€ =—ek f, T+ (f,k, +f])N+(f; +k,f,)B
ve
D, X =—¢k f, T+(f,k, +f;)N+(f] +k,f,)B
olacaktir. O halde,
D, T=¢k(f, X—-¢ekf,&
D, X =—¢k f, T+{k, —e(f,f, —f,f])E (3.3.3)
D& =—ek f, T+1{k, —e(f,f, —f,f])}X

bagintilar1 elde edilmis olur.

Diger taraftan ¢(t,v)=o(t)+ vX(t) esitligi Vve IR sabit degeri icin M’nin bir
0, : Ix{v}— M egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alan1 A ise,
A=T+vD X
oldugundan
A = (1-vek f,)T + vk, —e(f,f, —£,£7)E (3.3.4)
seklinde bulunur. A vektor alam & ’e dik olacagindan
k, —¢e(f,f; —f,f/)=0 (3.3.5)

olacaktir.

Bir dogrultman boyunca, M nin teget diizlemlerinin ¢akisik olduklar1 genellikle

dogru degildir. Ancak bu diizlemlerin daima sabit olmasi, & ’nin katsayisi ile yakindan

ilgilidir. Boylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3.1: M spacelike regle yiizeyinin, bir spacelike dogrultmani boyunca teget
diizlemlerinin ayn1 olmasi icin gerek ve yeter sart
k, —¢e(f,f; —f,f/)=0

saglanmasidir.
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Ana dogrularin birim spacelike dogrultman vektorii X olan bir spacelike regle

yiizeyin dralini Py ile gosterelim. Komsu ana dogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki

birim vektor, vektorel carpim ile X A X' oldugundan bu dogrultudaki birim vektor

XAX'
X

dir, burada X'=D X dur.

Dayanak egrisinin komsu iki noktast 0u(s) ve Ous-+ds)=a(s)+dous)
oldugundan bu noktalardaki ana dogrular arasindaki en kisa uzaklik da vektoriiniin

XAX'
X

vektorii tizerindeki izdiistimiidiir. Boylece en kisa uzaklik k ile gosterilirse

o < T /\'X'> ~ det[doc,'X,X']
X ]

olarak bulunur (Hacisalihoglu 1980). Eger ana dogrularin kiiresel gostergesini goz

Oniine alirsak bu gosterge yay elementi olan

1
do= H(ji_x ds= ”DTX"dS = {klzfz2 - {kz - £(f3f; - f2f3/ )}Z}Eds
S

komsu iki ana dogru arasindaki a¢1 olarak almabilir. Boylece spacelike regle yiizeyin
drali i¢cin
p_ Kk _ det[do, X, X ]

= —— = [ X|ds
oo X

olup burada
det[da, X, X']=(TAX,X")

terimi hesaplanirsa
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det[do, X, X'| = —{k, —e(f,f; —£,f])}

bulunur. O halde dagilma parametresi

_ det[da, X, X]
) Ix1°
bagintisindan
= - _2{k2 _8(f3f2 _,f2f3 )}, . (336)
k1 fz - {kz - S(fsfz _fzfs )}
olarak elde edilir.

Teorem 3.3.2: Bir ¢(s,v) spacelike regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter
sart
k, —¢e(f,f; —f,f/)=0

esitliginin saglanmasidir.

Sonug 3.3.1: Bir spacelike regle yiizeyin acilabilir olmasi i¢in, spacelike dayanak egrisi

boyunca spacelike ana dogrularin teget diizlemde uzanmasi gerek ve yeter sarttir.

Sonug 3.3.2: A =T +vD,X vektor alani, A = (1—vek,f, )T +vik, —e(f,f; —,f])J
(A,A)=(T+VvD.X,T+vD.X)
=(1-vek,f,) —v{k, —e(f,f; —£,£)F
= (1-vek,f,)* —=v2{k, —&(,f, —£,£])f =0
= v (k> —{k, —e(f,f; — £,£7)F )-2vek £, +1=0
= A, =4{k, —e(f,f; —£,£)}’ >0
O halde

— 8k1f2 x {kz _£(f3f2/ _fzf; )}
v k12f22 _{kz _£(f3f; _fzf;)}z

parametre degerleri icin M spacelike regle ylizeyi iizerinde null striksiyon ¢izgileri elde

edilir.
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Diger taraftan bir @(s,v) spacelike regle yiizeyinin merkez noktasmin o yer
vektorii dayanak egrisinin Ci(s) yer vektorii, X(s) dogrultman vektorii ve dayanak
egrisine olan uzaklig1 u uzakligi cinsinden

o(s,u) =o(s)+uX(s)
sekline ifade edilebilir. u parametresi regle ylizeyin dayanak egrisinin yer vektorii ve
dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi X(s) ve X(s)+dX(s) olan

komsu ii¢ ana dogrusu verilsin.

I
i

Q xix'ds

s

PP’ ve Q,Q" komsu ana dogrularmmin ortak dikmelerinin ana dogrular iizerindeki
ayaklar1 olsunlar. {1k iki komsu ana dogrunun ortak dikmesi
X(s)A(X(s) + D X(s)ds) = X(s)AD . X(s)ds
bagmntisindan dolayr XAD. X vektoriine paraleldir. Limit halinde i) ve PP ile
cakisacak ve bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla
<X,P_Q’> =0 ve <X + DTde,ﬁ> =0
olacagindan
<DTX, P_Q'> =0
elde edilir. Ayrica dayanak egrisinin s yay-parametresine gore tiirevi alinirsa ve
(D;X,X)=0
esitligi kullanilirsa,
D,x,9%) ~ 0= DTX,T+d—uX+ﬁDTX> =0
ds ds
= (D, X, T)+1|D,X|" =0
(D;X,T)
2
[+ X]

=1
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bulunur (Hacisalihoglu 1980). (3.3.3) esitliklerini kullanarak degerler yerine yazilirsa
ek, f,
k12f22 - {kz - 8(f3f2/ - fzf; )}2

u= (3.3.7)

elde edilir. Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii

~ . (DX,T)
ous) = ous) ———==X(s)
D X]
ve dolayisiyla
Bi(s) = G(s) + ek, X(s)

k12f22 _{kz _£(f3f; _fzf;)}z
seklinde olur. Eger ||DTX||:0 ise regle ylizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal
regle yiizeyin silindir olmasini karakterize eder. Regle yiizeyler i¢in striksiyon egrisi
dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun i¢in (3.3.7) esitliginde u =0 ve dolayisiyla

ek,f, =0 alinmasi yeterlidir. Bu durumda su sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 3.3.3: k, #0 olmak iizere, striksiyon egrisi spacelike dayanak egrisi olan
spacelike regle yiizeylerin (silindirik spacelike yiizeyler) spacelike dogrultman

vektorleri, dayanak egrisinin binormal vektorii dogrultusunda uzanir.

Teorem 3.3.3: k, —¢(f,f; —f,f/)# 0 olmak iizere bir M kapali spacelike regle yiizeyi
¢:IxIR - E’
(t,v) = 9(t,v) = &)+ VX ()
tanimlansim. O zaman, M’nin spacelike dogrultmanlar1 arasinda, ortogonal yoriingeler
boyunca en kisa uzaklik
_ ek, f,
k12f22 - {kz - £(f3f; - fzf; )}2

o

degerine karsilik gelen ¢, :I— M egrisi boyunca 6l¢iilen uzakliktur.
Ispat: a(t,) ve o(t,) noktalarinda gegen iki spacelike dogrultmani goz Sniine alalim.

(t1 <t,,t,,t, € I). Bu iki dogrultman arasinda bir ortogonal ydriinge boyunca olan

uzaklik ,
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J(v) = [ Al

4

dir. (3.3.4) esitliginden,
3 = [ (vl 28, i, e, ~ .68 )-2vek 1)

elde edilir. v,eIR ic¢in J'nin ekstremum deger almasi J'(v )=0 olmas: ile

miumkiindiir. Bu ise
ek, f,
k12f22 - {kz - £(f3f; - f2f3/ )}2

2Vo(k12f22 —{k, —elt,f; _fzf;)}z )_ 2ekif, =0 = v, =

olmasii gerektirir. Demek ki ortogonal yoriinge olan
B:I->M
N ek, f,
k’f,” —{k, —e(f,f; —f,f7)

t — B(t) = ot) E X(t)

egrisi (striksiyon egrisi) boyunca 6l¢giilen uzaklik, dogrutmanlar arasindaki ortogonal

yoriinge olan en kisa uzakliktir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

ek, f,

= sabittir.
k12f22 - {kz - 8(f3f2/ - fzf; )}2

Sonug 3.3.4:

Ispat: <XFQ> =0 ve PQ = (31—(: oldugundan

<X’C;_a>: X’T+( 2,02 Eklfz ’ ’ ZJDTX—F( 2,02 Eklfz ’ ’ ZJX
t kl fz _{kz_g(f3f2_f2f3)} kl fz _{kz_g(f3f2_f2f3)}

’

ek f, ek, f,
= X, D .X)+ X, X
Ty LY (kff;—{kz—e(nf;—fzf;)}ZJ< )

’

X da\ _ ek, f,
’ dt k12f22 _{kz _£(f3f; _fzf;)}z

Buradan
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’

{ ek, f, j 0o ek, f, .

k12f22 _{kz _8(f3f2/ _fzf; )}2 k12f22 _{kz _£(f3f; _fzf;)}z

bulunur.

Sonug 3.3.5: Spacelike regle yiizey agilabilir bir regle yiizey ise
k,f, =ce IR

degeri sabittir.

Teorem 3.3.4: M spacelike regle yiizeyinin spacelike dayanak egrisi o olsun. O zaman,

ou(t) noktasindan gecen spacelike ana dogrultman iizerinde @(t,v ) noktas: striksiyon

noktasidir < o ’nin teget vektor alan1 T ve dogrultmanm teget vektor alam1 X olmak

lizere , @(t, v, ) noktasindaki teget diizlemin normali D X dir.

Ispat: (<) : ¢, :Ix{v,} - M egrisinin teget vektor alani, (3.3.4) esitliginden,
A = (1-vek £, )T +vik, —e(f,f, —£,£7)}E
olup (3.3.3) esitliklerinden,
D, X =—¢k,f, T+{k, —&(f,f, — £,

vektorii teget diizleme normal olmasi sebebiyle,
(D;X,A)=0

= (—ekf, T+{k, —e(f;f; £, , (1—v, ek f,)T+v, {k, —e(f,f; —£,£;)) =0

= —¢ek,f,(1- v, ek f,)-v,{k, —e(t,f] —£,£])F =0

_ ek, f,
k12f22 _{kz _8(f3f2, _fzfg)}z

VO

elde edilir. Bu ise @(t, v, ) noktasinin merkez noktasi oldugunu gosterir.
(=) : ot) noktasindan gecen spacelike dogrultman iizerindeki merkez noktast @(t,v )
olsun.
(D;X,X)=(D;X,A) =0
oldugunu gostermeliyiz.

(X,X)=1=T|(X,X)]=0= (D, X,X) =0
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ve
<DTX’A> = <_ Eklfz T+ {kz - £(f3f; - fzf; )}& > (1 - Vogklfz )T +v, {kz - £(f3f; - fzf; )}&>
= (D;X,A) =—¢k f,(1-v, ek f,)- v Tk, —e(f,f; - £,£)}
olur. ¢(t,v ) merkez noktasi oldugundan

_ £k1f2
k12f22 - {kz - g(fo; - fzf; )}2

o

dir, yukarida yerine yazilirsa <DTX, A> =0 bulunur.

Teorem 3.3.5: Bir spacelike regle yiizeyin Gauss egriliginin mutlak degeri, bir
spacelike dogrultman boyunca, bu dogrultman iizerindeki merkez noktada extremum

degerini alir.

Ispat: M spacelike regle yiizeyi

¢:IxIR - E’
(s,v) = @(s,v) = ous) + vX(s)

ile verilsin. O zaman @(s, v) noktasindaki tanjant uzaymn bir ortonormal baz1
o ={A, X}
olur. @(s,v) noktasinda @(s,v =sabit) egrisinin birim teget vektorii

do 1
—=A,=—A
ds” " [A]

dir. @(s,v =sabit) egrisinin yay parametresi de s* olduguna gore

Ao:d(‘i:ﬂ,d_‘i , do_ 4
ds ds ds ds

olup burada
A = (1-vek £, )T+ vik, —e(f,f, —£,£7)}E

ds 1 1

ds* A Ju—vek £, ) —vi ik, —e(t,f] —,6))F

dolayisiyla (3.3.4) esitliginden,
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_(1 —vek f, )/T +(1—vek f, ek, f, X — ek f, E)

1 7 7 /
DAOA = N + {V{kz - 8(f3f2 —f,f; )}} £
+ {V{kz - 8(f3f2/ - fzf; )}}(_ £k1f3 T+ {kz - 8(f3f2/ - fzf; )}X)

(l—veklfz), T+ Eklfz(l_vgklfz) %
D, A = ek f i, —e(e =)} vk, —eff —£,8))

A

|+ % ek f,(1-vek,f,)+{vik, —e(f,f; —£,£))}} }g
ve benzer sekilde (3.3.3) esitliklerinden,

1
D, T=——D,T {ekf X —ek,f,E}
AT A

D, {ek f, X —ek f,E}
R

1 1 , ,
DAOE.S - NDT& - N{_ £k1f3 T+ {kz _8(f3f2 - f2f3 )}X}

{~ek f, T +{k, —e(f,f, —£,£])}X}

bulunur. @(s,v) noktasindaki ortonormal baz {A X, &} dir. Burada A,

iizere @(s,v) noktasinda § normal vektor alani

O(s,v)

1
Eowr) = A AX = — AAX
e Al

1 ’ ’
Eoio) = ” ” ((1- vek £, )T+ vik, —e(f,f; —f,f])JE)AX

((1- vek £, )TAX + vik, —&(f,f; —f,f)JEAX)

” ] v{k f.f; —£,£)}T +(1- vek £, &)

&(p(s %) ” ” V{k ( f, —fzf;)}T+(l—V£klf2)§)
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Diger taraftan
S(A)=MA,+A,X
SX)=w,A, +u,X
S matrisi

_[(sap.Ay) (S(Ap).X)
(S(X),A,)  (S(X),X)

(S(X),X)=0 ve (S(A),X)=(A,,S(X)) oldugundan
K(s,v) = —detS = (S(A,),X)’ (33.12)

esitligini yazabiliriz. Buradan

0 A, ds ‘ds" |A] ds

(3.3.11) esitliginden,

’

e j<v{k2 el LT+ ek )

ds A

” ”{v{k }T+(1 vek f )a}

” ” {V{k fzf; )}DTT + (1 —vek,f, )DT&}

(3.3.3) esitlikleri kullanilir ve ifade diizenlenirse,

’

dg, ., , AR
o) _ v{kz—e(f3f2—f2f3))(mj +vik, —elf,f; -

ds

+3(1- vskf)(” ”j +(1- vek,f,) ” ” —ek f,vik, —e(f,f ” ”}

{k2 ef,f; —£,f])}X

—gk,f, 1 vekf ” ”}

ifadesi elde edilir. O halde
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’

1

S(A,) = —e(f,f —f f’))[—J +vik, —e(f,f] - —ek,f, (1- vek,f,)

Il || - Al 2 || || Il ||

1
(1-vek,f, +(1-vek f,) — —ek,f,vik, —e(f,f, —f,f])}— +&
Al || (II IIJ || || Sl
1 , ,
+_2{k2 —8(f3f2 _fzfs )}X

Al

olur. Dolayisiyla
(S(A, ;) = B el ~HE)) (3.3.13)
[A]
bulunur. (3.3.12) esitliginden,
’ 12
K(s.v) = Fa e =0} (3.3.14)
Al
seklinde bulunur.
OK(s.v) _ 20k, —e(ff; —1,£)) vl s, i, —e(f.f; —1,£) )-2ek 1,
3

ov {V ( 1 2 _{kz _8( 312 _f2f3)} )—2v£k1f2 +1}

elde edilir. Buradan
K _,
dv
veya pay kismindaki tam kareler toplam1 olmayan kismin sifir olmas1 gerekeceginden
Vit i, —elf 8 1,88 )-ek £, =0
ek, f,

Tk, (6, -1
bulunur. Bu degere, ana dogru iizerindeki karsilik gelen nokta merkez noktasi

oldugundan X ana dogrusu iizerinde K egrilik fonksiyonu extremum degerini merkez

noktada alir. v’nin bu degeri yerine yazilirsa

7 7 2
(klzfz2 - {kz - £(f3f2 B f2f3 )}2 )

= (3.3.15)

K t ’ ’
{kz - 8(f3f2 - f2f3 )}2

elde edilir.
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Sonug 3.3.6: Bir regle yiizeyin dagilma parametresi yalnizca dogrultmanlara baghidir.

Ispat: (3.3.6) ve (3.3.15) esitliklerinden,

veya buradan

bulunur. K_, degeri bir spacelike dogrultman boyunca tektir. O halde dagilma

ext
parametresinin degeri bir spacelike dogrultman i¢in aymidir, dogrultmandan

dogrultmana degisir.

Teorem 3.3.6: (Chasles Teoremi) M bir spacelike regle yiizey, M’nin bir spacelike
dogrultman1 boyunca normali & , bu dogrultman iizerindeki merkez noktada M’nin
normali & ise & ile &, 6 arasndaki acinin tanjanti, merkezden &, ’nin baslangig

noktasia olan uzaklik ile dogru orantilidir.

Ispat: M yiizeyi

¢:IxIR - E’
(s,v) = @(s,v) = ous) + vX(s)

seklinde verilsin. Ustelik v = 0 icin @(s,0) noktasi, bir merkez noktasi olsun. O zaman,
a(s) egrisi @(s,0) merkez noktasindan gecen bir ortogonal yoriinge olur. o:1—> M
egrisinin birim teget vektor alamn T, ous) noktasindan gegen dogrultmanm birim
spacelike teget vektor alan1 X olmak iizere, @(s,0) noktasinda DX, M ye normal olur
dolayisiyla timelike vektor alamidir. Boylece @(s,0) noktasinda k,f, =0 olur. Buna
gore @(s,0) merkez noktasinda dagilma parametresi k,f, =0 oldugundan, (3.3.6)
esitliginden,

1
{kz - s(fsf; - fzfs, )}

Py

olur. Diger taraftan, bu dogrultman boyunca k,f, =0 oldugundan, (3.3.4) esitliginden,
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A =T+vik, —e(f,f; —,f)f (3.3.16)

seklinde olur. Buna gore, dogrultman boyunca yiizeyin normali,

1
£, =——AAX
Al
olup (3.3.2) ve (3.3.16) esitliklerinden,
V{kz - £(f3f; - fzf; )} 1

L= 7 T+ 7
’ 7\12 ’ 7\12
‘l_vz{kz _8(f3f2 —f,f; )} ‘ ? ‘l_vz{kz _8(f3f2 - 1,1, )} ‘ ?

olup pay ve payday1 {k, —&(f,f; —f,f)} ile bolersek ve P, =1/{k, —e(f,f, —f,f/)}
konumu yapilirsa

Y T+ Px

g, = S
(sz_vz)% (sz_vz)yz

elde edilir. & ile &, arasindaki aginin kosiniisii cosh9=<§,§v>,

P
cosh=—*—— veya coshf=

(Px2 _Vz)yz

oldugundan

tanh§ = —
p

X

olur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 3.3.8: Bir M spacelike regle yiizeyi iizerinde spacelike ana dogru boyunca teget
diizlem bir ugtan 6tekine ana dogru
-1 <v< !
{kz - £(f3f2/ - fzf; )}2 {kz - 8(f3f2/ - fzf; )}2

degerleri icin miimkiin biitiin hiperbolik donmeleri yapar.

Ispat: M bir regle yiizey ve Pe M noktasindan gegen L, ana dogrusu iizerindeki

merkez noktast P olsun. Pe M noktasinda M’nin normali &, ve Qe L, noktasindaki
normalini de &, ile gosterelim. d(P,Q) = v olmak iizere §, ve §, arasindaki a1 ise ©

ise
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tanh § = %

olur. Eger v=0 ise P ile Q noktalar1 aynidir. Bu durumda e*® =1 olup dolayisiyla
0=0 dir.

Diger taraftan, (3.3.16) esitliginden A spacelike oldugundan

1
{k, —e(t,f; —£,£))f
-1 <v< !

{k, —e(tf; —£,£7)F {k, —e(tf; —£,£))f

1
Eger 0<v< - —— ise, tanh®>0 olup bu durumda e** >1, dolayisiyla
{kz - e(f3f2 - f2f3 )}2

1-vk, —ef,f, - £,£)F >0 = vi<

0>0 olur.
-1
{kz - g(fo; - fzf; )}2

0 <0 olur.

Eger

<v<0 ise, tanh®< 0 olup bu durumda e*° <1, dolayisiyla

Sonug¢ olarak spacelike regle yiizeylerin, spacelike ana dogrular1 boyunca teget

duzlemleri
—1 <v< !
{kz - £(f3f2/ - fzf; )}2 {kz - 8(f3f2/ - fzf; )}2

degerleri i¢in miimkiin olan biitiin hiperbolik donmeleri yapar.
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