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1. GİRİŞ 

 

Konveks kümeler ve ilgili geometrik konular matematikçiler tarafından kullanılan 95 

ana konudan biridir. Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullanılır 

ve sayı teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve 

eşitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi çeşitli konularda önemli rol oynar 

(Bodur ve Buyukeken 2016). Son yıllarda, konveks fonksiyonların teorisi, optimizasyon 

ve ekonomi gibi teorik ve uygulamalı bilimlerin farklı alanlarındaki öneminden dolayı 

birçok araştırmacı tarafından özel ilgi görmüştür. Optimizasyon teorisinde, optimal 

çözümler için gerek ve yeter koşulların bulunması ve dualite teoremlerinin ispatı için 

ayırma teoremleri uygulanmaktadır. Bilindiği üzere, konveks kümelerin ayrılması için 

uygulanılan ayırma teoremlerinde hiper düzlemlerden yararlanılmaktadır. Klasik ayırma 

teoreminin, optimizasyon teorisinde uygulanabilmesi için problemlerin konvekslik 

koşulunu sağlaması gerekmektedir. Benzer olarak, çok kriterli optimizasyonda da 

Pareto noktalarını bulmak için klasik ayırma teoremlerinin uygulanması durumunda 

konvekslik şartı önemlidir (Kemalbay 2008). 

 

Matematikte “eşitsizlik“ kelimesi iki farklı miktar arasında farklılığı ifade eder ve bu iki 

miktar arasında oran kurmak için kullanılır. Modern matematikte eşitsizlik her alanda 

önemli bir rol oynamaktadır. Fizik, mühendislik gibi birçok bilimsel alanda eşitsizlik 

sayesinde birçok yeni uygulamalar ortaya çıkmıştır. Bu sayede birçok araştırmacının 

dikkatini çekmiştir ve diğer bilim dallarıyla ilişkili olarak günümüze kadar gelmiştir. 

Eşitsizlik alanında en önemli eserlerden biri 1934 yılında Hardy, Littlewod ve Polya 

tarafından yazılan “Inequalities“ adlı kitaptır. Eşitsizlik teorisiyle yakından ilişkili olan 

konvekslik kavramı beraber göz önünde bulundurularak birçok çalışma ve integral 

eşitsizlik elde edilmiştir. Bunun en önemli örneklerinden biri Ekim 1881 yılında 

Hermite’in (1822-1901) Journal Mathesis adlı dergiye gönderdiği konveks fonksiyonlar 

için Hermite-Hadamard eşitsizliğidir. Eşitsizlik üzerine yapılan çalışmalar yeni 

eşitsizlikler keşfetmek ve var olan klasik yaklaşımları güçlendirmeye dayanmaktadır. 

Modern eşitsizlik teorisi matematikte önemini yitirmeden derin temellere dayalı bir alan 

olarak gelişmektedir ve hala araştırmalarda önemli bir yer tutarak sonsuz bir branş 

olarak matematikte yer almaya devam etmektedir (Yıldız 2017). 
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2. LİTERATÜR BİLGİLERİ 

 

Konvekslik, M.Ö. 250 yılında Archimedes’in ünlü   değerini hesaplamasına kadar 

uzanan basit ve bilinen bir kavramdır. Konveks fonksiyonların sistematik araştırmasına 

ilk olarak 19. yüzyılın sonlarında rastlanmasına rağmen, 20. yüzyılın ortalarında 

matematiğin önemli bir alanı olarak görülmeye başlanmıştır (Bodur ve Buyukeken 

2016).  

 

Konveks fonksiyonların klasik kavramları, yeni ve yenilikçi fikirleri kullanarak farklı 

yönlerde genişletildi ve yaygınlaştırıldı, bu çalışmalarla ilgili genelleştirmeler ve yeni 

sonuçlara Burai ve Hazy (2011), Cristescu ve Lupsa (2002), Cristescu vd. (2014), 

Dragomir (2014a, b), Dragomir ve Mond (1998), Dragomir vd. (1995), Godunova ve 

Levin (1985), Noor vd. (2013, 2014a, b, c, d), Shi ve Zhang (2013), Xi vd. (2013), 

Zhang vd. (2012, 2013) bakınız. Konveks fonksiyonların önemli bir genellemesi, 

Varošanec'in h -konveks fonksiyonlarının tanıtımıydı (Varošanec 2007). Iscan (2013), 

harmonik konveks fonksiyonlar olarak adlandırılan konveks fonksiyonların yeni bir 

sınıfını tanıttı. Bazı son araştırmalar ve harmonik konveks fonksiyonların uzantıları için 

Noor vd. (2014a, b), Zhang vd. (2013), Iscan (2013, 2015) bakınız. Konveks 

fonksiyonların teorisinin eşitsizlik teorisi ile yakından ilişkili olduğu bilinmektedir. 

Konveks fonksiyonlar için birçok bilinen eşitsizlik vardır. Literatürde yoğun bir şekilde 

incelenen eşitsizlik, Hermite (1883) ve Hadamard (1896) tarafından bağımsız olarak 

kanıtlanan Hermite-Hadamard eşitsizliği olmuştur. Bu eşitsizlik bir fonksiyonun 

konveks olması için gerekli ve yeterli koşullarına sahiptir. 

 

Konveks terimini ilk olarak, Ch. Hermite (1822-1901) tarafından kullanılmıştır. 

Eşitsizlikler alanında daha fazla dikkate alınan, daha az önemli sonuçlar vardır ama 

maalesef Hermite’in temel çalışmaları sık sık onun orjinal yazar kimliği verilmeden 

belirtilmiştir. Bu bağlamda temel matematikte ilgi çeken/çekmekte olan Hermite-

Hadamard Eşitsizliğinin geometrik yorumu ve çoğu uygulamasıyla konveks 

fonksiyonun ilk temel sonucu olduğunu söyleyebiliriz. Aynı zamanda klasik Hermite-

Hadamard eşitsizliği şöyle sıralanıyor: 

 



3 

:f I     konveks bir fonksiyon, a b  ve ,a b I  olsun. 

 
   1

d
2 2

b

a

f a f ba b
f f x x

b a

 
  

 
 . 

 

Hermite-Hadamard integral eşitsizlik türleri hakkında faydalı bilgiler için, Cristescu vd. 

(2014), Dragomir (2014a, b), Dragomir ve Mond (1998), Dragomir ve Pearce (2000), 

Dragomir vd. (1995), Noor vd. (2013, 2014a, b, c, d, e), Sarikaya vd. (2008), Sarikaya 

vd. (2010), Shuang vd. (2013), Xi ve Qi (2013), Zhang vd. (2012, 2013a, b) 

çalışmalarına bakınız. 

 

Bu devam eden araştırmayla harekete geçirilen harmonik konveks fonksiyonların 

harmonik h -konveks fonksiyonları denilen yeni bir sınıfını sunuyoruz. 

 

h  fonksiyonunun uygun seçimi için, harmonik s -konveks fonksiyonları, harmonik P-

fonksiyonları, harmonik Godunova-Levin fonksiyonları ve harmonik s -Godunova-

Levin fonksiyonları gibi yeni harmonik konveks fonksiyon sınıfları elde edebileceği 

gösterilmiştir. Harmonik olarak h -konveks fonksiyonlar için birkaç yeni Hermite-

Hadamard tipi eşitsizlik elde ediyoruz. Bazı özel durumlarda tartışılmıştır. Bu makalede 

kullanılan fikirler, teorik ve uygulamalı bilimlerdeki çeşitli dallarda harmonik h -

konveks fonksiyonların yeni ve yenilikçi uygulamalarını bulmada ilgili okurlara ilham 

verebilir.  

 

Temel kavramlar ve teoremler başlığı altında Tanım 3.1.6 dan sonraki kısımlar için 

Noor vd. (2015) tarafından yapılan çalışmadan yararlanıldı. 
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3. MATERYAL ve METOT 

 

3.1 Temel Kavramlar ve Teoremler 
 

Tanım 3.1.1 ,x y K  ,  0,1t  için  1 t x ty K    ise K   kümesine klasik 

anlamda konveks küme denir (Dragomir and Pearce 2000). 

 

Tanım 3.1.2 ,x y K  ,  0,1t  için  

        1 1f t x ty t f x tf y      

ise :f K     fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 

2000). 

 

Tanım 3.1.3 ,x y  , için 
 1

xy

tx t y


 
 ise    kümesine harmonik konveks 

küme denir (Dragomir and Pearce 2000). 

 

Tanım 3.1.4 ,x y  ,  0,1t  için  

 
       1

1

xy
f t f x t f y

tx t y

 
      

 

ise :f      fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (Dragomir and 

Pearce 2000). 

 

Tanım 3.1.5 ,x y  ,  0,1t  için  

 
   

1

1

t txy
f f x f y

tx t y

 
    

 

ise :f       fonksiyonuna harmonik log-konveks fonksiyon denir (Dragomir 

and Pearce 2000). 

 

Şimdi yeni kavramlar tanımlıyoruz. 
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Tanım 3.1.6 ,x y I  ,  0,1t ,  0,1s  için  

 
     1

1

s sxy
f t f x t f y

tx t y

 
      

 

ise :f      fonksiyonuna ikinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.7 ,x y I  ,  0,1t  için  

 
   

1

xy
f f x f y

tx t y

 
     

 

ise :f      fonksiyonuna harmonik P -fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.8 ,x y I  ,  0,1t  için  

 
   

1 1

1 1

xy
f f x f y

tx t y t t

 
      

 

ise :f      fonksiyonuna harmonik Godunova-Levin fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.9 ,x y I  ,  0,1t ,  0,1s  için 

   
   

1 1

1 1
s s

xy
f f x f y

tx t y tt

 
      

 

ise :f      fonksiyonuna ikinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin fonksiyon 

denir. 

 

Yukarıdaki kavramları birleştirmek için, harmonik h -konveks fonksiyonların sınıfı 

aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

Tanım 3.1.10  : 0,1h J   negatif olmayan bir fonksiyon olsun. ,x y I  ,

 0,1t  için, 
 

       1
1

xy
f h t f x h t f y

tx t y

 
      

 ise :f      

fonksiyonuna harmonik h -konveks fonksiyon denir. 
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1

2
t   için Jensen’in harmonik h -konveks fonksiyonuna veya harmonik-aritmetik (HA) 

h -konveks fonksiyonlara sahip olduğumuza dikkat edin. 

 

   
2 1

2

xy
f h f x f y

x y

   
          

 

 

Uyarı 3.1.1 Tanım 3.1.10 da 
1

( ) , ( ) , ( ) 1, ( )sh t t h t t h t h t
t

     ve 
1

( )
s

h t
t

  için 

fonksiyonların tanımları sırasıyla harmonik konveks, ikinci çeşit harmonik s -konveks 

fonksiyonlar, harmonik P -fonksiyonlar, harmonik Godunova-Levin fonksiyonlar ve 

ikinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin fonksiyonlar olduğu açıktır. 

 

Harmonik s -konveks fonksiyonların ve harmonik s -Godunova-Levin fonksiyonların 

birinci tür kavramları aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

Tanım 3.1.11 ,x y I  ,  0,1t ,  0,1s için  

 
     1

1

s sxy
f t f x t f y

tx t y

 
        

 ise :f      fonksiyonuna birinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.12 ,x y I  ,  0,1t ,  0,1s  için 

   
   

1 1

1 1
ss

xy
f f x f y

tx t y tt

 
        

ise :f      fonksiyonuna birinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin 

fonksiyonu denir. 

 

Uyarı 3.1.2 Burada birinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyonun ve birinci çeşit 

harmonik s -Godunova-Levin fonksiyon kavramlarının harmonik h -konvekslik 

sınıflarında yer almadığından bahsetmek gerekir. 
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Tanım 3.1.13  : 0,1h J   negatif olmayan bir fonksiyon olsun. ,x y I  ,

 0,1t  için  

 
 

 
 

 1

1

h t h txy
f f x f y

tx t y

 
    

  

ise :f       fonksiyonuna harmonik log- h -konveks fonksiyon denir (Noor et 

al. 2014). 

 

Iscan (2013), harmonik konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipi eşitsizliğini 

aşağıdaki şekilde vermiştir. 

 

Teorem 3.1.1 :f      harmonik konveks fonksiyon ve ,a b , a b  olsun. 

 ,f L a b  ise  

     
2

2

2

b

a

f x f a f bab ab
f dx

a b b a x

 
  

  
 . 

 

İspat: :f I   harmonik konveks fonksiyon olduğundan, ,x y I  için (Tanım 2.4 

deki eşitsizlikte 
1

2
t   için) 

 1

xy
f

tx t y

 
    

 
       1 t f x t f y    

2xy
f

x y

 
 

 
 

( ) ( )

2

f x f y
  

olur. 
   

,
1 1

ab ab
x y

ta t b tb t a
 

   
 olarak seçersek 

(1 ) (1 )2

2

ab ab
f f

tb t a ta t bab
f

a b

   
   

         
 

. 

Ayrıca  0,1t  için integral alırsak, 
(1 )

ab
x

tb t a


 
 için 

  
2

( )

1

ab b a
dx dt

tb t a

 


 
 

dönüşümü yapılırsa  
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1 1

0 0

2 1

2 (1 ) (1 )

ab ab ab
f f dt f dt

a b tb t a ta t b

     
      

          
 

 

bulunur. Dolayısıyla integrallerin her biri 
2

( )
b

a

ab f x
dx

b a x   eşit olduğundan 

2

2 ( )
b

a

ab ab f x
f dx

a b b a x

 
 

  
  elde edilir. Böylece, teoremin sol tarafının ispatı 

tamamlanmış olur. 

 

Teoremin sağ tarafının ispatı için Tanım 3.1.4 de x a , y b  ve  0,1t  için integral 

alarak  

 1

xy
f

tx t y

 
    

      1 t f x tf y    

 1

ab
f

ta t b

 
    

      1 t f a tf b    

 

1

0
1

ab
f dt

ta t b

 
    

       
1 1

0 0

1 t f a dt tf b dt     

2

( )
b

a

ab f x
dx

b a x   
( ) ( )

2

f a f b
  

elde edilir. Dolayısıyla teoremin sağ tarafı da sağlanır. 

 

Şimdi,  : 0,f    fonksiyonunun   1f x   olduğunu düşünelim. Böylece, 

 , 0,x y   ve  0,1t  için 

   1 (1 ) 1
(1 )

xy
f t f x tf y

tx t y

 
     

  
 

 olur. Bu nedenle f ,  0,  üzerine harmonik konvekstir. Ayrıca  

2

2 ( )
1, 1

b

a

ab ab f x
f dx

a b b a x

 
  

  
  ve 

( ) ( )
1

2

f a f b
  

dir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 
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Iscan'ın (2013) şu sonucu bazı kişilerin sonuçlarının gelişiminde önemli bir rol 

oynamaktadır. 

 

Lemma 3.1.1 :f I  , oI ( I nın içi) üzerinde türevlenebilir bir fonksiyon ve ,a b I ,

a b  olsun.  ' ,f L a b  ise 

       

    

1

22

0

1 2
'

2 2 11

b

a

f a f b f x ab b aab t ab
dx f dt

b a x tb t atb t a

   
         

  . 

İspat: Basitlik için 

 

    

    

1

2

0

1

2

0

1 2
'

2 11

1 ( )
(1 2 ) '

2 11

ab b a t ab
I f dt

tb t atb t a

ab b a ab
t f dt

tb t atb t a


  

       

 
        





 

Burada, 

1 2t u   ve 
 

2

( )
'

(1 )(1 )

ab b a ab
f dt dv

tb t atb t a

 
 

    
 kısmi integrasyon uygulanırsa  

 

 

1
1

00

2 1

2 (1 ) 1

t ab ab
I f f dt

tb t a tb t a


   

            
  

elde ederiz. Buradan da 

(1 )

ab
x

tb t a


 
,

 

 

2

2

( )

(1 )

ab b a x b a
dx dt dt

abtb t a

   
 

 
 

dönüşümü yapılarak 

2

( ) ( ) ( )

2

b

a

f a f b ab f x
I dx

b a x

 
 

   

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Tanım 3.1.14 ,x y   için           0f x f y g x g y    ise f  ve g  

fonksiyonlarına senkronize fonksiyonlar denir (Varosanec 2007). 
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Uyarı 3.1.3 Aksi belirtilmediği sürece, bu bölüm boyunca 
1

0
2

h
 

 
 

, I    bir aralık 

ve 
oI , I ’nın iç kısmı olacaktır. 

 

Önerme 3.1.1 f  ve g  harmonik h -konveks iki fonksiyon olsun. Benzer şekilde f  ve 

g  senkronize fonksiyonlar ve    1 1h t h t    ise, fg  çarpımı da harmonik konveks 

fonksiyondur. 

 

İspat: f  ve g  harmonik konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda,  

   
               1 1

1 1

ab ab
f g h t f a h t f b h t g a h t g b

ta t b ta t b

   
                       

                       
2 2

1 1h t f a g a h t h t f a g b f b g a h t f b g b                 

                       
2 2

1 1h t f a g a h t h t f a g a f b g b h t f b g b                 

               1 1h t f a g a h t f b g b h t h t            

           1h t f a g a h t f b g b                                                                           (3.1) 

 

Buradan harmonik h -konveks iki fonksiyonun çarpımının harmonik h -konveks 

olduğunu gösterir. 

 

Teorem 3.1.2 ,a b I  ve a b  için :f I   harmonik h -konveks fonksiyon olsun. 

 ,f L a b  ise  

 
     

1

2

0

1 2

1
2

2

b

a

f xab ab
f dx f a f b h t dt

a b b a x
h

 
          

 
 

  . 

 

İspat: f  harmonik h -konveks fonksiyon olduğundan 

 
       1

1

xy
f h t f x h t f y

tx t y

 
      

. 

yazılır. Burada 
1

2
t   için  
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   
2 1

2

xy
f h f x f y

x y

   
          

 

olur. Böylece, 
 1

ab
x

ta t b


 
 ve 

 1

ab
y

tb t a


 
 değerleri için  

   
2 1

2 1 1

ab ab ab
f h f f

a b ta t b tb t a

       
                         

 

elde edilir. Yukarıda ki eşitsizliğin her iki tarafını t , [0,1] kadar integralini alırsak, 

 

1 2

1
2

2

ab
f

a b
h

 
 

   
 
 

  
2

b

a

f xab
dx

b a x


   

 

 

1

0
1

ab
f dt

ta t b

 
     
  

 
       

1 1

0 0

1h t f a dt h t f b dt   
  

 t=1/2 için 

 
     

1

0

f a f b h t dt      

                     

 

elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

Şimdi bazı özel durumları tartışıyoruz. 

 

I. Eğer ( ) sh t t  ise Teorem 3.1.2 aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.1.1 ,a b I , a b  ve  0,1s  için :f I   ikinci çeşit harmonik s -konveks 

fonksiyon olsun.  ,f L a b  ise 

1

2

2 ( ) ( ) ( )
2

1

b

s

a

ab ab f x f a f b
f dx

a b b a x s

  
  

   
 . 

 

II. Eğer ( ) 1h t   ise Teorem 3.1.2 aşağıdaki sonuca daralır. 
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Sonuç 3.1.2 ,a b I , a b için :f I   harmonik P -fonksiyon olsun.  ,f L a b  ise 

2

1 2 ( )
( ) ( )

2

b

a

ab ab f x
f dx f a f b

a b b a x

 
   

  
 . 

 

III. Eğer ( ) sh t t  ise o zaman şu sonuca varılır. 

Sonuç 3.1.3 ,a b I , a b  ve  0,1s için :f I   ikinci çeşit harmonik s -

Godunova-Levin fonksiyon olsun.  ,f L a b  ise 

1 2

1 2 ( ) ( ) ( )

2 1

b

s

a

ab ab f x f a f b
f dx

a b b a x s

 
  

   
 . 

Ortaya çıkan sonuç, harmonik konveks iki fonksiyonun çarpımı için Hermite-Hadamard 

eşitsizliğidir. 

 

Teorem 3.1.3 ,a b I , a b  için , :f g I   harmonik konveks iki fonksiyon olsun. 

 ,fg L a b  ise 

   
          

1 1
2

2

0 0

, , 1

b

a

f x g xab
dx M a b h t dt N a b h t h t dt

b a x

 
   

  
   , 

Burada 

       ( , )M a b f a g a f b g b   

                                                                                                                                    (3.2) 

       ( , )N a b f a g b f b g a   

 

İspat: , :f g I   harmonik h -konveks fonksiyonlar olsun. O zaman 
(1 )

ab
x

ta t b


 
 

için 
 

2

( )

(1 )

ab b a
dx dt

ta t b




 
 olur. Denklemde yazarsak 
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   
2

b

a

f x g xab
dx

b a x

 
 

  


 
 

 

1

2 2

0
2

(1 ) (1 ) ( )

( ) (1 )

(1 )

ab ab
f g

ta t b ta t bab ab b a
dt

abb a ta t b

ta t b

   
   

        
  

 



 

 

1

0
(1 ) (1 )

ab ab
f g dt

ta t b ta t b

   
    

      
  

 
   

1

0

(1 ) ( ) ( ) ( ) (1 )g ( ) ( )h t f a h t f b h t a h t g b dt         

 
             

1 1
2

0 0

1 1f a g a h t dt f a g b h t h t dt      

 

 
             

1 1
2

0 0

1f b g a h t h t dt f b g b h t dt      

 

 

1

2
t   için (1 ) ( )h t h t   olduğundan 

 
         

1
2

0

f a g a f b g b h t dt       

 

 
           

1

0

1f a g b f b g a h t h t dt     

 
 

      
1 1

2

0 0

( , ) ( , ) 1M a b h t dt N a b h t h t dt     

dır. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 3.1.4 Teorem 3.1.3 koşulları altında, f  ve g  benzer şekilde düzenlenmiş 

fonksiyonlar ise, ( , )M a b , (3.2) ile verilmek üzere, 

   
   

1

2

0

,

b

a

f x g xab
dx M a b h t dt

b a x

 
 

  
  , 

dır. 
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İspat: 

   

 
 

1

2 22

0
2

(1 ) (1 ) ( )

( ) (1 )

(1 )

b

a

ab ab
f g

f x g x ta t b ta t bab ab ab b a
dx dt

abb a x b a ta t b

ta t b

   
              

    

 

   

1

0
(1 ) (1 )

ab ab
f g dt

ta t b ta t b

   
    

      
  

   
1

0

(1 ) ( ) ( ) ( ) (1 )g ( ) ( )h t f a h t f b h t a h t g b dt         

              
1

2 2

0

(1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) 1 g ( ) ( ) ( )h t f a g a h t h t f a g b h t h t f b a h t f b g b dt      

          
1

2 2

0

(1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) g ( ) ( ) ( )h t f a g a h t h t f a g b f b a h t f b g b dt         

          
1

2 2

0

(1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) g ( ) ( ) ( )h t f a g a h t h t f a g a f b b h t f b g b dt         

               
1

0

1 1h t f a g a h t f b g b h t h t dt            

           
1

0

1h t f a g a h t f b g b dt      

1

2
t   için (1 ) ( )h t h t   olduğundan 

           
1

0

h t f a g a h t f b g b dt     

         
1

0

f a g a f b g b h t dt      

   
1

0

,M a b h t dt   

olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Lemma 3.1.1 kullanılarak bir sonraki sonuçlar kanıtlanır. 
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Teorem 3.1.5 :f I  , oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 0q   için harmonik h -konveks fonksiyon ise, 

     
    

1
1 1

1 2 32

( )
' '

2 2

b q
q qq

a

f a f b ab b aab f x
dx f a f b

b a x
  

 
  

  . 

Burada, sırasıyla 

 

 
2

1 2

1 2
ln

4

a b

ab abb a


 
   

   

 (3.3) 

 

  

1

2 2

0

1 2

1

t h t
dt

tb t a





 
  (3.4) 

 

  

1

3 2

0

1 2 1

1

t h t
dt

tb t a


 


 
  (3.5) 

dır. 

 

İspat: Lemma 3.1.1, kuvvet eşitsizliği ve '
q

f  harmonik h -konveks fonksiyon 

olmasını kullanarak 

       

    

1

22

0

1 2
'

2 2 11

b

a

f a f b f x ab b aab t ab
dx f dt

b a x tb t atb t a

   
         

   

 

       

1 1
1

1 1

2 2

0 0

1 2 1 2
'

2 11 1

qq q
ab b a t t ab

dt f dt
tb t atb t a tb t a



                        
   

 

     
       

1 1
1

1 1

2 2

0 0

1 21 2
' 1 '

2 1 1

q q
q qtab b a t

dt h t f a h t f b dt
tb t a tb t a



           
         

 

 
    

11
1

1 2 3' '
2

q q qq
ab b a

f a f b  


  . 

Burada 
     

1 21 1

1 2 2 2

0 0 1 2

1 2 1 2 2 1

(1 ) (1 ) (1 )

t t t
dt dt dt

tb t a tb t a tb t a


  
  

     
    

(1 )tb t a u    ve 
1

dt du
b a




 dönüşümü uygularsak 
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 

 
2

1 2

1 2
ln

4

a b

ab abb a


 
   

     

sonucu elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

Sonuç 3.1.4 Teorem 3.1.5 koşulları altında, 1q   ise, 

       
    2 32
' '

2 2

b

a

f a f b f x ab b aab
dx f a f b

b a x
 

 
  

  . 

Burada 2 3,   sırasıyla (3.4) ve (3.5) tir. 

 

Teorem 3.1.5 de   sh t t  alınırsa, ikinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyonlar için 

sonuç çıkarılır. 

 

Sonuç 3.1.5 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 0q   için ikinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyon ise 

 
    

11
1

1 1 22

( ) ( ) ( )
' '

2 2

b
q q qq

a

ab b af a f b ab f x
dx f a f b

b a x
  


  

  . 

Burada 1 , (3.3) de verilmiştir ve sırasıyla 

  

1

1 2

0

1 2

1

st t
dt

tb t a





 
   

 (3.6) 

 

  

1

2 2

0

1 2 1

1

s
t t

dt
tb t a


 


 

   

dır. 

 

Teorem 3.1.6 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 0q   için birinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyon ise, 

      
11

1

1 1 1 12

( ) ( ) ( ) ( )
' '

2 2

b
q q qq

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x
   

 
   

  . 
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Burada 1  ve 1  sırasıyla (3.3) ve (3.6) da verilmiştir. 

 

İspat: Lemma 3.1.1, kuvvet eşitsizliği ve '
q

f  birinci çeşit harmonik s -konveks 

fonksiyon olmasını kullanarak 

   

 

1

22

0

( ) ( ) 1 2
'

2 2 (1 )(1 )

b

a

f a f b ab f x ab b a t ab
dx f dt

b a x tb t atb t a

   
   

     
   

   

1 1
1

1 1

2 2

0 0

1 2 1 2( )
'

2 (1 )(1 ) (1 )

q qt tab b a ab
dt f dt

tb t atb t a tb t a



      
                 

   

 
   

1

1 11

1 2

0

1 2( )
' (1 ) '

2 (1 )

q
q qs sq

tab b a
t f a t f b dt

tb t a


       
    

  

   

1

1 1 11

1 2 2

0 0

1 2 1 2 (1 )( )
'( ) '( )

2 (1 ) (1 )

s s q
q qq

t t t tab b a
f a dt f b dt

tb t a tb t a


    
  

     
   

   

1

1 1 11

1 1 2 2

0 0

1 2 1 2( )
'( ) '( ) '( )

2 (1 ) (1 )

s q
q q qq

t t tab b a
f a f b dt f b dt

tb t a tb t a
 

   
   

     
   

  
1 1

1

1 1 1 1

( )
'( ) '( )

2

q qq qab b a
f a f b   


    

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.1.5 de   1h t   olursa, harmonik P -fonksiyonları için sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.6 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 0q   için harmonik P -fonksiyon ise, 

    
1

12

( ) ( ) ( ) ( )
' '

2 2

b
q q q

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x


 
  

  . 

Burada 1 , (3.3) de verilmiştir. 
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Teorem 3.1.5 de   sh t t  olursa, ikinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin 

fonksiyonları için sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.7 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 0q   için ikinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin fonksiyon ise, 

    
11

1

1 1 22

( ) ( ) ( ) ( )
' '

2 2

b
q q qq

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x
  

 
  

  . 

Burada 1 , (3.3) de verilmiştir ve sırasıyla 

  

1

1 2

0

1 2

1

st t
dt

tb t a





 
   

 (3.7) 

 

  

1

2 2

0

1 2 1

1

s
t t

dt
tb t a




 


 

   

dır. 

 

Teorem 3.1.7 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 0q   için birinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin fonksiyon ise, 

    
11

1

1 1 22

( ) ( ) ( ) ( )
' '

2 2

b
q q qq

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x
  


 

  
  . 

Burada 1  ve 1  sırasıyla (3.3) ve (3.7) de verilmiştir ve  

    

1

2 1 12

0

1 2

1 1 s

t
dt

tb t a t
  


  

  
 . 

 

İspat: Lemma 3.1.1, kuvvet eşitsizliği ve '
q

f  birinci çeşit harmonik s -Godunova-

Levin fonksiyon olmasını kullanarak 

   

 

1

22

0

( ) ( ) 1 2
'

2 2 (1 )(1 )

b

a

f a f b ab f x ab b a t ab
dx f dt

b a x tb t atb t a

   
   

     
   
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   

   
11

1
1 1

2 2

0 0

' '1 2 1 2( )

2 (1 )(1 ) (1 )

q q qq

s s

f b f at tab b a
dt dt

t ttb t a tb t a

          
           
   

   
 

 

1

1 1 11

1 2 2

0 0

1 2 1 2( )
'(b) '

2 (1 ) 1 (1 )

q
qqq

s s

t tab b a
f dt f a dt

tb t a t tb t a t


   
  
     
 

   

 
1 1

1

1 1 2

( )
'( ) '( )

2

q qq qab b a
f a f b  




 
 

dır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 3.1.8 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için harmonik h -konveks ise, 

    
1

1

4 52

( ) ( ) ( ) ( ) 1
' '

2 2 1

b p q q q

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x p
 

  
   

  
 . 

Burada sırasıyla, 
  

1

4 2

0

( )

1
q

h t
dt

tb t a
 

 
  ve 

  

1

5 2

0

(1 )

1
q

h t
dt

tb t a





 
   

dır. 

 

İspat: Lemma 3.1.1, Holder’in eşitsizliğini ve '
q

f  harmonik h -konveks fonksiyon 

olmasını kullanarak, 

    

1

22

0

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2
'

2 2 11

b

a

f a f b ab f x ab b a t ab
dx f dt

b a x tb t atb t a

   
         

   

    

1
1

1 1

2

0 0

( ) 1
1 2 '

2 11

q q
p

p

q

ab b a ab
t dt f dt

tb t atb t a

                  
   

  
    

1
1

1

2

0

( ) 1 1
( ) ' (1 ) '

2 1 1

q
p q q

q

ab b a
h t f a h t f b dt

p tb t a

  
    
      
  
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    
1

1

4 5

( ) 1
' '

2 1

p q q qab b a
f a f b

p
 

 
  

 
. 

Burada    
1 21 1

0 0 1 2

1 2 1 2 2 1
p p p

t dt t dt t dt        

1 2t u   ve 
1

2
dt du   dönüşümü uygularsak 

   
1 21 1

0 0 1 2

1
1 2 1 2 2 1

1

p p p
t dt t dt t dt

p
     

    

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 3.1.8 de   sh t t  olursa, ikinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyonları için 

sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.8 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için ikinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyon 

ise, 

    
1

1

1 22

( ) ( ) ( ) ( ) 1
' '

2 2 1

b p q q q

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x p
 

  
   

  
 . 

Burada sırasıyla 

  

2
1 2 1

1 2

0

2 ,1 ,2 ,1

11

q

s

q

b
a F q s s

t a
dt

stb t a


  
   

  
 

 , 

 

  

2
1 2 1

2 2

0

1,2 ,2 ,1
1

11

q
s

q

b
a F q s

t a
dt

stb t a


  
     

 
  

dır. 
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Teorem 3.1.9 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için birinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyon 

ise, 

    
1

1

1 22

( ) ( ) ( ) ( ) 1
' '

2 2 1

b p q q q

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x p
    

   
  
 . 

Burada sırasıyla 

  

2
1 2 1

1 2

0

2 ,1 ,2 ,1

11

q

s

q

b
a F q s s

t a
dt

stb t a






 
   

  
 

 , 

 
     

1 2 2

2 12

0

1

1 21

s q q

q

t bb aa
dt

b a qtb t a
 

 


 
  

  
  

dır. 

 

İspat: Lemma 3.1.1, Hölder’in eşitsizliği ve '
q

f  birinci çeşit harmonik s -konveks 

fonksiyon olmasını kullanarak, 

    

1

22

0

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2
'

2 2 11

b

a

f a f b ab f x ab b a t ab
dx f dt

b a x tb t atb t a

   
         

 
 

    

1
1

1 1

2

0 0

( ) 1
1 2 '

2 11

q q
p

p

q

ab b a ab
t dt f dt

tb t atb t a

                  
 

 

 

  
      

1
1

1

2

0

1 1
' 1 '

2 1 1

q
p q qs s

q

ab b a
t f a t f b dt

p tb t a

   
    
      
  

 
    

1
1

1 2

1
' '

2 1

p q q qab b a
f a f b

p
  

  
  

 
. 

Burada  

 
        

1 1 1

2 2 2 2

0 0 0

1 1

1 1 1

s s

q q q

t t
dt dt dt

tb t a tb t a tb t a



  

     
    
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 1tb t a u    için 
1

dt du
b a




 dönüşümü uygularsak 

  

1

22

0

1 1

1

b s

qq

a

t
du dt

u b a tb t a
 
  

   2

1

1
b

q

a

u du
b a

 
   

 
  

2 2

1
1 2

q qbb aa

b a q


 
 

 
 

elde edilir. 

 

Teorem 3.1.8 de ( ) 1h t   olursa harmonik P -fonksiyonlar için sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.9 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için harmonik P -fonksiyon ise, 

    
1

11

2

( ) ( ) ( ) ( ) 1
' '

2 2 1

b p q q qq

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x p


  
   

  
  

dir. Burada,  

     

1 2 2

2

0

1

1 21

q q

q

bb aa
dt

b a qtb t a


 
 

  
 . 

 

Teorem 3.1.8 de ( ) sh t t  olursa, ikinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin 

fonksiyonları için sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.10 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve  ' ,f L a b  

olsun. Eğer '
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için ikinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin 

fonksiyon ise 

    
1

1

1 22

( ) ( ) ( ) ( ) 1
' '

2 2 1

b p q q q

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x p
 

  
   

  
 . 

Burada sırasıyla 
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  

2
1 2 1

1 2

0

2 ,1 ,2 ,1

11

q

s

q

b
a F q s s

t a
dt

stb t a






 
   

  
 

   

 (3.8) 

 

  

2
1 2 1

2 2

0

1,2 ,2 ,1
1

11

q
s

q

b
a F q s

t a
dt

stb t a





 
     

 
   

dır. 

 

Teorem 3.1.10 :f I  , 
oI da türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  ve 

 ' ,f L a b  olsun. Eğer '
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için birinci çeşit harmonik s -

Godunova-Levin fonksiyon ise 

    
1

1

1 22

( ) ( ) ( ) ( ) 1
' '

2 2 1

b p q q q

a

f a f b ab f x ab b a
dx f a f b

b a x p
   

   
  
 . 

Burada 1 , (3.8) de verilmiştir ve 

 

     

1 2 2

2 12

0

1

1 21

s q q

q

t bb aa
dt

b a qtb t a
 

  
 

 
  

  
 . 

 

İspat: Lemma 3.1.1, Hölder’in eşitsizliği ve '
q

f  birinci çeşit harmonik s -Godunova-

Levin fonksiyon olmasını kullanarak, 

    

1

22

0

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2
'

2 2 11

b

a

f a f b ab f x ab b a t ab
dx f dt

b a x tb t atb t a

   
         

 
 

    

1
1

1 1

2

0 0

( ) 1
1 2 '

2 11

q q
p

p

q

ab b a ab
t dt f dt

tb t atb t a

                  
 

 

  
 

 
 

1
1

1

2

0

( ) 1 1 1 1
' '

2 1 11

q
p q q

q ss

ab b a
f a f b dt

p t ttb t a

         
        

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 
  

 
 

  

1
1

1 1

2 2

0 0

1( ) 1
' '

2 1 1 1

s qsp q q

q q

tab b a t
f a dt f b dt

p tb t a tb t a

  
   
        

 
 

    
1

1

1 2

( ) 1
' '

2 1

p q q qab b a
f a f b

p
  

  
 

.
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4. BULGULAR 

 

Lemma 4.1 :f I  , oI ( I nın içi) üzerinde ikinci mertebeden türevlenebilir bir 

fonksiyon ve ,a b I , a b  olsun.  '' ,f L a b
 
ise 

     
 

 
 

 

 

 

    

  

    

22 2 2 2

2 3 32

1

12

3 3

10

2

2 2 1 2
'

2

2

1 1
'' '' .

1 11 1

b

a

ab ab b b a
f f f b

a b a b a b b b aab a b a b a b

f x
f a dx

xa b a b b a

t t t tab ab
f dt f dt

tb t a tb t atb t a tb t a

   



 

        
       

            

 
 

      
                



 

 

 

İspat: Basitlik için 

 

    

  

    

1

12

3 3

10

2

1 1
'' ''

1 11 1

t t t tab ab
I f dt f dt

tb t a tb t atb t a tb t a

 


      
                
   

olsun. 

 

    

1

2

1 3

0

''
11

t t ab
I f dt

tb t atb t a

  
       
  

  

    

1

2 3

1

2

1 1
''

11

t t ab
I f dt

tb t atb t a

    
       
  

olsun. Kısmi integrasyon yardımıyla,  

 1

ab
x

tb t a


 
, 

    2

1 1

1
dt dx

ab a btb t a


 
 ve 

 

 

a b x
t

b a x





 için  

 
 

 
   

2 2
2

1 32

1
1 '' ''

ab ab

a b a b

b b

b
I xf x dx b x f x dx

x b b ab a b

 
 

    
 

 
 

elde edilir. Buradan, 

2

1
b

x s
x

 
  

 
,  ''f x dx dt  diyelim ve birinci integral için kısmi 

integrasyon yapalım. Benzer şekilde b x S  ,  ''f x dx dT  diyelim ve ikinci 
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integral için kısmi integrasyon yapalım. Dolayısıyla, 

     

 
 

 

 

1 22 2 2 2

2

3 3

2 1 2 3
'

2 4

2

ab

a b

b

ab ab a b
I f f

a b a b a b b b aab a b a b a b

f x
f b dx

b b a xa b

 

 

      
        

            

 
 



 

elde edilir. Benzer şekilde  

  

    

1

2 3

1

2

1 1
''

11

t t ab
I f dt

tb t atb t a

    
       
  için 

 1

ab
x

tb t a


 
, 

    2

1 1

1
dt dx

ab a btb t a


 
 ve 

 

 

a b x
t

b a x





 

diyelim, değişken dönüşümü yapalım. O halde 

 
 

 
   

 
 

2

2 2 32 2 2 2
2 2 2

1 2 1
'' '' 1 ''

a a a

ab ab ab

a b a b a b

b
I xf x dx b x f x dx xf x dx

a b a b xab a b b a b

 

  

   
     

   
  

elde edilir. Birinci, ikinci ve üçüncü integraller için kısmi integrasyon yaparsak sonuçta

 

 
 

 

   

 

2 22 2 2

2 3 32 2
2

2 2 1
'

2

2 4 3 2

4

a

ab

a b

ab
I f f a

a b ab a b a b a b

f xab b a b
f dx

a b xa b a b a b

 





     
     

        

   
   

     


 

bulunur. 1I  ve 2I  birleştirildiğinde istenilen sonuç elde edilmiş olur. Dolayısıyla ispat 

tamamlanmış olur. 

 

Lemma 4.1 i kullanarak bir sonraki sonuçlar kanıtlanır. 

 

Teorem 4.1 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , 

a b  ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için harmonik h -konveks 

fonksiyon ise, 
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     
 

 
 

 

 

         

22 2 2 2

2 3 32

1 11 1
1 1

1 2 3 4 5 6

2 2 1 2
'

2

2

'' '' '' ''

b

a

q q q qq qq q

ab ab b b a
f f f b

a b a b a b b b aab a b a b a b

f x
f a dx

xa b a b b a

f a f b f a f b

   



     
 

        
       

            

 
 

   


 

dir. Burada, sırasıyla 

 

  

1

2

1 3

0 1

t t
dt

tb t a







 
  (4.1) 

   

  

1

2

2 3

0 1

t t h t
dt

tb t a







 
  (4.2) 

   

  

1

2

3 3

0

1

1

t t h t
dt

tb t a




 


 
  (4.3) 

  

  

1

4 3

1

2

1 1

1

t t
dt

tb t a




  


 
  (4.4) 

    

  

1

5 3
1

2

1 1

1

t t h t
dt

tb t a




  


 
  (4.5) 
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İspat: Lemma 4.1, Hölder eşitsizliği ve ''
q

f  harmonik h -konveks fonksiyon olmasını 

kullanarak
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sonucu elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

Sonuç 4.1 Teorem 4.1 koşulları altında, 1q   ise, 
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Burada 2 3 5 6, , ,     sırasıyla (4.2), (4.3), (4.4) ve (4.6) dür. 

 

Teorem 4.1 de   sh t t  alınırsa, ikinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyonlar için 

sonuç çıkarılır. 

 

Sonuç 4.2 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  

ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 0q   için ikinci çeşit harmonik s -konveks 

fonksiyon ise, 
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Burada 1 4,  , sırasıyla (4.1) ve (4.4) da verilmiştir ve sırasıyla 

 

  

1

2

1 3

0 1

st t t
dt

tb t a







 
  (4.7) 

   

  

1

2

2 3

0

1

1

s
t t t

dt
tb t a




 


 
   

  

  

1

3 3
1

2

1 1

1

st t t
dt

tb t a




  


 
   

    

  

1

4 3
1

2

1 1 1

1

s
t t t

dt
tb t a




   


 
  (4.8) 

dır. 

 

Teorem 4.2 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , 

a b  ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 0q   için birinci çeşit harmonik s -konveks 

fonksiyon ise, 
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Burada 1 4 1, ,  
 
ve 4  sırasıyla (4.1), (4.4), (4.7) ve (4.8) de verilmiştir. 
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İspat: Lemma 4.1, kuvvet eşitsizliği ve ''
q

f  birinci çeşit harmonik s -konveks 

fonksiyon olmasını kullanarak 
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dir. Böylece ispatı tamamlamış olduk. 

 

Teorem 4.1 de   1h t   olursa, harmonik P -fonksiyonları için sonuç elde edilir. 
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Sonuç 4.3 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  

ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 0q   için harmonik P -fonksiyon ise, 
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 
 

   


 

Burada 1  ve 4  sırasıyla (4.1) ve (4.4) de verilmiştir. 

 

Teorem 4.1 de   sh t t  olursa, ikinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin fonksiyonları 

için sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.4 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  

ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 0q   için ikinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin 

fonksiyon ise, 

     
 

 
 

 

 

         

22 2 2 2

2 3 32

1 11 1
1 1

1 1 2 4 3 4

2 2 1 2
'

2

2

'' '' '' ''

b

a

q q q qq qq q

ab ab b b a
f f f b

a b a b a b b b aab a b a b a b

f x
f a dx

xa b a b b a

f a f b f a f b

   



     
 

        
       

            

 
 

   


 

Burada 1  ve 4  sırasıyla (4.1) ve (4.4) da verilmiştir ve sırasıyla 

 

  

1

2

1 3

0 1

st t t
dt

tb t a







 
  (4.9) 

   

  

1

2

2 3

0

1

1

s
t t t

dt
tb t a





 


 

   
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  

  

1

3 3
1

2

1 1

1

st t t
dt

tb t a




  


 
   

    

  

1

4 3
1

2

1 1 1

1

s
t t t

dt
tb t a





   


 

  (4.10) 

dır. 

 

Teorem 4.3 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , 

a b  ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 0q   için birinci çeşit harmonik s -Godunova-

Levin fonksiyon ise, 

     
 

 
 

 

 

         

22 2 2 2

2 3 32

1 11 1
1 1

1 1 2 4 3 4

2 2 1 2
'

2

2

'' '' '' ''

b

a

q q q qq qq q

ab ab b b a
f f f b

a b a b a b b b aab a b a b a b

f x
f a dx

xa b a b b a

f a f b f a f b

   



     
 

 

        
       

            

 
 

   


 

dır. Burada 1 4 1, ,    ve 4  sırasıyla (4.1), (4.4), (4.9) ve (4.10) da verilmiştir ve  

 

    

1

2

2 3

0 1 1 s

t t
dt

tb t a t







  


 

  

    

1

4 3
1

2

1 1

1 1 s

t t
dt

tb t a t




  


  
  

dır. 

 

İspat: Lemma 4.1, kuvvet eşitsizliği ve ''
q

f  birinci çeşit harmonik s -Godunova-Levin 

fonksiyon olmasını kullanarak 
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     
 

 
 

 

 

 

    

  

    

22 2 2 2

2 3 32
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'

2
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'' ''

1 11 1

b

a

ab ab b b a
f f f b

a b a b a b b b aab a b a b a b

f x
f a dx

xa b a b b a

t t t tab ab
f dt f dt

tb t a tb t atb t a tb t a

   



 

        
       

            

 
 

      
                



 

 

 

    

  

    

1

12

3 3

10

2

1 1
'' ''

1 11 1

t t t tab ab
f dt f dt

tb t a tb t atb t a tb t a

       
                
   

 

  

 

    

  

  

  

    

1 1
1

1 1

2 2

3 3

0 0

1 1
1

1 1

3 3
1 1

2 2

''
11 1

1 1 1 1
''

11 1

q qq

q qq

t t t t ab
dt f dt

tb t atb t a tb t a

t t t t ab
dt f dt

tb t atb t a tb t a

 

 





   
      

               
   

   
          

               
   

 

 

 

 

  

 

  
 

 
 

  

  

  

  
 

 
 

1 1
1

1 1

2 2

3 3

0 0

1 1
1

1 1

3 3
1 1

2 2

1 1
'' ''

11 1

1 1 1 1 1 1
'' ''

11 1

q q

q q

s s

q q

q q

s s

t t t t
dt f a f b dt

t ttb t a tb t a

t t t t
dt f a f b dt

t ttb t a tb t a

 

 





   
     
             

   

   
         
             

   

 

 

 

         
1 11 1

1 1

1 1 2 4 3 4'' '' '' ''
q q q qq qq qf a f b f a f b     

 
      

elde edilir. 

 

Teorem 4.4 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , 

a b  ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için harmonik h -konveks 

ise, 



35 

     
 

 
 

 

 

         

22 2 2 2

2 3 32

1 11 1

7 8 9 10 11 12

2 2 1 2
'

2

2

'' '' '' ''

b

a

q q q qq qp p

ab ab b b a
f f f b

a b a b a b b b aab a b a b a b

f x
f a dx

xa b a b b a

f a f b f a f b

   



     

        
       

            

 
 

   


, 

dır. Burada sırasıyla 

 

1

2

7

0

p

t t dt    (4.11) 

 

  

1

2

8 3

0 1
q

h t
dt

tb t a
 

 
   

 

  

1

2

9 3

0

1

1
q

h t
dt

tb t a





 
   

  
1

10

1

2

1 1
p

t t dt      
(4.12) 

 

  

1

11 3
1

2

1
q

h t
dt

tb t a
 

 
  

 

 

  

1

12 3
1

2

1

1
q

h t
dt

tb t a





 
  

 

dır. 

 

İspat: Lemma 4.1, Hölder’in eşitsizliğini ve ''
q

f  harmonik h -konveks fonksiyon 

olmasını kullanarak, 
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     
 

 
 

 

 
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b

a

ab ab b b a
f f f b

a b a b a b b b aab a b a b a b

f x
f a dx

xa b a b b a

t t t tab ab
f dt f dt

tb t a tb t atb t a tb t a

   



 

        
       

            

 
 

      
                



 

 

 

    

  

    

1

12

3 3

10

2

1 1
'' ''

1 11 1

t t t tab ab
f dt f dt

tb t a tb t atb t a tb t a

       
                
   

 
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  
    
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3

0 0

1 1

1 1
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2 2

1
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11

1
1 1 ''

11

p qq

p

q

p qq

p

q

ab
t t dt f dt

tb t atb t a

ab
t t dt f dt

tb t atb t a





   
    

              
   

   
    

                
   

 

 

 

 
  

        
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3
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1
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1

1
1 1 '' 1 ''

1

p q

p q q

q

p q

p q q

q

t t dt h t f a h t f b dt
tb t a

t t dt h t f a h t f b dt
tb t a





   
   

      
    

   

   
   

        
    

   

 

 

 

         
1 11 1

7 8 9 10 11 12'' '' '' ''
q q q qq qp pf a f b f a f b          

dır. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.4 de   sh t t  olursa, ikinci çeşit harmonik s -konveks fonksiyonları için 

sonuç elde edilir. 
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Sonuç 4.5 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  

ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için ikinci çeşit harmonik s -

konveks fonksiyon ise, 

     
 

 
 

 

 
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            

 
 

   


 

dır. Burada 7 10,   sırasıyla (4.11), (4.12) de verilmiştir ve  

  

1

2

1 3

0 1

s

q

t
dt

tb t a
 

 
 , 

 

  

1

2

2 3

0

1

1

s

q

t
dt

tb t a





 
 , 

  

1

3 3
1

2

1

s

q

t
dt

tb t a
 

 
 , 

 

  

1

4 3
1

2

1

1

s

q

t
dt

tb t a





 
  

dır. 

 

Teorem 4.5 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , 

a b  ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
q

f , 
1 1

1
p q
  , , 1p q   için birinci çeşit harmonik 

s -konveks fonksiyon ise, 
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İspat: Lemma 4.1, Hölder’in eşitsizliği ve ''
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dır. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.4 de ( ) 1h t   olursa harmonik P -fonksiyonlar için sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.6 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , a b  

ve  '' ,f L a b  olsun. Eğer ''
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dır. Burada 7 10,   sırasıyla (4.11), (4.12) de verilmiştir ve 
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dır. Burada 7 10,   sırasıyla (4.11), (4.12) de verilmiştir ve 
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Teorem 4.6 :f I  , 
oI da ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyon, ,a b I , 
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İspat: Lemma 4.1, Hölder’in eşitsizliği ve ''
q

f  birinci çeşit harmonik s -Godunova-

Levin fonksiyon olmasını kullanarak, 
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dır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

 

Son bölümde ilk olarak harmonik h -konveks fonksiyon kavramını verdikten sonra bu 

fonksiyon yardımıyla Hermite-Hadamard tipli yeni eşitsizlik elde ettik.  

 

Ayrıca elde etmiş olduğumuz bu sonuçlar çeşitli yollarla daha da genelleştirilebilir. 

Dolayısıyla bunlar açık problemler olarak bırakıyoruz. 
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