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Bu tezde, tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in yeni bir integral 6zdesligi elde ettik. Bununla
birlikte, yeni ve bilinen harmonik konveks fonksiyonlarmin sinifin1 birlestiren,
harmonik h-konveks olarak da bilinen fonksiyonlarda birinci tiirevleri harmonik h -
konveks olan fonksiyonlar i¢in integral 6zdesligini kullanarak bazi yeni Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica bu tezde, birinci ve ikinci gesit
harmonik s-konveks ve harmonik s-Godunova-Levin fonksiyonlarnin da 6zellikleri
incelendi ve bazi 6zel durumlar1 da ayrica ele alindi. Buradan yapilan ¢ikarimlar, 6nceki
calismalarda harmonik konveks fonksiyonlarin siniflari i¢in elde edilmis olan sonuglari

desteklemektedir.
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In this thesis, we derived a new integral identity for differentiable functions.

However, some new Hermite-Hadamard type inequalities have been obtained by using
the integral identity for functions whose first derivatives are harmonic h-convex in
functions known as harmonic h-convex, which unifies the class of new and known
harmonically convex functions. Moreover, in this thesis, the properties of first and
second kind harmonically s -convex and harmonically s-Godunova-Levin functions are
studied and some special cases are also dealt. Inferences made here support the results

obtained for classes of harmonically convex functions in previous studies.
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1. GIRIS

Konveks kiimeler ve ilgili geometrik konular matematik¢iler tarafindan kullanilan 95
ana konudan biridir. Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir
ve say1 teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve
esitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynar
(Bodur ve Buyukeken 2016). Son yillarda, konveks fonksiyonlarin teorisi, optimizasyon
ve ekonomi gibi teorik ve uygulamali bilimlerin farkl alanlarindaki 6neminden dolay1
birgok arastirmaci tarafindan 6zel ilgi gormiistiir. Optimizasyon teorisinde, optimal
cozlimler i¢in gerek ve yeter kosullarin bulunmasi ve dualite teoremlerinin ispati i¢in
ayirma teoremleri uygulanmaktadir. Bilindigi lizere, konveks kiimelerin ayrilmasi i¢in
uygulanilan ayirma teoremlerinde hiper diizlemlerden yararlanilmaktadir. Klasik ayirma
teoreminin, optimizasyon teorisinde uygulanabilmesi i¢cin problemlerin konvekslik
kosulunu saglamasi gerekmektedir. Benzer olarak, ¢ok kriterli optimizasyonda da
Pareto noktalarmi bulmak igin klasik ayirma teoremlerinin uygulanmasi durumunda

konvekslik sart1 onemlidir (Kemalbay 2008).

Matematikte “esitsizlik kelimesi iki farkli miktar arasinda farklilig1 ifade eder ve bu iki
miktar arasinda oran kurmak i¢in kullanilir. Modern matematikte esitsizlik her alanda
onemli bir rol oynamaktadir. Fizik, miihendislik gibi bir¢ok bilimsel alanda esitsizlik
sayesinde bircok yeni uygulamalar ortaya ¢ikmistir. Bu sayede birgok arastirmacinin
dikkatini ¢ekmistir ve diger bilim dallariyla iligkili olarak gliniimiize kadar gelmistir.
Esitsizlik alaninda en onemli eserlerden biri 1934 yilinda Hardy, Littlewod ve Polya
tarafindan yazilan “Inequalities* adl1 kitaptir. Esitsizlik teorisiyle yakindan iliskili olan
konvekslik kavrami beraber goz Onilinde bulundurularak bircok calisma ve integral
esitsizlik elde edilmistir. Bunun en 6nemli Orneklerinden biri Ekim 1881 yilinda
Hermite’in (1822-1901) Journal Mathesis adli dergiye gonderdigi konveks fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard esitsizligidir. Esitsizlik {izerine yapilan c¢alismalar yeni
esitsizlikler kesfetmek ve var olan klasik yaklasimlar1 giiclendirmeye dayanmaktadir.
Modern esitsizlik teorisi matematikte dnemini yitirmeden derin temellere dayal bir alan
olarak gelismektedir ve hala arastirmalarda onemli bir yer tutarak sonsuz bir brans

olarak matematikte yer almaya devam etmektedir (Yildiz 2017).



2. LITERATUR BILGILERI

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii 7 degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmasina
ilk olarak 19. yiizyilin sonlarinda rastlanmasina ragmen, 20. yiizyilin ortalarinda
matematigin onemli bir alan1 olarak goriilmeye baslanmistir (Bodur ve Buyukeken
2016).

Konveks fonksiyonlarm klasik kavramlari, yeni ve yenilik¢i fikirleri kullanarak farkl
yonlerde genisletildi ve yayginlastirildi, bu c¢aligmalarla ilgili genellestirmeler ve yeni
sonuglara Burai ve Hazy (2011), Cristescu ve Lupsa (2002), Cristescu vd. (2014),
Dragomir (20144, b), Dragomir ve Mond (1998), Dragomir vd. (1995), Godunova ve
Levin (1985), Noor vd. (2013, 2014a, b, c, d), Shi ve Zhang (2013), Xi vd. (2013),
Zhang vd. (2012, 2013) bakiniz. Konveks fonksiyonlarin 6nemli bir genellemesi,
Varosanec'in h-konveks fonksiyonlarinin tanitimiydi (Varosanec 2007). Iscan (2013),
harmonik konveks fonksiyonlar olarak adlandirilan konveks fonksiyonlarin yeni bir
smifin1 tanittl. Bazi son arastirmalar ve harmonik konveks fonksiyonlarin uzantilar i¢in
Noor vd. (2014a, b), Zhang vd. (2013), Iscan (2013, 2015) bakiniz. Konveks
fonksiyonlar teorisinin esitsizlik teorisi ile yakindan iligkili oldugu bilinmektedir.
Konveks fonksiyonlar i¢in bir¢ok bilinen esitsizlik vardir. Literatiirde yogun bir sekilde
incelenen esitsizlik, Hermite (1883) ve Hadamard (1896) tarafindan bagimsiz olarak
kanitlanan Hermite-Hadamard esitsizligi olmustur. Bu esitsizlik bir fonksiyonun

konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullarina sahiptir.

Konveks terimini ilk olarak, Ch. Hermite (1822-1901) tarafindan kullanilmistir.
Esitsizlikler alaninda daha fazla dikkate alinan, daha az 6nemli sonu¢lar vardir ama
maalesef Hermite’in temel ¢alismalar1 sik sik onun orjinal yazar kimligi verilmeden
belirtilmistir. Bu baglamda temel matematikte ilgi c¢eken/cekmekte olan Hermite-
Hadamard Egsitsizliginin geometrik yorumu ve c¢ogu uygulamasiyla konveks
fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Ayni1 zamanda klasik Hermite-

Hadamard esitsizligi soyle siralaniyor:



f:1 <R — R konveks bir fonksiyon, a<b ve a,be | olsun.
F f(b
f(a+bj '[ + ()
as 2

Hermite-Hadamard integral esitsizlik tiirleri hakkinda faydali bilgiler igin, Cristescu vd.
(2014), Dragomir (2014a, b), Dragomir ve Mond (1998), Dragomir ve Pearce (2000),
Dragomir vd. (1995), Noor vd. (2013, 20144, b, c, d, e), Sarikaya vd. (2008), Sarikaya
vd. (2010), Shuang vd. (2013), Xi ve Qi (2013), Zhang vd. (2012, 2013a, b)

calismalarina bakimiz.

Bu devam eden arastirmayla harekete gecirilen harmonik konveks fonksiyonlarin

harmonik h-konveks fonksiyonlar1 denilen yeni bir siifin1 sunuyoruz.

h fonksiyonunun uygun se¢imi i¢in, harmonik S -konveks fonksiyonlari, harmonik P-
fonksiyonlari, harmonik Godunova-Levin fonksiyonlar1 ve harmonik s-Godunova-
Levin fonksiyonlar1 gibi yeni harmonik konveks fonksiyon simiflar1 elde edebilecegi
gosterilmistir. Harmonik olarak h-konveks fonksiyonlar igin birkag yeni Hermite-
Hadamard tipi esitsizlik elde ediyoruz. Bazi 6zel durumlarda tartisilmistir. Bu makalede
kullanilan fikirler, teorik ve uygulamali bilimlerdeki c¢esitli dallarda harmonik h-
konveks fonksiyonlarm yeni ve yenilik¢i uygulamalarin1 bulmada ilgili okurlara ilham

verebilir.

Temel kavramlar ve teoremler bashgi altinda Tanim 3.1.6 dan sonraki kisimlar igin

Noor vd. (2015) tarafindan yapilan ¢alismadan yararlanildi.



3. MATERYAL ve METOT

3.1 Temel Kavramlar ve Teoremler
Tamm 3.1.1 Vx,yeK, te[0,1] i¢in (1-t)x+tyeK ise K <R kiimesine Klasik

anlamda konveks kiime denir (Dragomir and Pearce 2000).

Tamm 3.1.2 Vx,y e K, t€[0,1] i¢in

f((1-t)x+ty)<(1-t) f (x)+tf (y)
ise f:KcR— R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce

2000).

N
tx+(1-t)y

kiime denir (Dragomir and Pearce 2000).

Tamim 3.1.3 VX, y€Q, i¢in eQ ise Qc R, kiimesine harmonik konveks

Tamm 3.1.4 Vx,yeQ,t<[0,1] i¢in

(ot et

ise f:Qc R, — R fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (Dragomir and

Pearce 2000).

Tamm 3.1.5 Vx,y e Q,t[0,1] i¢in

oy et

ise f:QcR, — R, fonksiyonuna harmonik log-konveks fonksiyon denir (Dragomir

and Pearce 2000).

Simdi yeni kavramlar tanimliyoruz.



Tamm 3.1.6 Vx,y el ,te[0,1], s€(0,1] i¢in

f[#jﬁ(l—t)s FO)+tf(y)

(1-t)y

ise f:Qc R, — R fonksiyonuna ikinci ¢esit harmonik s -konveks fonksiyon denir.

Tamm 3.1.7 Vx,y e | ,t€[0,1] i¢in

f(#}s F(x)+f(y)

(1-t)y

ise f:Qc R, — R fonksiyonuna harmonik P -fonksiyon denir.

Tamm 3.1.8 Vx,y el ,t€(0,1) i¢in

X 1 1
f[tx+(1y—t)y]S1—t )+t )

ise f:Qc R, — R fonksiyonuna harmonik Godunova-Levin fonksiyon denir.

Tamm 3.1.9 Vx,yel, te(0,1), s€[0,1] i¢in

f[ Xy j< 1 f(x)+tlsf(y)

tx+(1-t)y | (1-t)

ise f:Qc R, — R fonksiyonuna ikinci ¢esit harmonik S-Godunova-Levin fonksiyon

denir.

Yukaridaki kavramlari birlestirmek i¢in, harmonik h-konveks fonksiyonlarin smifi

asagidaki gibi tanimlanur.

Tamm 3.1.10 h:[0,]]cJ —> R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Vvx,yel,

(1-t)y

fonksiyonuna harmonik h -konveks fonksiyon denir.

te(01) igin, f(#}sh(l—t)f(xﬁh(t)f(y) ise f:QcR, >R



t =% i¢in Jensen’in harmonik h -konveks fonksiyonuna veya harmonik-aritmetik (HA)

h -konveks fonksiyonlara sahip oldugumuza dikkat edin.

f[ 2xy js h@[f (x)+ T (y)]

X+y

Uyan 3.1.1 Tanm 3.1.10 da h(t)=t,h(t)=t5,h(t)=1,h(t):% ve h(t):tls icin

fonksiyonlarin tanimlari sirasiyla harmonik konveks, ikinci ¢esit harmonik s -konveks
fonksiyonlar, harmonik P -fonksiyonlar, harmonik Godunova-Levin fonksiyonlar ve

ikinci ¢esit harmonik s -Godunova-Levin fonksiyonlar oldugu agiktir.

Harmonik s-konveks fonksiyonlarin ve harmonik s-Godunova-Levin fonksiyonlarin

birinci tiir kavramlar1 asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 3.1.11 Vx,yel, te[O,l], Se[O,l] i¢in

; (%}s(l—ﬁ) f(x)+t°f (y)

(1-t)y

ise f:Qc R, — R fonksiyonuna birinci ¢esit harmonik s -konveks fonksiyon denir.

Tamm 3.1.12 Vx,y e |, te(0,1), se(0,1] i¢in

X 1 1
f[tx+(1y—t)ng (1-t) F)+E )

ise f:QcR, > R fonksiyonuna birinci g¢esit harmonik S-Godunova-Levin

fonksiyonu denir.

Uyan 3.1.2 Burada birinci ¢esit harmonik S-konveks fonksiyonun ve birinci gesit
harmonik s-Godunova-Levin fonksiyon kavramlarmin harmonik h-konvekslik

smiflarinda yer almadigindan bahsetmek gerekir.



Tamm 3.1.13 h:[0,]]cJ —> R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Vvx,yel,

te (0,1) icin

Xy < X h(1-t) h(t)
(et =010

ise f:Qc R, — R, fonksiyonuna harmonik log- h -konveks fonksiyon denir (Noor et

al. 2014).

Iscan (2013), harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipi esitsizligini

asagidaki sekilde vermistir.

Teorem 3.1.1 f:Qc R, — R harmonik konveks fonksiyon ve a,b e, a<b olsun.

f(ZabjS ab
a+b b-a

Ispat: f:1 >R harmonik konveks fonksiyon oldugundan, X,y el icin (Tanim 2.4

f eL[a,b] ise

D ey T
—

X |~
X
—
o
X
A
—
—_
QD
~—
+
—
—
O
~—~

deki esitsizlikte t =% i¢in)

[y ) =00 ((y)
X+

(1-t)y
e[ 2xy LT+ 1(y)
X+Yy 2
ab ab
olur. x= Y= larak k
ta+(1—t)b y tb+(1—t)a olarak segerse

a+b) 2 '

[ ab j ( ab j
fl — 4] —
¢ ( 2ab J< th+(1-t)a ta+(1-t)b

ab i dx = —ab(b-a) dt

Ayrica t €|0,1| icin integral alirsak, X =——— i¢in
[0.] th+(1-t)a (tb+(1-t)a)’

doniistimii yapilirsa



f(zibjslﬁf(—ab ]dt+jf(—ab Jdt}
a+b) 2|3 \(th+(@1-t)a o \ta+(1-t)b

. . .. ab §f(x) : y
bulunur. Dolayisiyla integrallerin  her biri —— dx esit oldugundan

—a’ x?

a

b
f(zabjﬁ ab J~f(2X) dx elde edilir. Boylece, teoremin sol tarafinin ispati
a+b) b-aZ x

a

tamamlanmis olur.

Teoremin sag tarafinin ispat1 i¢in Tanim 3.1.4 de x=a, y=b ve te [0,1] icin integral

alarak

(artis) =e-0r@-o

1 ab 1 1
!f(m]dt s!(l—t)f(a)dtﬁu!tf (b)dt
ab tf(x),, _ f(@)+f(b)

b-aj X - 2

elde edilir. Dolayisiyla teoremin sag tarafi da saglanir.

Simdi, f:(0,00)>R fonksiyonunun f(x)=1 oldugunu diisiinelim. Boylece,

X,y €(0,0) ve te[0,1] igin

1= f[ﬁj@(l—t)f (x)+tf (y)=1

olur. Bu nedenle f ,(O,oo) lizerine harmonik konvekstir. Ayrica

f(Zab]_l ab blf)dleve f(a)+f(b) _

= =1 — 1
a+b b-as X

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.



Iscan'm (2013) su sonucu bazi kisilerin sonuglarmnin gelisiminde Snemli bir rol

oynamaktadir.

Lemma 3.1.1 f: 1 >R, I°(I nm i¢i) iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve a,bel,
a<b olsun. f'eL[a,b] ise

f (a)+ f (b) abj’-f)gx ab(b— a)j 1-2t f( ab)]dt.

2 “b-a 2 2 (tb+(1—t)a)2 tb+(1—t a

Ispat: Basitlik i¢in

*
t—.»—‘

1-2t , ab
dt
0 tb+ 1-t)a tb+(1—t)a

1t ab(bb—a) ., ab
==|(1-2t f dt
2-([( )(tb+(1—t)a)2 (tb+(1—t)a}

Burada,

1-2t=u ve

ab(b—a) f,[ ab

dt =dv kismi integrasyon uygulanirsa
(tb+@-t)a)” (th+ (1—t)aJ

et

ab —ab(b-a) dtz_xz(b_a)dt

The@ta’ (be@-a)y  ab

L) (e Y
2 th+(1-t)a )|

elde ederiz. Buradan da

doniistimii yapilarak

I*:1=(a)+f(b) ab jf(x)d
2 b-a< x

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tamm 3.1.14 VvxyeR icin (f(x)-f(y))(g(x)-g(y))=0 ise f ve g

fonksiyonlarma senkronize fonksiyonlar denir (\VVarosanec 2007).



Uyan 3.1.3 Aksi belirtilmedigi siirece, bu boliim boyunca h(%) #0,1 c R, bir aralik

ve 1°, 1 nim i¢ kismui olacaktir.

Onerme 3.1.1 f ve g harmonik h-konveks iki fonksiyon olsun. Benzer sekilde f ve
g senkronize fonksiyonlar ve h(t)+h(1-t)<1 ise, fg ¢arpimi da harmonik konveks

fonksiyondur.

Ispat: f ve g harmonik konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

f[ta+(a1b—t)bjg(ta+ab—t) J [h(-9) (b)][h(a-t)g(a)+h(t)g(b)]
=[h@-1)] f(a)g(a)+h(t)h(1-t)[ f (a)g (b +f(b)9(a)]+[h(t)]2f(b)g(b)
<[h@-1)] f(a)g(a)+h(t)n(1- t[f (a +f(b)9(b)]+[h(t)]2f(b)g(b)
=[h(a-t)f(a)g(a)+h(t) f (b ][h -t)]

<h(1-t)f(a)g(a)+h(t) f ()g(b) (3.1)

Buradan harmonik h-konveks iki fonksiyonun ¢arpiminin harmonik h-konveks

oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.2 a,bel ve a<b i¢in f:l - R harmonik h-konveks fonksiyon olsun.

f eL[a,b] ise

zhflj 2 se el o)

0

Ispat: f harmonik h-konveks fonksiyon oldugundan

f{#}g h(1-t) f (x)+h(t) f (y).

(1-t)y

yazilir. Burada t =% icin

10



(oo

olur. Boylece, x = degerleri igin

a ve ab
ta+(1-t)b  ~  th+(l-t)a

(23 (i (v )

elde edilir. Yukarida ki esitsizligin her iki tarafin1 t, [0,1] kadar integralini alirsak,

1 2ab b
f( j ab % f(x)
an(1) 1ae) gl
1
:If a—b dt
o \ta+(1-t)b

<

O ey

h(1-t) f (a)dt+jh(t) f(b)dt t=1/2 igin

<[ f(a)+ f(b)][n(t)dt

0
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmais olur.

Simdi bazi1 6zel durumlar1 tartigiyoruz.

I.  Eger h(t)=t° ise Teorem 3.1.2 asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.1 a,bel,a<b ve se [0,1] icin f: 1 — R ikinci ¢esit harmonik S -konveks

fonksiyon olsun. f e L[a,b] ise

25_1f(2abj< ab j’-f(x)dng(a)+f(b).

atb) b-ai X s+1

Il.  Eger h(t) =1 ise Teorem 3.1.2 asagidaki sonuca daralir.

11



Sonu¢ 3.1.2 a,bel,a<bigin f:1 —Rharmonik P -fonksiyon olsun. f € L[a,b] ise

1,( 2ab ab % f(x)
= f < dx < f f(b).
2 (a+bj b—aI N @+ 1)

a

I1l.  Eger h(t) =t ise 0 zaman su sonuca varilir.

Sonu¢ 3.1.3 a,bel, a<b ve Se[O,l) icin f:l >R ikinci ¢esit harmonik §-
Godunova-Levin fonksiyon olsun. f e L[a,b] ise

1 f(Zabj< ab Tf(x)dng(a)”(b)_

2> \a+b) b-a? x? 1-s

Ortaya ¢ikan sonug, harmonik konveks iki fonksiyonun ¢arpimi i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligidir.

Teorem 3.1.3 a,bel, a<b i¢in f,g:1 — R harmonik konveks iki fonksiyon olsun.

fgeL[a,b] ise

b T[ f (X)g(x)]dxs M (a,b)_:[(h(t))z dt + N (a,b)j;h(t)h(l_t)dt,

b—a X2
Burada
M(a,b)= f(a)g(a)+ f (b)g(b)

3.2)

N(a,b)=f(a)g(b)+ f(b)g(a)
Ispat: f,g:1 — R harmonik h-konveks fonksiyonlar olsun. O zaman x :a—b
ta+(1-t)b

ab(b-a)

igin dx = > dt olur. Denklemde yazarsak
(ta+(1—-t)b)

12



f( ab ] ( ab j

F(09(0) )y, _ 2 [_llara-0b “liara-tb) abp-a)
b-aq (@) (ta+(@-1)b)’

(ta+(1-t)b)’

_jf ab ab it
I ara—op )% mra-op

< [[h@-t)f(@)+h(t) f (B)]-[h@-t)g(a)+h(t)g(b) |dt

O'—.H

1

< f(a)g(a)[[n(1-t)] dt+(a)g(b)

0

h(1-t)h(t)dt

O ey

h(t)h(1-t)dt+f (b)g (b)j[h(t)]z dt

0

+f(b)g(a)

O ey

t :% icin h(1—t) =h(t) oldugundan

=[f<a>g<a)+f(b)g(b)]i[hmfdt

1

+[ f(a)g(b)+ f(b)g(a)][h(1-t)h(t)dt

0

_M(ab)j dt+N(ab)jh h(1-t)dt

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.1.4 Teorem 3.1.3 kosullar1 altinda, f ve g benzer sekilde diizenlenmis

fonksiyonlar ise, M (a,b), (3.2) ile verilmek tizere,

v

h(t

o'—.»a

drr.
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ab ab
[f(x)g( jdx_ ab j ta+(@-0b ) ta+(1-0b) _ab(b-a)
b-ary (ab)? (ta+(1-t)b)’
(ta+(L-t)b)’

{er=r el
ta+(1-0b)° ta+(@-t)b

[h@—t) f (@) +h() f (b)]-[h@-t)g(a)+h(t)g(b) ]t

(h(l B f(a)g(a)+h@A-th(t) f (a)g (b)+ ()h(l—t)f(b)g(a)+[h(t)]2f(b)g(b))dt

IN

(h(l 0] f(@g(@)+h@-h®)[ f (a)g(a)+ (b)g(b)]+[h(t)]2f(b)g(b))dt

!
I
!
i( [h@-v] f(a)g(a)+h@-Oh®[ @y (b)+f (b)g(a)]+[h®] f B)g(d) it
i
i[h (a)+h(t)  (b)a (B) [ (t) +h(a-t) et

<[l

[h(1-)f (a)g(a) +h(t) f (o) g (b) ]t

t :% icin h(1—t) =h(t) oldugundan

= [[n(t) f (a)g(a)+h(t) f (b) g (b)]dt

a b)jh(t)dt

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.1.1 kullanilarak bir sonraki sonug¢lar kanitlanir.
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Teorem 3.1.5 f:1 >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'eL[a,b]

olsun. Eger | f '|q, g >0 i¢in harmonik h -konveks fonksiyon ise,

‘f(agf(b)_b ajf)fx)d‘ P08 o | ) e o))

Burada, sirasiyla

U S (a+b)’ a3
'ab (b-a) | 4ab (3.3)
t -2
! (tb+(1-t)a) (3.4)
t [1-2t|h(1-1) dt
‘([(tb+ 1-t a) (35

dir.

ispat: Lemma 3.1.1, kuvvet esitsizligi ve |f|" harmonik h-konveks fonksiyon

olmasini kullanarak

f()+1(b) ab }1(x), JHaat | e

2 b—a! X’ ! th+(1-t)a ‘ (ﬂ”(l t)a Jdt
_ab(b-a)| o 1-2t X 1-2t , ab n
2 !(tm(l_t)a)z . '([(tb+(l—t) ) ‘f {tb+(1—t)aj dt}
_ab(b-a)[ t  1-2t Kt [L—2t] N
=2 Uweaoa ") Upeaaapl el @ ne-ol ‘M
:ab(b_a)alq(az‘f ‘q+a3‘f'(b)‘q)q.

2

1

Y2 1
Burada ¢ = | -2t 2|dt:j -2t 2dt+.|‘L2dt
ol+@-ta)| 3 (b+@-ta)  5(tb+l-t)a)

tb+(l-t)a=u ve dt= bi du doniisimii uygularsak

15



12 (a+b)’
“Tab (b-ay | 4ab

sonucu elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.1.4 Teorem 3.1.5 kosullar1 altinda, q=1 ise,

%f@ﬁ#ﬂﬂ_abifumx

2 b—a? x°

a

<202 o (@) o] £ ()

Burada a,,a, sirasiyla (3.4) ve (3.5) tir.

Teorem 3.1.5 de h(t)=t° almirsa, ikinci ¢esit harmonik s -konveks fonksiyonlar igin

sonug ¢ikarilir.

Sonu¢ 3.1.5 f:I >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'elL[a,b]

olsun. Eger |f ", q=0 icin ikinci gesit harmonik s -konveks fonksiyon ise

f(a)+f(b) ab Bf D=2) o (i (a) 5 £ (o))
% (a)z (b) ba aj ;X)d‘ (2 a)“lq(Kﬂf (@) +r[ (b)) )'

Burada «,, (3.3) de verilmistir ve sirastyla

j [1—2t|t°
o (th+(1-t)a )
(3.6)
I|1 2t|(1-t)°
(tb+(1-t)a )

dir.

Teorem 3.1.6 f:1 >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'eL[a,b]

olsun. Eger | f '|q, g =0 igin birinci ¢esit harmonik s -konveks fonksiyon ise,

|um+um_abiumwg

ab(b—a) - .
2 b-al X2 2 “

(] (@) (=) (0) )

X

16



Burada o, ve x; swrastyla (3.3) ve (3.6) da verilmistir.

fspat: Lemma 3.1.1, kuvvet esitsizligi ve |f|" birinci gesit harmonik s -konveks

1 (v
th+(1-t)a

f ( ab jdt}q
th+(1—t)a

1

fonksiyon olmasini kullanarak

‘f(a)+f(b)_ ab Tf(x)dx‘<ab(b—a)j| 1-2t
2 b-ad x* | 2 0‘tb+(1 t)a)’

_ab(b-a) I -2 ) j 12t
2 (o(tb+@-t)a) » (th+(@-t)a)’

B[S rera-virors)

o 22 v [0
0. st o I'—'> oo
M (|f<a)|( rq)lf(b)|)

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5 de h(t)=1 olursa, harmonik P -fonksiyonlar i¢in sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.6 f:1 >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'elL[a,b]

olsun. Eger |f '|q, g >0 igin harmonik P -fonksiyon ise,

1

b(b- q AT
<O, (| (@) +]F (o))

fa+f(b) ab j’-f(x)dx

2 b—as x*

Burada «,, (3.3) de verilmistir.
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Teorem 3.1.5 de h(t)=t° olursa, ikinci ¢esit harmonik s-Godunova-Levin

fonksiyonlari i¢in sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.7 f:I >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'elL[a,b]

olsun. Eger | f '|q, g >0 igin ikinci ¢esit harmonik s-Godunova-Levin fonksiyon ise,

1

BO=) (% (4] (@) + ] (o))

[f(@)+f(b) abjfu%j
2 bax

Burada ¢, , (3.3) de verilmistir ve sirastyla

1 -S
j = I 1 2t|t ot

0 tb+ 1-t)a )
(3.7)

I|1 2t|(1-t)

(tb+(1-t)a )

dir.

Teorem 3.1.7 f:1 >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'eL[a,b]

olsun. Eger |f ", g =0 icin birinci gesit harmonik s -Godunova-Levin fonksiyon ise,

1

1))

[f(a)+f(b) abjﬂmd aMba)

‘2 bax

(Al
Burada o, ve A, sirasiyla (3.3) ve (3.7) de verilmistir ve

[1-2t]
o (th+(1-t)a)’ (1-t°)

'—-.H

dt= o +x.

Ispat: Lemma 3.1.1, kuvvet esitsizligi ve |f '|q birinci ¢esit harmonik S-Godunova-

f{ ab jm
th+(1-t)a

Levin fonksiyon olmasini kullanarak

f@ﬂ+f(m__abe(@dX<aMb—®j| 1-2t
2 b-as x° 2 0‘tb+(1 t)a
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_ab(b—a) I -2 K Jl_ [1- 24| |f'(b)|q+|f'(a)|q i ‘
2 |7(tb+@-ta) 2 (tb+(@-ta)’| @-t) t°

1

(02, -2 e -
{ o I (tb+(1-t)a) ( ‘}[tb+(1 t)a)’t’ t

ab(b a)

<, “(lr@f A O £

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.8 f:1 - R, I°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'eL[a,b]

olsun. Eger |f '|q, l+1 =1, p,q>1 i¢in harmonik h -konveks ise,
p q

[f(a)+f(b) ab j’-f(x)dx‘gab(b—a)[ 1

‘ 2 b-as x° 2 p+1
1 1
Burada sirasiyla, a, = I h(®) dt ve o, = j hil -1 dt
o (th+(1-t)a)” 2 (th+(1-t)a)”

dir.

ispat: Lemma 3.1.1, Holder’in esitsizligini ve |f " harmonik h-konveks fonksiyon

olmasmi kullanarak,

‘f(a)+f(b) ab J-f(x)d‘ ab(b— a)I

2 b—a? x°

12t‘
|

(tb+(1-t)a )
< ab(bz_ ) u|1—2t|p dth [! (tb+(1l—t)a)2q f {tmab_t)aj

_abp-a)( 1 p[t 1 P TV
<=2 (p+1j u(tb+(l_t)a)2q{h(t)\f () +h@-1)|f(b)| }dt]
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0D L (a1 ) a0 )

1 12 1
Burada [[L-2t]"dt = [ (1-2t)" dt+ [ (2t-1)" dt
0 72

0

1-2t=u ve dt= —% du doniistimii uygularsak

1 2 1
[t dt= [ (1-2t)" dt+ [ (2t-2)" dt =——
0 0 12 p+1

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.8 de h(t)=t° olursa, ikinci gesit harmonik s -konveks fonksiyonlar1 igin

sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.8 f:I >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'elL[a,b]

olsun. Eger |f ", 1.1 =1, p,q>1 icgin ikinci ¢esit harmonik s -konveks fonksiyon
P q
ise,

1

f(a)+f(b) ab }f(x) abb-a)( 1 5 N[ e\
% -2 dx‘s : [pﬂj (4]t (@) +atO) ).

a

Burada sirasiyla

L . a~e 2Fl[Zq,1+ s,2+s,l—ﬂ
191 :j 2q dt = )
0 (tb+(1—t)a) 1+s

a”,F, [1, 2q,2+s,l—ﬂ

(tb+(1—t)a)2q 1+s

drr.

20



Teorem 3.1.9 f:1 >R, I°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'eL[a,b]

olsun. Eger |f | —+1—1 p,q>1 icin birinci ¢esit harmonik s -konveks fonksiyon
p

ise,

L 1
p

(&]f(a)f o))"

[f(@)+fb) abJ-f(x)d ab(b—a)( 1
‘ 2 b—a?d x 2 p+1

Burada sirasiyla

L - a™ 2F{Zq,1+ s,2+s,1—2}
191* :j 2 dt = ,
0 (tb+(1—t)a) 1+s

Lo (1-t) bb?* —aa ™
9, = dt = -
2 !(tb+(1—t)a)2q (b-a)(1-2q)
dir.

ispat: Lemma 3.1.1, Holder’in esitsizligi ve |f|" birinci gesit harmonik s -konveks

f |(tb+(a1b—t)a]

fonksiyon olmasini kullanarak,

dt

f(a)+f(b) ab If(x)d ab(b - a)I
2 b—a? x

12 |
(tb+(1-t)a )‘

<ab(b—a) 1 o[ 1 .
2 (p+l {}[(tb+(l—t)a)2q{t

ab(b-a)( 1 N
<20 )p+1 (] (@) 5] (o)
Burada
1 (1_t5) 1 1 1 ts
%= dt = | - - dt
> (tb+(1-t)a) > (tb+(1-t)a) o (th+(1-t)a)’
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.. 1
tb+(1-t)a=u i¢in dt= b a du doniistimii uygularsak

b 1 £ b
!U%"b%du z[tb+1 t)a)” . :ﬁ -4
bb~?* —aa™
~(b-a)(1-2q)
elde edilir.

Teorem 3.1.8 de h(t) =1 olursa harmonik P -fonksiyonlar i¢in sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.9 f:I >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'el[a,b]

olsun. Eger |f '|q, l+1 =1, p,g>1 igin harmonik P -fonksiyon ise,
P q

bo-a)( 1 )b T lenai\a
<2ODLL T ax (| o o))

[f(a)+f(b) ab Tf(x)dx
2 b-ay x*

dir. Burada,

" :.l[ 1 dt — bb2? —aa ™
2 (th+(1-t)a)”*  (b-a)(1-2q)

Teorem 3.1.8 de h(t)=t" olursa, ikinci ¢esit harmonik s-Godunova-Levin

fonksiyonlar1 i¢in sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.1.10 f:1 >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'elL[a,b]

olsun. Eger |f '|q, 1+1:1, p,q>1 i¢in ikinci ¢esit harmonik S-Godunova-Levin
P qQ

fonksiyon ise

[f@+f(h) ab j’-f(x)dx
2 b-ay X

<ab(b—a) 1
2

Burada sirastyla
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a’, F{Zq,l—s, 2—s,1—b}
dt=

_'1[ t a
A (br-ta)” 1-s
(3.8)
1 F{l,Zq,Z—s,l—b}
- | o) B 2
o (to+(1-t)a)” 1-s

dir.

Teorem 3.1.10 f:l1 >R, 1°da tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b ve

f'eL[ab] olsun. Eger |f l+1:1, p,q>1 i¢in birinci ¢esit harmonik -
P qQ

Godunova-Levin fonksiyon ise

|um+mm_abiumm

2 b-as x° 2

<mm—m(1

Burada ¢, (3.8) de verilmistir ve

ispat: Lemma 3.1.1, Holder’in esitsizligi ve |f|" birinci gesit harmonik s -Godunova-

Levin fonksiyon olmasini kullanarak,

1-2t
(tb+(1-t)a)

f {tb+(aib—t)aJ

1

f
(1-t)

[f(@)+fb) abjﬂmd‘auba”
2 b-—a? x?

amg M[Ip m|dq [Iﬁb+ﬂi0afq

<aMb—®( 1 jij 1 1
2 (p+l) [g(tb+(2-t)a)" |t

f '(a)‘q +
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4. BULGULAR

Lemma 4.1 f:1 >R, 1°(l nin i¢i) iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir

fonksiyonve a,bel, a<b olsun. f"eL[a,b] ise

([ 2ab 21+1 A 2ab bi-b-a A
f ( j — +f( ] = |+ f (b)
a+b )| 2ab(a*-b*) a+b a+b )| a’b?(a-b)’ | b(b-a)

Ispat: Basitlik i¢in

1
2
'(|;tb+1t ) (tb+1t ]

J(1-t— /’t) ( ab j
dt
tb+ 1-t)a ) tb+(1-t)a

,\,\._u_.p

olsun.

olsun. Kismi integrasyon yardimiyla,

ab 1 1 a(b-x)

Br-0a  (orpna) @) e
I, :ﬁajtb(g— jz xf “(x)dx—b(bﬁ_a)T(b—x) f"(x)dx

2
elde edilir. Buradan, (E— j x=s, f "(X)dX =dt diyelim ve birinci integral i¢in kismi
X

integrasyon yapalim. Benzer sekilde b—x=S, f"(x)dx=dT diyelim ve ikinci
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integral i¢in kismi integrasyon yapalim. Dolayisiyla,

( 2abj 1 A ( 2abj 3a+b A
L =f - —f 5>+
a+b )| 2ab(a®-b*) a+b a+b )| 4a’b?(a-b)’ b(b-a)

A 2 ‘ii'b)f(x)
+b(b—a)f(b)+(a—b)3 &

elde edilir. Benzer sekilde

1

_[ Ja-t- i)f ( ab ]dt i¢in
1 tb+ 1— t ) tb+(1—t)a

2

_ab =X, L > dt = : dx ve a(b—x):t
tb+(1-t)a (tb+(1—t)a) ab(a-h) (b—a)x
diyelim, degisken doniisiimii yapalim. O halde
1-1 @ 2-1 & 1 %(b Y
lL=—r—— | xf"(xX)dX+—— b—x)f"(x)dX+——= —=1| xf "(x)dx
= ) 1000 s T e I [3-1] 0
a+b a+b atb

elde edilir. Birinci, ikinci ve tiglincii integraller i¢in kismi integrasyon yaparsak sonugta

| :f(Zabj 24-1 _+f(a) A

? a+b )| 2ab(a’ -b?) a’b(a-b)’

f(Zabj 4b/1—a—3b2 L2 I f(;()dx
a+b)| 4a’?(a-b)’ | (a-b) za X

a+h

bulunur. 1, ve 1, birlestirildiginde istenilen sonug elde edilmis olur. Dolayisiyla ispat

tamamlanmis olur.

Lemma 4.1 i kullanarak bir sonraki sonu¢lar kanitlanir.

Teorem 4.1 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevienebilir fonksiyon, a,bel,

a<b ve f"eL[a,b] olsun. Eger |f | —+1—1 p,d>1 i¢in harmonik h-konveks
P qQ

fonksiyon ise,
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2ab bli-b-a A
f[a+bJL2b2(a—b)2}b(b—a) f®)
A

a’b(a—b)’

f,(Zabj 2241 A |,
a+b 2ab(a2—b2) a+b
b
|

1 1
-1 L

<, e (@) | O ) e (| (@ | £ ()"

dir. Burada, sirastyla

t(t=2)h(t)

(tb+(1—t)a)3‘

(tb+(l t)a )‘
L(1-t)(1-t=2)[h(t)
';[ ‘tb+1 t) )‘

)(1-t- ﬂ)‘h(l—t)dt
‘tb+ (1-t) )‘

j
1
2

dir.

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Ispat: Lemma 4.1, Hlder esitsizligi ve |f "|q harmonik h -konveks fonksiyon olmasini

kullanarak
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2ab 22+1 2ab bi-b-a A
f (a+b [2ab a’ b2 Ca+ b} a+b { a’b?(a—b) }rb(b_a)f(b)
_a )2 2 3j’-f 3x
Ji e ae00-es) e
_l(t“(l—t)aff [tm(l—t)a)dt !(tb+(1-t)a)3 f [tb+(1t)ajdt‘
fiwen ) heneey f w
_'c[(tb+(1—t)a)3f [tb+(1—t)a]dt !(tb+(1—t)a) f [thr(lt)ajdt‘

IA

~t)(1-t-4

, b
o= } } [i

28




q

1 1

; H(l‘t)(l“‘ﬂ)‘dt PO ) e nao)f (o) o

q

1
1 e —

<a “(a|f"(a) + | T (0) )3 +a, a7 (2) +as | O]

sonucu elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1 Teorem 4.1 kosullar1 altinda, g=1 ise,

[ 2ab 24+1 Y 2ab)| bi-b-a A
f ( j — +f( j = |+ f (b)
a+b )| 2ab(a*-b*) a+b a+b )| a®b?(a-b)’ | b(b-a)

(@) +a| (b))

Burada a,,a,, a5, a; sirasiyla (4.2), (4.3), (4.4) ve (4.6) diir.

Teorem 4.1 de h(t)=t° alnirsa, ikinci gesit harmonik s-konveks fonksiyonlar igin

sonu¢ ¢ikarilir.

Sonu¢ 4.2 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b
ve f'e L[a,b] olsun. Eger |f "|q, >0 i¢in ikinci gesit harmonik s-konveks

fonksiyon ise,

29



2ab bi-b-a A
f(a+bJL2b2(a—b)2}b(b—a) f®)

L _f(a)+

( 2abj 24+1 A
f - +
a+b)| 2ab(a’-b?) a+b

b
_azb(a—b)z !

1 1

<a * (] (@) + | O )+ * (] f (@) + x| (0]
Buradae,, «,, sirasiyla (4.1) ve (4.4) da verilmistir ve sirastyla

1

2 ts
K=

0

t(t-4)
(tb+(1—t)a)3‘

dt

t(t—A)@2-ty it
(tb+(1—t)a)3‘

1
2
K=
0

. :j‘(l—t)(l—t—ﬂ,)gts it
1 (to+(2-t)a)]

dir.

4.7)

(4.8)

Teorem 4.2 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevienebilir fonksiyon, a,bel,

a<b ve f"eL[ab] olsun. Eger |f"[', q>0 icin birinci gesit harmonik s -konveks

fonksiyon ise,

f,(2abj 241 2|
a+b 2ab(a2—b2) a+b
b

A
) a’b(a—b)’ f(a)+ (b—a)’

1_1

Burada «,,a,,k; Ve k, sirasiyla (4.1), (4.4), (4.7) ve (4.8) de verilmistir.
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2ab bi-b-a A
(a+bj{a2b2(a—b)2]+b(b—a) F(b)

1

so . (Kl‘f ..(a)‘q +(0‘1 _Kl)‘f "(b)‘q )(11 +0‘i_é (Ks ‘f ..(a)‘q +(0‘4 _Ks)‘f "(b)‘q )a



Ispat: Lemma 4.1, kuvvet esitsizligi ve |f"|q birinci ¢esit harmonik s -konveks

fonksiyon olmasini kullanarak

2ab 24+1

A 2ab bl-b-a A

f'(m)[

2ab (a2

+f(a+bj{ 2}+b(b—a)f(b)

a’v’(a-b)

—N)_a+b}
!

IN

IN

ab

IN

=

f “[tb+(1—t)a

:

1 1 1

< 0‘1175 (Kl‘f ..(a)‘q +(0‘1 _Kl)‘f "(b)‘q )E +ai*a (Ks ‘f ..(a)‘q +(0‘4 _Ks)‘f "(b)‘q)q

dir. Boylece ispati tamamlamis olduk.

Teorem 4.1 de h(t)=1 olursa, harmonik P -fonksiyonlari i¢in sonug elde edilir.
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Sonu¢ 4.3 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel,

ve f'e L[a,b] olsun. Eger |f "|q,

a<b

g >0 i¢in harmonik P -fonksiyon ise,

2ab 2/L+1 A 2ab bi-b-a A
f ( j > |+ f(b)
a+b 2ab “a+b a+b a’b’(a-b) b(b-a)
A % f (%)
Zb(a b) 3:!: 3 dx
1
(\f ()" +| F( \) ra, (\f (a) +\f'-(b)r‘)q

Burada o, ve ¢, sirasiyla (4.1) ve (4.4) de verilmistir.

Teorem 4.1 de h(t)=t° olursa, ikinci gesit harmonik s-Godunova-Levin fonksiyonlar

icin sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.4 f:1 >R, 1°da ikin

ve f"eL[ab] olsun. Eger |f'[,

fonksiyon ise,

2ab 24+1 A

ci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b

>0 igin ikinci ¢esit harmonik s -Godunova-Levin
A

2ab bli-b-a

@)

A

a+b 2ab(a2

—bz)_a+b

f( j{ z}b(b_a)f(b)

a+b)| a*n’(a-b)

f(a)+

) a’b(a—b)’
1 .
<ol (4]t (@) + 4]1°(0)
Burada o, ve ¢, sirasiyla (4.1)

\tt ANt

(tb+(1-t)a )‘

A=

ttxl

(tb+(1-t)a )‘

I‘

Vrar (4] (a)

oo

o))

ve (4.4) da verilmistir ve sirastyla

IEZALN

(4.9)

t
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(1-t)(1-t-2)t

(to+(1-t)a)

dt

%=

Jy =

t (4.10)

N | P C—
—_
I
—_
~
~—~
I
—

|
N
>
—~~
[EEN

|
—
~
b

Q.

dir.

Teorem 4.3 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel,

a<bve f"e L[a,b] olsun. Eger |f "|q, g >0 igin birinci ¢esit harmonik s -Godunova-

2ab bi-b-a A
f[a+bJL2b2(a—b)2}b(b—a) f®)

Levin fonksiyon ise,

f,(Zabj 2241 A |,
a+b 2ab(a2—b2) a+b
b
|

_
a’b(a—b)’

1 Nt 1
<a (4] 0@ + |0 f et (1] (@) - 4| O) )
dir. Burada o,,a,, 4, ve A, swrasiyla (4.1), (4.4), (4.9) ve (4.10) da verilmistir ve

\tt/i\

dt
(tb+(1-t)a )‘(1—t5)

i=]

)(1-t-2)
tb+ 1-t)a )‘(1—t5)

1

*

%=
1
2

dir.

Ispat: Lemma 4.1, kuvvet esitsizligi ve | f "|q birinci ¢esit harmonik S -Godunova-Levin

fonksiyon olmasini kullanarak
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2ab bi-b-a A
() ] o

(Zabj 2441 A
a+b 2ab a’ b2 T a+b
b

p 2 tf(x)

_azb( b)Zf(a)+(b_a)3 N dx
<; t(t-1) ab L pA-t(-t-4) ab
_'([(tb+(1_t)a)3 [tb+(1—t)a]dt !(tb+(1—t)a) [“”(1—03} ‘
<§ (-2 ab L(1-t)(1-t—4) ab
_l(tb+(1_t)a)3f [tb+(l—t)a] t !(tb+(1—t)a)3 f (tb+(1—t)aj ‘
<; t(t—2)| [ t(t-4) o V|
) !(tb+(1—t)a)3 dt} i(tm(l—t)af (tm(l_t)a] ’

IA
7~ X\
O eV |
—
—~
—
|
Y
S
w
o
—
N—
N
FN
(=R U
—
—~
—
Y
>~
o3}
w
1
r—'-||_\
—~
>
o
—_—~
[EEN
[ I
—
N—
—
—~
O
N—
o
| |
o
—
N—
Q|

elde edilir.

Teorem 4.4 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevienebilir fonksiyon, a,bel,

a<b ve f"e L[a,b] olsun. Eger |f "|q, 1+1:1, p,q>1 icin harmonik h-konveks

P q

ise,
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2ab bi-b-a A
f(a+bJL2b2(a—b)2}b(b—a) f®)

A
—mf(a)+

f,(Zabj 2241 2 |,
a+b 2ab(a2—b2) a+b
b
!

1

1 1 1
<af (a|f"(a)f +au|f --(b)\‘*)q rap (%\ tr(@) +ay|f "(b)\“*)q

dir. Burada sirastyla

o = [ft(t-2)f at (4.12)

a, =!‘(1—t)(1—t—ﬁ)‘pdt (4.12)

R
Il

kS
Il

N | Sy N | ey
=
—~~
[N
|
~+
N—

dir.

ispat: Lemma 4.1, Hélder’in esitsizligini ve |f'|' harmonik h-konveks fonksiyon

olmasmi kullanarak,
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2ab bi-b-a A
() ] o

(Zabj 2441 A
a+b 2ab a’ b2 T a+b
b

<§ {(t-1) ab |ra-na-t-2) ab
_'([(tb+(1_t)a)3 [tb+(1—t)a]dt !(tm(l—t)a)3 f (tb+(1—t)aj ‘
< % 1\ (4 1 ab i

) z['t(t g dt} [! (tb+(1-t)a)” (tm(l_t)aJ dt}

o |~

1 ! "(a)' +h(1-t)|f ()|’ a
H (to+(1-t)a)” (PO @F -0l ) }dtJ

1 o1 L
<af (| f (@) +au|f (o) ) + o (| T ()] + 5] £(B) )

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4 de h(t)=t° olursa, ikinci ¢esit harmonik s -konveks fonksiyonlar: igin

sonug elde edilir.
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Sonu¢ 4.5 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b

ve f"el[ab] olsun. Eger |f "|q, l+1:1, p,g>1 i¢in ikinci g¢esit harmonik S -
P q

konveks fonksiyon ise,

2ab 24 +l A 2ab bi-b-a A
f > |+ f(b)
a+b 2ab " a+b a+b a’b’(a-b) b(b-a)
b

A f

b(a b)

3

1

1
<af (9t + 4|t (o) ) +a10(93\f () +8,f (o) |
dir. Burada o, a, sirasiyla (4.11), (4.12) de verilmistir ve

1
2
=]
0

S

dt,

(tb+(1-t)a )

1
2 5

%= o)
0

(to+(1-t)a)”

(tb+(1-t)a)”

93=j 3 dt
;

dir.

Teorem 45 f:1 —R, 1°da ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel,
n ~ "q 1 1 . . . . . . .

a<bve f'"e L[a,b] olsun. Eger |f | , —+—=1, p,q>1 i¢in birinci ¢esit harmonik
p

s -konveks fonksiyon ise,
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2ab 24+1 A bi-b-a

A

|

=)

_
a’b(a—b)’

a’h’(a-b)

2ab(a2—b2)_a+b]+
b
!

11
b)\“)q rap (9; f(a

dir. Burada o,,«, sirasiyla (4.11), (4.12) de verilmistir ve

1
<af (g1 (a) + %] t(

o

1
.T
0

dir.

ispat: Lemma 4.1, Holder’in esitsizligi ve |f'|" birinci gesit harmonik s -konveks

)

fonksiyon olmasii kullanarak,
24+1 A

L f(a)+

(

S

dt,

(tb+(1-t)a )
(1-t)
(to+(1-t)a)"

o
(tb+(1-t)a)™

dt,

dt,

bl-b-a

o))

]

b(b-a) f(b)

A

2abj
a+b

a’h*(a-b)

f I(:it;)}[%b(az—bz)_a+b}
!

a’b(a-b)

Jdt+
a

b(b-a) f(b)

ab

j
1
2

(to+(1-t)a)
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(1-t)(1-t- z)f"[

Jo
a

th+(1-t)




IA
O LN |
—~
~—*
o
+ —
/'\H —

|
— | >
N—
N—

—
/_-\\
—
o
+
—_

QO
= o
—
~
N

~—~

o

q
dt

“ f“(thr(ib—t)aJ

+
7\
N | - C—

—

H

|

—_

~

—~

I

—

|

~

=

o

o

—

N—,
o |~
7\

1 1 1 1
<af (1) + &t 0) |+t (] @) + %] () )

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4 de h(t) =1 olursa harmonik P -fonksiyonlar i¢in sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.6 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b

ve f"e L[a b] olsun. Eger |f | l+1—1 p,q>1 i¢in harmonik P -fonksiyon ise,

2ab 24A+1 A 2ab bi-b-a A
f ( j + f (b)
a+b 2ab a —b2 Ca+b a+b a’b’(a- b) b(b-a)
b

A
b(ab —)

1 1 1

<afes (@) +| )+ (@ |1
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dir. Burada o,,a, sirastyla (4.11), (4.12) de verilmistir ve

dir.

Teorem 4.4 de h(t) =t™° olursa, ikinci ¢esit harmonik s-Godunova-Levin fonksiyonlari

i¢cin sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.7 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel, a<b

ve f"elL[ab] olsun. Eger |f "|q, l+1:1, p,g>1 i¢in ikinci g¢esit harmonik S -
P qQ

Godunova-Levin fonksiyon ise

f,(Zab) 2241 A |,
a+b 2ab(a2—b2) a+b
b
|

2ab bli-b-a A
f(a+bJL2b2(a—b)2}b(b—a) o)
A

-—— f(a)+

a’b(a—b)’

1 1 1 1
<af (Ql‘f "(a)‘q +o,|f "(b)‘q)q +a) (gos‘f "(a)‘q +,|f "(b)‘q)q

dir. Burada o, o, sirasiyla (4.11), (4.12) de verilmistir ve

2 e
o= —dt (4.13)
0

by
5 _l (to+(1-t)a)” .

1 tfs
= _dt
" ! (tb+(1-t)a)" (4.14)
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dir.

Teorem 4.6 f:1 >R, 1°da ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyon, a,bel,

a<b ve f"eL[a,b] olsun. Eger |f "|q, l+1 =1, p,q>1 igin birinci ¢esit harmonik
p

s -Godunova-Levin fonksiyon ise
f,(Zabj 24+1 4 +f(2abj b/i—b—a2 N A £ (b)
a+b 2ab(a2—b2) a+b a+b )| a’*(a-b) b(b-a)
A

2 R (x)
_—azb(a—b)Zf(a)-i_(b_a)a}!\- 2 dx

1 ES 2
<af (a] (@) +oi|1ON |+ (o] (@) +0i] O )

dir. Burada o, o, ¢, Ve @, sirastyla (4.11), (4.12), (4.13) ve (4.14) da verilmistir ve

dt ,

1
2

. 1
. ! (tb+(1-t)a)™

(1-v)
1
(tb+(1-t)a)”

dt

(1-t)

N~ %
Il
N | P C—

dir.

Ispat: Lemma 4.1, Holder’in esitsizligi ve |f "|q birinci ¢esit harmonik s -Godunova-

Levin fonksiyon olmasin1 kullanarak,
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2ab bi-b-a A
f(a+bj{a2b2(a—b)2}b(b_a) f (b)

(Zabj 2441 A
a+b 2ab a’ b2 " a+b
b

a’b(a—b)’ (b-a)’y X’
<; t(t-1) ab +1(1—t)(1—t—i) ab
_'([(tb+(1_t)a)3 [tb+(1—t)a]dt !(tb+(1—t)a) [“”(1—03} ‘
< 2 t(t-a ab LpA-tE-t-2) ab
_l(tb+(1_t)a)3 [thr(l—t)a]dt g(tb+(1—t)a)3 f (tb+(1—t)aj ‘
< % P ’ % 1 ab "
) z['t(t g dt} [! (tb+(1-t)a)” (tm(l_t)aJ dt}

2

+
7\
N | - e

—_

H

'—c-

~

—~

|_\

r—c-

;)

D_

—

N—
o |-
/—\\

1 L L
<af (alf (@) +oi O ) +ab 0] (@) +oi|f (o) |

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Son boliimde ilk olarak harmonik h -konveks fonksiyon kavramini verdikten sonra bu

fonksiyon yardimiyla Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlik elde ettik.

Ayrica elde etmis oldugumuz bu sonuglar ¢esitli yollarla daha da genellestirilebilir.

Dolayisiyla bunlar a¢ik problemler olarak birakiyoruz.
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