Afyon Kocatepe Universitesi 7(1) Afyon Kocatepe University
FEN BILIMLERI DERGISI 245-258 JOURNAL OF SCIENCE

BiR KAPALI TIME-LIiKE REGLE YUZEYIN INTEGRAL
INVARYANTLARI ARASINDAKI BAZI BAGINTILAR

Cumali EKICI', Hakan OZTURK ?

" Eskisehir Osmangazi Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi Mat. B6l.,
ESKISEHIR.

? Afyon Kocatepe Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Mat. Bol.,
AFYON.

OZET

Bu caligmada, D,3 dual Lorentzian uzaymnda bir kapali time-like regle

ylizeyin bir dual integral invaryanti olan, dual a¢ilim ag¢is1 kullanilarak, bir
kapali time-like regle yiizeyin dogal egriligi, dogal burulmas: ve striksiyon
buiytikliikleri arasindaki bagintilar elde edilmistir. Bu bagintilarla ilgili bazi
sonuclar verilmistir.
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SOME RELATIONS BETWEEN THE INTEGRAL INVARIANTS
OF A CLOSED TIME-LIKE RULED SURFACE

ABSTRACT

In this paper, using the dual angle of pitch which is a dual integral invariant
of a closed time-like ruled surface in ,Dﬁ dual Lorentzian space, we

obtained some relations between the quantities of natural curvature, natural
torsion and striction of a closed time-like ruled surface. Some results are
given about these relations.
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1. GIRIS

Regle yiizeylerin geometrisi uzay kinematik ve konumsal mekanizma
calismalarinda onemli bir yer teskil etmektedir. [k olarak H. R. Miiller,

1951 yilindaki ¢aligmasinda bir kati cismin v, -yonlendirilmis dogrusu
yardimiyla iretilen bir v, -kapali regle yiizeyinin iki reel integral
invaryantini ele almistir [1]. Sonra bu integral invaryantlari kullanilarak
bunlar arasindaki bazi bagintilar bulunmustur ([2],[6]).

Daha sonra, bir v, -kapal regle yiizeyi igin dual integral invaryanti olan

dual acilim agis1 tammlanarak, bu dual agilim agisiyla reel integral
invaryantlar arasindaki bagimtilar bulunmustur ([2], [3]).

Bu calismalart takiben, Lorentzian i¢ ¢arpimi kullanilarak, R’ uzayinda
yaptlan bir¢ok tanim ve teoremler Rf Minkowski uzayinda tekrardan ele
almmustir ([4],[51,[9)).

[ste bu calismada, D13 dual uzayinda bir kapali time-like regle ylizeyin
integral invaryantlari arasindaki bazi bagintilar elde edilmistir.

R} = lR3 ,(+,+,~)J Minkowski ~ 3-uzaymi goz  Oniine  alalim.
xX= (x‘ 2 Xy, Xy ) eR’ ve y= (yl 2 Vs Vs ) € R® vektorlerinin Lorentzian ig
carpimi
<x9y> SNV T XY, XY,
seklinde tanimlanir. Boylece, Vx e R? vektorii igin

i) (x, x> >0 veya x =0 ise x ‘e space-like vektor,

i) <x, x> <0 ise x ‘e time-like vektor,

fif) <x, x> =0 ve x # 0 ise x ‘e null (light-like) vektor,

s 2 2 : s e
iv) /x] +X) <x, veya /x| +x; >x, ise x vektorine,

sirasiyla, future pointing veya past pointing denir [7].

Bu ¢alismamizdaki hesaplamalar dual Lorentzian uzayinda yapilacagindan
Lorentzian i¢ carpimi g6z oniine alarak Df uzayinda dual Lorentzian i¢
carpimini tammlayalim:

AKU-Fen Bilimleri Dergisi 7(1) 246 AKU-Journal of Science 7(1)



Bir Kapali Time Like Regle Yiizeyin [ntegral C. EKici, H. 6ZTURK

Tanim 1: X:x+5;,Y:y+8;,£2 =0 olmak tizere,

(X,¥) = (x, )+ el(x7) + (x.7))

seklindeki i¢ carpima dual Lorentzian i¢ carpimi denir [4].

Tamm2: X =x+éx e D; olsun. Eger x vektorii space-like ise X dual

vektorii de space-like, eger x vektorii time-like ise X dual vektorii de
time-like ve eger x vektorii null (light-like) ise X dual vektorii de bir null
vektor olur [4].

Lemma 1: x ve y, birer birim future pointing (past pointing) time-like
vektorler olsun. O halde,

<x, y> =—chg

dir. Burada ¢, x ve y time-like vektorleri arasindaki hiperbolik agidir [9].

Tamm 3: X,Y €D, olsun. X ve Y dual vektérlerinin Lorentzian dis

carpimt £, = e, +¢e, i =1,2,3 olmak tizere

_El _Ez E3
XAY=X, X, X,
oy n

seklindedir.Burada X =(X,X,,X;), Y =(1,,,,13),E, AE, =E,,
E,NE,=-FE , E, NE =—E, dir. Ayrica, saat yoniiniin tersi pozitif

yon olarak (sag el kurali) alinmistir.

Teorem 1 (Study Doniisiimii): R13 ‘tin space-like (time-like) yonli
dogrulart ile x*> =1 ve <x, ;> =0 olacak sekilde (a,a) siralt vektor ¢ifti

arasinda birebir karsilik vardir [4].

Dﬁ ‘de dual Lorentzian ve dual hiperbolik birim kiireler sirasiyla asagidaki
sekilde tanimlanir:

S?={X=x+exeD} (X.X)=1:x,xeR}}
H? = {X:x—x--g}e D} (X, X)=-1: x,geRf}
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Teorem 1 ’den dolay1 Df dual Lorentzian uzayinda yonlendirilmis space-
like dogrular ile dual Lorentzian birim kiire tizerindeki noktalarin birebir

karsilik geldigini soyleyebiliriz [9].

u ve Vv parametresine bagh Sl2 dual Lorentzian kiiresi tizerindeki bir
X =x+ex vektori dual birim space-like vektor ise

A(u,v) = x(u,v) + gg(u,v)

denklemi Df dual Lorentzian uzayinda tretegleri birim dual space-like
vektorler olan bir space-like kongriians belirtir.

Tanim 4: R, dual bilesenli matris olsun. Eger,

1 0 0
R =SR'S ve S=/01 0
0 0 -1

ise R ’ye dual Lorentzian ortogonal matris denir. Burada, S ,Df “de isaret
matrisidir [4].

2. D’DE KAPALI DUAL HIPERBOLIK KURESEL
HAREKETLER

Sabit bir O merkezli dual hiperbolik kiire K' ve ayni merkezli hareketli

dual hiperbolik kiire de K olsun. Sabit bir O noktasi igin bir tek K/K'
dual hareketi tanimlar. A

V. Av.,v,V,} ve E:{E,,E,,E,} sistemleri;

4 E,
v=\v,| , E=|E,
V3 E3

seklinde tammlanan ve K,K' dual hiperbolik kiirelerine yerlestirilmis ve

sag el kuralma uyan birim vektor sistemleri olsun. Bu dual ortonormal
sistemler arasindaki bagintiy1

V =RE

seklinde yazabiliriz. Burada R, dual ortogonal matristir. Bu matrisin R,.j

bilesenleri ¢ parametresine bagh R = R(f) seklinde fonksiyonlardir. Bu
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fonksiyonlari 1-parametreli hareket i¢in kullanacagiz. Bu sistemde V|,V

E, ve E, space-like dual vektérler, V; ve Ej ise D; de birer time-like

dual vektdrler olarak alinmistir.

Diger taraftan, J : {Vl,Vz,Vz}hareketli catisinin tiirev denklemlerinin
matris formu
dK O QIZ Ql3 I/l
v, |=1-Q, 0 Q. |V,
dV3 Ql3 Q23 0 V3
bi¢cimde yazilabilir. Boylece,
y =QuV -QuV, -Q,V,

ifadesiyle bir dual 7 vektoriinii tanimlayabiliriz.

Burada, Q,,,Q; ve Q,,; € matrisinin sifirdan farkli bilegenleridir ve

w,K /K" dual hareketin ani dual Pfaffian vektorii olarak adlandimlir.

Pfaffian vektorti dual hiperbolik kiire {izerinde bir parametreli dual hareketi
ani bir s noktasinda uzay egrilerinin diferensiyel geometrisinde bulunan
Darboux vektoriiyle ayni rolii oynar. Yani;

av.=w AV, , i=1273
esitligini yazabiliriz.

Tanmm 5: y, K/K' dual hiperbolik kiiresel hareket boyunca bir dual
Pfaffian vekt6r olsun. O halde,

D= (j‘W = CJ.(QBVl Q0 _leV): d+ed
(1)
seklinde tamimlanan D dual vektérine K /K' dual hiperbolik kiiresel
hareketin Stenier vektorii denir [4].

Tamim 6: ¢ hiperbolik dual agilarin toplam degisimi, V,(¢) kapali time-
like regle ylizeyin hiperbolik dual agilim agisi olarak tanimlanir ve

Ay = de¢

ile gosterilir. Buradaki integral, dual egrisel (¢izgisel) integraldir [4].
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Teorem 2: K/K' kapali hareketi esnasinda {VszaVz} ortonormal
sistemde sabitlestirilmis olan V, dual space-like vektorii kapali bir time-
like regle yiizeyi ¢izer. Bu V| kapali time-like regle yiizeyin dual agilim
agist

Ay, = ~(D,V,)

dir. Burada D, K/ K' hareketinin dual Steiner vektoriidiir [4].

Teorem 3: V, =V,(¢) kapali time-like regle yiizeyinin bir dual integral
invaryanti olan /\V1 dual acilim agis1, reel integral invaryantlari cinsinden
Ay, = A, + gl‘,|

seklinde ifade edilir [4].

Teorem 4: HO2 de bir reel hiperbolik kiire ve (0(*) egrisi de v, -kapal
time-like regle yiizeyin hiperbolik kiiresel egrisi olsun. O zaman, v, -kapali
time-like regle yiizeyi ile reel hiperbolik kiiresel alan  a, arasinda
asagidaki bagintt vardir.

A, =a, =2

vy

K' sabit birim dual hiperbolik kiiresi iizerinde diferensiyellenebilir bir

(0[) egrisi secelim. K hareketli hiperbolik kiiresinin bir biiyiik dairesi
g

{izerinde tesbit ettigimiz Z: sbt uzunluklu V|V, dual yay pargasini sabit

tuttugumuza gére bu hareket yalniz baslangigta K' kiiresinde () egrisine

bagli olacaktir.

3. INTEGRAL INVARYANTLAR ILE ILGILI BAZI SONUCLAR

K /K' dual hiperbolik kiiresel hareketin ¢izgiler uzayindaki kargiligi olan

H / H'hareketini ele alalim.

Y =sbt dual yay parcasinin V, ve V. ug¢ noktalarmin (c) egrisi
iizerinde hareketine, ¢izgiler uzayinda bir L dik hiperbolik space-like
dogru kongriiansinin (iki parametreli dogru ailesi) v, -kapal time-like regle
yiizeyi iizerindeki kapali hareketi karsilik gelir. Bu space-like kongriiansin
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odak ¢izgisi, v, -kapali time-like regle ylizeyinin v, ve \Vzl— anadogrularina,

F ve F noktalarmda diktir.

m

> = sbt uzunluklu VIVI dual yay1 lizerinde segtigimiz X dual noktasina,
bu space-like kongriiansin odak ¢izgisine dik bir x-151m1 karsilik gelir.

Oyleki; V, ve V, -dual vektorleri arasinda X =2, +X, dual agist sabit
se¢ildigi igin x -15m1 v, anadogrusu ile &, reel agisini yapar ve ondan é:
uzaklhigindadir. Benzer olarak, ;; anadogrusu ile @, reel agisini yapar ve
ondan 9_2 uzakligmdadir. O halde, space-like dogru kongriiansinin bir X
space-like dogrusu X, =6, + 829_1 ve X2, =0, + 86’—2 sabit dual agilarina
sahiptir. Burada v, -kapal1 time-like regle yiizeyinin tiretegleri sirasiyla v,

;/T ve 2 dual agilaridir.

Herhangi bir X = X (¢) kapali time-like regle ylizeyin dual agilim agisi,
Ay =—(D,X) 2)
dir. (1) ve (2) esitliklerinden
=—(rdo, -v.{o, -r.dQ, , 2 ¥, +sh ;)

~(ch2lc§Q23 +shz]<jﬂm) (3)
elde edilir. Benzer olarak v, ve E time-like regle ylizeyleri i¢in
A, =—=(D,V,)
= _(jQ B 4)

ve

A, <D
y

=
={en

)

V
9 -V, 40 -V, 40, . chl(E, +3, ), + sh(EZ, + 2, ;)
h(z,

+3, 02, +sh(E, +2,){0,) 5)
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bulunur. Burada v, ve q dual noktalari, ayni kapali («) egrisini K/K'
dual kapali hareketi boyunca bir parametre farkla ¢izerler. Bundan dolay:

Vi in dual a¢ihm agisiyla, ¥, ’in dual ag¢ilim agismi aym gibi
diistinebiliriz.

(4) esitligi (3) ile (5) de yerine yazilirsa

Ay =chZ A, —sh Q,

Ay =ch(Z, +Z)A, —sh(Z, +2,){Q,

"

bulunur. Burada Cj.Qu ifadesinin yokedilmesiyle,

Ay [eh(z, +2,)-1
Ay =A,chZ, - lehC, +2) ]shzl
' ‘ sh(Z, +2,)
_A Sh(Z, +2,)chE, —shZ ch(Z, +Z,)+sh(Z, +X,)
" sh(Z, +2,)

A
elde edilir. Burada — orani,
. ;

Ay  sShZ +shX,

A, sh(Z +X,)

dir [5]. Bu oranin reel ve dual kisimlarina ayrilmasiyla,
ANy shO +sh0O,

Ay, sh(6, +6,)

. {(H—lch 0, +0,cho), )sh(e21 +0,)-(0,- 0, kn(o, + 0, )} ©
sh* (6, +0)

“bulunur. (6) ifadesinin reel ve dual kisimlariin esitliginden,

sho, + sho, (1-ch(6, +6,)\0,5h6, + O,5h6,)
=g | SHGrsht ) o : %)
'\ sh(6, +6,) ! sh*(6, +6,)

bagintis1 elde edilir.

(6) ve (7) ifadelerinin kullanilmasiyla agagidaki sonuglar1 verebiliriz.
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Sonug¢ 1: a, vea, , (x) ve(v,)-kapali time-like regle yiizeylerinin kiiresel

gostergeleri ile sinirh kiiresel alanlar olmak iizere,

A, _a,=2r  shO +sho,

z a, —2m  sh(6,+0,) ©
orani sabittir, yani; bunlar hareketten bagimsizdir [5].
(8) ifadesinde O, = 6, alirsak,
A, 1
A, B ch@,
esitligini yazabiliriz.
Sonuc 2: (x) ve (v,) -kapali time-like regle yiizeyleri igin
L L, a2 ((1 — ch(0, + 0, )\O,5h 0, + O,5h 0, )) o)
A, A, a,-2x sh*(8, +6,)

bagintisi saglanir.

Sonug 3: (9) ifadesinde 6zel olarak 6, = 8, alirsak, (x) ve (v,) -kapali time-
like regle ytizeyleri i¢in
1 6,+6,
I = I, -2, (—1——321,‘}“91 (10)
chg, | " ‘ 2

bagmntist saglanir.

Bu 6zel duruma ilave olarak (x) ve (v,)-kapali time-like regle yiizeyleri
agilabilir iseler o halde (x) ve (v,)-kapali time-like regle yiizeylerinin
acilim  uzunluklari, sirasiyla, bu yiizeylerin = striksiyon ¢izgilerinin
uzunluklarma esittir. (x) ve (v,)-kapali time-like regle yiizeylerinin
striksiyon gizgilerinin uzunluklart b, veb, olmak iizere,

A a, —2rx _L b+ (a, =27)(6, +6,)th0, _ 1 an
A, a,=2m b, |~ 2ch0, chb,

Vi

sonucunu verebiliriz.
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4. EGRILIK, BURULMA VE STRIKSiYON BUYUKLUKLERI
ARASINDAKI BAZI SONUCLAR

1-parametreli K /K" dual hiperbolik kiiresel kapali hareketinde, hareketli
dual ortonormal sistemini 6zel olarak,

A
i)

olmak tizere V|,V space-like ve V; time-like dual birim vektorler olacak

Vi=Vis) . 7 Vi =Vi(s) AV,(s)

sekilde secelim. Bu dual harekette, V|, dual birim vektoriiniin kiire

lizerinde c¢izdigi, s € R parametresine gore diferensiyellenebilir kapali
egriye, ¢izgiler uzayinda v, -yonlii dogrusunun ¢izdigi (v,)-kapali time-
like regle yiizeyi karsilik gelir.

- o

Diger taraftan V,, V,, V, birim dual vektorlerinin, ¢izgiler uzayimdaki E-

- - -

Study resmi olan v,,v,,v, -y6nlii dogrular1 (v,)-kapali time-like regle
ylizeyin striksiyon noktasinda kesisirler. v,,v,-yonlii dogrulant kapali

time-like regle yiizeyinin striksiyon noktasindaki, sirasiyla, normal ve teget
dogrularidir.

{K,VQ,V3} dual ortonormal sisteminin tiirev denklemleri (E. Cartan),

s € R parametresi, (v,)-kapali time-like regle ylizeyinin striksiyon
¢izgisinin yay parametresi olmak {izere,

v 0 « 0|7
V,l=|-x 0 =T\|V, (12)
v, 0O -7 0|V

ds
matris formuyla verilebilir. Burada, x = k + ck ve T =1+ ¢t "dir.

b=>b(s), (v,)-kapal time-like regle yiizeyinin striksiyon gizgisi olsun.
Bu striksiyon g¢izgisinin tegeti ile v, birim dual time-like vektori

arasindaki hiperbolik a¢1 o olmak {izere

—c&:Sho*v1 +chov, (13)
ds
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esitligini (v,,v,) diizleminde yazabiliriz. Burada, striksiyon ¢izgisinin
tegeti birim dual time-like vektdr olarak almmistir. (12) ve (13)
denklemleri K /K' 1-parametreli dual hiperbolik kiiresel harekete ¢izgiler
uzayinda karsilik gelen H /H' hareketini tek tiirlii olarak belirtirler. Bu
denklemlerde karsilastigimiz «,7,o biyiklikleri, (v,)-kapali time-like
regle ylizeyinin bir invaryant sistemidir. Bu bilyiikliiklere, sirasiyla, (v,)-

kapali time-like regle yiizeyinin dogal egriligi, dogal burulmasi ve
striksiyonu denir.

o hiperbolik agisimnin sifira yaklagmast durumunda (v,)-kapali time-like
regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi sirt egrisine déniismiis olur. Bu da bir
time-like regle yiizeyinin agilabilir bir yiizey olmasmm karakterize eder. O
halde & — 0 olmast durumunda «,7 biyiikliikkleri bir uzay egrisi (sirt
egrisi) ‘nin egriligi ve burulmasi olmaktadir.

(v,)-kapali time-like regle ylizeyinin agihm uzunlugu ve acilim acist
tanimlart gézoniine alinirsa

1, ={(ab,v,)ds
= q‘<shavl +ch0v2,vl>ds
= c.fshcrds

ve

A, =ddo = {{dv,,dv,)
= 4<—Kv1 —Tv3,v3>ds
:chds

bulunur. Boylece (v,)-kapali time-like regle yiizeyinin dual acilim agisin
dogal burulma ve striksiyon cinsinden

A, :CJ‘TU'S-I—ECJAS//IO'OIIS (14)

dir. O halde asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5: Bir (v,)-kapali time-like regle yiizeyin toplam dogal burulmas:

Cj T ds ve striksiyon cizilme hizinin anadogru iizerindeki toplam izdiigtimii
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CJ shods olmak iizere, (v,)-kapal time-like regle yiizeyinin dual acilim

agisini
Ay = (j.Tds + 8cj.sh0'ds
seklinde ifade edebiliriz.

”a’AzA,,I =a, +ea (v,)-kapali time-like regle yiizeyin kiiresel

gostergesinin kiiresel alani olmak iizere dual birim kiirenin Gauss-Bonnet
formiiltinden

[Jang L)y 5

]
seklinde yazilir [S]. Burada d4 = dU.dV dual birim kiire {izerinde
dual alan elementidir. O halde,

AV, = ff(— Q. )ds
e (];mi%”)ds (15)
1

olacagindan
[Jaa-n, 27 =0

yazilir. Boylece asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 6: (v,)-kapal time-like regle yiizeyinin dual acilim agis1

A, = A, —2rx (16)
olarak ylizeyin dual kiiresel resminin dual kiiresel alanina karsilik gelir.
(16) ifadesini reel ve dual kisimlarina ayirirsak
A, =a, =2 , 1

vy

= avl

yazilir. Diger taraftan U = u + EJ‘ kidu ve V=v+ SI ko dv seklinde
0 0

tanimli dual parametreler olmak iizere
dA = da+ elk + k2 )da
esitligi yazilabilir. Bu esitligin iki katl integrali alinirsa,

4y, =a, +2 [[k'da
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Y .
bulunur. Burada k :Kl—z) ifadesine V,, (u,v)-space-like dogru
2 1

kongriansinin ortalama dagilma parametresi denir.

Buna gore V,, (u,v) -space-like dogru kongriiansmin ortalama dagilma

parametresidir ve (v,)-kapali time-like regle ylizeyinin ag¢ilim uzunlugu
arasinda

, =2 ][k da

bagintisi vardir.

V,(s) birim dual vektorii, birim dual kiire yiizeyinin dig normali olmak
tizere V,(s) dual kapali egrisinin dual geodezik egriligi,

G, e, =
1

ile verilir. (15) ve (17) denklemlerinden asagidaki teoremi verebiliriz.

(7

Teorem 7: (v, )-kapali time-like regle yiizeyinin dual agilim ag1s1, ylizeyin
kiiresel gostergesinin toplam dual geodezik egriligine esittir. Yani;
A, =~<1’GV] ds (18)

dir [5]. (18) ifadesinin reel ve dual kisimlarmin ayrilmasiyla asagidaki
sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 4: (v )-kapali time-like regle yizeyinin A4,./,,g,ve a,
invaryantlari arasinda agagidaki bagintilar saglanir.

i 4, = —4g‘,l ds iii. cj.gvl ds=2r-a,
i. 7, :—{gvlds iv. cf‘gv, ds = -2 [[ k" da (19)

Bu ifadeler, (v,)-kapali time-like regle ylzeyinin reel integral
invaryantlarinin geometrik yorumlaridir. Ozellikle, (19) ifadesinin (iii)
sikki geodezik egrilik ile kiiresel kapali egrinin alani arasindaki iliskiyi
gosteren dnemli bir formiildiir.
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