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SIMGELER DiZiNi

Simgeler
y R halkasinin bir endomorfizmast
_ R nin bir y endomorfizmasinin R nin bir genislemesine
14 genisletilmisi
D R halkasinin Dorroh genislemesi
I, n X n tipindeki birim matris
Ig R halkasinin birim endomorfizmasi
rMpg R — R bimodiilii
M, (R) R tizerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin halkasi
R4 Bir A kiimesinden R halkasina tiim fonksiyonlarin kiimesi
R[x] R tuzerindeki polinomlar halkasi
R[x;x™1] R iizerindeki Laurent polinomlar halkasi
R[x;v] R nin skew polinom halkas1
T(R,M) R halkasimin M modiilii ile agikar genislemesi
UTM,(R) R tizerindeki n X n tipindeki iist tiggensel matrislerin halkasi
(x™) R[x] halkasinin x™ tarafindan iiretilen ideali




1. GIRIS

R bir halka olmak iizere, eger R degismeli bir halka ise bu durumda a,b € R igin
ab = 0 olmasi agik olarak ba = 0 olmasmi gerektirir. Bununla birlikte degismeli
olmayan bircok halkada da bu o6zelligin saglandig1 fark edilmistir. Bu 6zellige sahip
halkalar ilk defa Habeb (1990) tarafindan c¢alisilmistir. Daha sonra, bu halka siniflar1 ile
ilgili bircok ilging sonuglar elde eden Cohn (1999), bu halka smiflarina terslenebilir
(reversible) halka ismini vermistir. Daha sonralart bu halka smiflar1 bu isim ile
calisilmistir. Yani R bir halka olmak tizere a, b € R i¢in,;
ab=0=ba=0

oluyorsa, bu durumda R halkasina terslenebilir halka denir. Bu 6zellige sahip halkalar
halka teoride pek fazla 6neme sahiptir. Yakin zamanlarda birgok matematik¢i bu halka

smiflarinin gesitli genellestirmelerini yaparak teoriye katkida bulunmuslardir.

Calismamizin detaylarina gegmeden Once terslenebilir halkalarla ilgili bu giine kadar
yapilan ¢aligmalar hakkinda bazi bilgileri verelim. Eger bir R halkasinin sifirdan farkl
iistel sifir (nilpotent) eleman1 yoksa veya denk olarak a € R icin a? = 0 olmasi
a = 0 olmasini gerektiriyorsa, bu durumda R ye inmis (reduced) halka denir. Her tamlik
bolgesinin inmis bir halka oldugu aciktir. Ayrica inmis halkalarin sinifinin terslenebilir
halkalarin smifim kapsadigi bilinmektedir. Diger taraftan, her degismeli halkanin
terslenebilir oldugu da agiktir. Inmis halkalarin siifinin diger bir genellestirilmesi
Armendariz halkalardir. Rege ve Chhawchharia (1997) da Armendariz halka tanimini su
sekilde vermislerdir. R[x]; R tizerindeki polinomlarin halkasi olmak {izere
p(x) =ay+a;x + -+ a,x", q(x) = by + byx + -+ b, x™ € R[x]

polinomlar1 igin p(x)q(x) =0 iken, her 0 <i<n ve 0<j<m icin a;bj =0
oluyorsa, bu durumda R halkas1 Armendariz halka olarak adlandirilmistir. Bu 6zelligi
saglayan halkalara Armendariz halka denilmesinin sebebi; inmis bir halkanin bu 6zelligi
sagladigini 1974 de gosteren kisinin E.P. Armendariz olmasidir. Halkalarin
Armendarizlik 6zelligi {izerine birgok makale yazilmistir. Bunlardan bazilar
Armendariz (1974), Hong vd. (2003, 2005, 2006) ve Kim ve Lee (2000) tarafindan

yapilan ¢alismalardir.



R bir halka ve y, R nin bir endomorfizmasi olmak tiizere R halkasindan katsayili
polinomlarin kiimesi, polinomlarda bilinen toplama islemi ve herhangi bir a € R i¢in
xa = y(a)x ile tanimlanan yeni ¢arpma islemi ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya
endomorfizma tipinin Ore genislemesi (ya da Skew polinom halkasi ) denir ve R[x;y]
ile gosterilir. Krempa (1996) da ¥, R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere a € R
i¢in,
ay(aA)=0=a=0

oluyorsa, bu durumda y yi1 kati (rigid) endomorfizma olarak adlandirmistir. Daha sonra
Hong vd. (2003) bir R halkasinin kati bir y endomorfizmasinin var olmasi durumunda
R yi y —kat1 (y —rigid) halka olarak adlandirmiglardir. Kolayca goriilebilir ki; I, R nin
birim endomorfizmasi olmak tizere R halkasinin inmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
R nin Iz —kat1 olmasidir. Bir R halkasinin herhangi bir kati endomorfizmasi bir
monomorfizmadir. Hong vd. (2000) de y —kati halkalarin inmis halka oldugunu

ispatlamiglardir.

Terslenebilir halkalarin genellestirmeleri iizerine olan calismalar Baser vd. (2009)
tarafindan devam ettirilmistir. Bu ¢alismada y bir R halkasinin bir endomorfizmasi
olmak tiizere y —terslenebilir halka tanimi verilmis ve bu halka siniflarinin 6zellikleri

calisilmistir.

Su ana kadar verilen bilgilerin 15181 altinda bu calismada Baser ve Kwak (2010)
tarafindan yapilan ¢alisma referans alinarak bir R halkasinin bir y —endomorfizmasi
icin kuvvetli y —terslenebilir halka tanimi verilecektir. Bu halka smiflarinin bazi

karekterizasyonlar1 yapilacak ve diger halka siniflari ile iliskisi arastirilacaktir.

Calismamiz boyunca R birimli bir halka ve aksi sdylenmedikce de y, R nin sifirdan ve

birimden farkli bir endomorfizmasi olacaktir.

Calismamizin ikinci bdliimiinde, sonraki boliimde kullanacagimiz bazi temel tanim ve
teoremlerle birlikte polinom halklari, matris halkalar1 gibi bazi 6zel halka smiflari

verilecektir.



Uciincii boliimde Baser ve Kwak (2010) tarafindan yapilan ¢alismadan yararlanarak
kuvvetli y —terslenebilir halkalar karakterize edilecek ve bu halka siiflarinin bazi

temel Ozellikleri incelenecektir.

Diger taraftan kuvvetli y —terslenebilir halkalarin bazi genislemelerinin hangi sartlar

altinda y —kuvvetli terslenebilir olduklar aragtirilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde c¢alismamiz i¢in gerekli olan halka teorisinin bazi temel kavramlar1 ve

sonraki boliimlerde ihtiya¢ duyacagimiz bazi halka siniflar1 verilecektir.

2.1 Halkalar ve Halka Homomorfizmalari
Tamim 2.1.1 R bostan farkli bir kiime ve R tizerinde, iki ikili iglem " + " toplama ve "."
carpma olsun. Eger;

(1) (R,+) bir degismeli grup,

(ii) Her a,b,c € R i¢in (ab)c = a(bc),

(iii) Her a,b,c € Rigina(b + ¢) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc

oluyorsa, bu durumda R ye bu ikili islemlerle birlikte bir halka denir.

R bir halka olmak {izere eger, her a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa R ye degismeli halka
denir. Eger her a € R i¢in ali = 1za = a olacak sekilde bir 1z € R varsa, bu durumda
R ye birimli bir halka ve 1; elemanina da halkanin birimi denir. Bir halkanin toplama
islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifir1 denir ve Og veya herhangi bir karigikliga

sebep olmazsa 0 ile gosterilir.

Onerme 2.1.2 R bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
(i) Hera € R igin 0Oa = a0 = 0 dur.
(ii) Hera,b € R i¢in (—a)b = a(—b) = —(ab) dir.
(iii) Her a, b € R igin (—a)(—b) = ab dir.
(iv) Her n € Z ve her a, b € R i¢in (na)b = a(nb) = n(ab) dir.
(v) Hera;, b; € Rigin (X2 a)) (Xjy by) = iz Xj=, a;b; dir.

Tamim 2.1.3 R bir halka ve 0 # a € R olsun. Eger ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde bir
0 # b € R varsa, bu durumda a ya bir sol (sag) sifir bélen denir. Hem sag hem de sol

sifir bolen olan bir elemana halkanin bir sifir béleni denir.



Tanim 2.1.4 0 # 1 birim elemanina sahip de8ismeli bir R halkasinin higbir sifir
boleni yoksa bu R halkasina bir tamlik bolgesi denir. 0 # 1z birim elemanina sahip
degismeli bir R halkasinin sifirdan farkli her elemani tersinir ise, bu durumda

R halkasina bir cisim denir.

Tamim 2.1.5 R ile S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger, her a, b € R igin
fla+b)=f(a)+f(b) ve f(ab) = f(a)f(b)

oluyorsa, bu durumda f ye bir halka homomorfizmas: denir. f:R — S bir halka
homomorfizmasi olmak tizere eger, f birebir ise, bu durumda f ye bir monomorfizma,
orten ise, bu durumda f ye bir epimorfizma denir. Eger bir f:R — S halka
homomorfizmasi hem birebir hem de orten ise, bu durumda f ye bir izomorfizma ve
R ile S halkalarma da izomorf halkalar denir. Bu durum R = S ile gosterilir. Bir
f:R = R homomorfizmasina R halkasinin bir endomorfizmas: denir. Bir f:R —- R

izomorfizmayada R halkasinin bir otomorfizmast denir.

Ornek 2.1.6 R bir halka olmak iizere
0:R > R,0(a) =0 ve Iz:R—>R,Izx(a) =a
seklinde tanimlanan fonksiyonlar R halkasinin endomorfizmalaridir. Bunlara sirasiyla

R nin sifir endomorfizmasi Ve birim endomorfizmas: adi verilir.

Uyari 2.1.7 y:R — S bir halka homomorfizmasi olmak tizere y(0z) = Og dir. Bununla
beraber R ile S birimli halkalar ise y(1z) = 15 olmak zorunda degildir. Gergekten
VZ->Z®Z, y(a)=(a0) seklinde tanimlanan fonksiyon bir halka
homomorfizmasidir. Fakat y(1) = (1,0) # (1,1) dir. Bununla beraber eger y:R = S

orten bir halka homomorfizmasi ise, bu durumda y(1z) = 15 olur.

Onerme 2.1.8 R,S,T ii¢ halka, y:R — S, $:S — T halka homomorfizmalar1 olmak
tizere o y: R — T bileske fonksiyonu da bir halka homomorfizmasidir. Eger y:R —» R
bir homomorfizma ise, bu durumda y o y = y2 hatta daha genel olarak i > 1 bir tamsay1

olmak iizere, y* = y o y o ...o y seklinde gosterilir.

i tane



Tamim 2.1.9 R bir halka a € R olmak iizere eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal

sayis1 varsa, bu durumda a Yya iistel sifir (nilpotent) eleman denir.

Tamm 2.1.10 Bir R halkasmin a? = a 6zelligini saglayan bir a elemanina eskare

(idempotent) eleman denir. Birimli bir halkada 0 ve 15 eskare elemanlardir.

Tanim 2.1.11 R bir halka olmak tizere
M(R) = {m € R | Herr € R icin mr = rm}

kiimesine R halkasinin merkezi denir.

2.2 Alt halkalar, idealler ve Boliim Halkalar:

Tamim 2.2.1 R bir halka ve @ # S c R olmak tizere S kiimesi R de tanimli toplama ve
carpma islemlerine goére kapali olsun. Eger S, R deki islemlere gore kendi basina bir
halka ise, bu durumda S ye R nin bir alz halkas: denir. I; R nin bir alt halkas1 olmak
lizere, eger her r € R ve her x € [ i¢in rx € I oluyorsa, bu durumda I ya R nin bir sol
ideali, xr € I oluyorsa, bu durumda da I ya R nin bir sag ideali denir. Eger I hem bir

sol hem de bir sag ideal ise, bu durumda I ya R nin bir ideali denir.

Ornek 2.2.2 R bir halka olmak iizere {0} ve R, R nin idealleridir.

R bir halka olmak tizere A4, A,, ..., A,,, R nin bostan farkli alt kiimeleri olsun.
A +A,+ -+ A, ={a, +a, +-+a,|a; €A, i=12,..,n}
seklinde gosterilir. Eger A ve B, R nin bostan farkl: alt kiimeleri ise bu durumda,
AB = {a,b; + -+ a,b,| a; € A, b; € B, n € N*}
seklinde gosterilir. Eger A = {a} ise, bu durumda AB yerine aB yazilir. Eger B kiimesi

toplama islemine gore kapali ise, bu durumda aB = {ab| b € B} olur.

Ornek 2.2.3 R bir halka ve a de R de bir merkezil eskare eleman olmak iizere

1z — a da bir merkezil eskaredir. Ayrica aR ve (1 — a)R kiimeleri R nin idealleridir.



R bir halka ve | da R nin bir ideali olmak tizere R/I = {a + I| a € R} kiimesi,
(@+D+B+D=(a+b)+1
seklinde tanimlanan toplama igslemine gore degismeli gruptur. R / ; degismeli grubu,

(a+ Db+ =ab+1
ikili islemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R nin [ ya gore boliim halkas: denir.

R degismeli ise X/, ninda degismeli ve R birimli ise &/, da birimlidir.
2.3 Matris Halkalar1 ve Polinom Halkalari

Bir R halkasimi kullanarak yeni halkalar elde etmek miimkiindiir. Bu bdliimde

calismamiz boyunca kullanacagimiz bu yeni halkalar1 verecegiz.

Tamm 2.3.1 R birimli bir halka ve x bir bilinmeyen olmak tizere;
ag+ a;x + a,x? + -+ a,x™ (n € N*)
seklindeki bir formal toplama R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tim
polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir. Yani;
R[x] = {ao + a;x + ayx? + - + a,x™| n € N*, a; € R}
seklindedir.

n

() = ) axl,  qG) =) bl €R[x]
. £

=0
olmak iizere, bu iki polinomun toplami ve ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir. n ve m

tamsayilarindan biiyiik olanini k ile gosterirsek;

k
p() +4(0) = ) (artb)x!
i=0

seklinde tanimlanir.
l
= Z aj bl—j
j=0
olmak iizere,

m+n

p(x)q(x) = Z cpx!

=0



seklinde tanimlanir. ¢; katsayilar1 daha agik bir ifadeyle;

¢, = agbh; +a by_4 +ayb;_, + -+ a;_,b, +a;_1by + a;by
seklindedir. Yukarida tanimlanan ikili islemlere gore R[x] kiimesi bir halkadir. Bu
halkaya R tzerindeki polinomlarin halkast veya R den katsayili polinomlarin halkasi

denir.

Tamm 2.3.2 R bir halka olmak iizere;

n

Rlx;x71] = {z a;x‘| a; € R (k ve n negatif olabilir)
i=k

kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir. Bu

halkaya R den katsayili Laurent polinomlarinin halkas: ad1 verilir.

Tanmm 2.3.3 R bir halka ve y, R nin bir endomorfizmasi olsun. (R[x], +) degismeli
grubunu goz Oniine alalm R[x] de yeni carpma islemini sdyle tamimlayalim. iki
polinom ¢arpilirken r € R igin xr = y(r)x yazalim. Bu ¢arpma islemi ile birlikte R[x]
bir halka olur. Bu halkaya endomorfizma tipinin bir Ore genislemesi veya Skew polinom

halkas: denir ve R[x; y] ile gosterilir.

Tammm 2.3.4 R bir halka ve (M, +) bir degismeli grup olmak iizere eger asagidaki
kosullar1 saglayan bir R X M - M, (r,m) — rm fonksiyonu varsa, bu durumda M ye
bir sol R —modiil denir. Her r,s € R ve x,y € M igin;

i) rix+y)=rx+ry

(i) r+s)x =rx+sx

(iii) r(sx) = (rs)x
ve R, 1y birimine sahip birimli bir halka olmak {iizere, ek olarak her x € M i¢in

1zx = x kosulu saglantyorsa, bu durumda M ye bir birimsel sol R —modiil denir.

Tamm 2.3.5 R ile S iki halka ve (M, +) degismeli grubu bir sol R —modiil ve bir sag
S —modiil olsun. Eger her r € R, her x € M ve her s € S i¢in (rx)s = r(xs) oluyorsa,

bu durumda M ye bir sol R, sag S —bimodiil denir.



Tamm 2.3.6 R bir halka ve M bir (R, R) —bimodiil olsun. Bu durumda
T(RM)=R®M ={(r,m)|r € R,m € M}
kiimesi
(ry,my) + (e, my) = (1 + 15, my +my), (1, my) (1y, my) = (113, 7ymy + my73)

ikili islemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R halkasinin M bimodiilii ile agikar

genislemesi denir. Bu halka {(6 T) |r€ER, meM } matris halkasina izomorftur.

2.4 Bazi1 Halka Siniflar:
Simdi de, daha dnceden ¢alisilan bir takim halka siiflari verelim.

Tamim 2.4.1 Bir R halkasinin sifirdan farkl iistel sifir elemani yoksa veya buna denk
olarak; b € R i¢in, b2 = 0 = b = 0 oluyorsa, bu durumda R ye bir inmis (reduced)
halka denir. Her sifir bdlensiz halka bir inmis halkadir. Ornegin 0 # 3 € Zg igin

(3)2 =33 =0 oldugundan Z, halkas1 inmis bir halka degildir. Diger taraftan

0 # ( ) € My(Z) icin

6o =6 96 9= =0

oldugundan M, (Z) halkas1 bir inmis halka degildir. Tiim cisimlerin inmis halka oldugu

0 1
0 0

aciktir.

R bir degismeli halka olmak lizere; a,b € R i¢in ab = 0 olmasi agik olarak ba = 0
olmasimi gerektirir. Diger taraftan degismeli olmadigi halde bu 6zellige sahip halkalar

vardir.

Tanim 2.4.2 R bir halka olmak iizere a,b € R icin, ab = 0 = ba = 0 saglaniyorsa,

bu durumda R halkasina terslenebilir (reversible) denir.



Lemma 2.4.3 R bir inmis halka ise bu durumda R terslenebilirdir.
Ispat. R bir inmis halka ve a,b€R icin ab=0 olsun. Bu durumda
(ba)? = baba = b0a = 0 ve R inmis oldugundan ba = 0 olur. Buda bize R halkasmin

terslenebilir oldugunu gosterir. [

Tanim 2.4.4 R bir halka olmak iizere a,b € R i¢in, ab = 0 = aRb = 0 oluyorsa, bu
durumda R halkast yar: degismeli (Semicommitative) olarak adlandirilir. Bir
R halkasinin yar1 degismeli olmas1 igin gerek ve yeter sart kosul her bir a € R i¢in

rr(a) (Iz(a)) kiimesinin R nin bir ideali olmasidir.

Her terslenebilir halka yar1 degismelidir. Gergekten R terslenebilir bir halka ve a,b € R
icin, ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 ve boylece her r € R igin
bar = 0 olur. Tekrar R terslenebilir oldugundan arb = 0 yani aRb = 0 elde edilir ki,

bu da R nin yar1 degismeli oldugunu gosterir.

Tamm 2.4.5 R bir halka olmak iizere a € R i¢in, aRa = 0 = a = 0 oluyorsa, bu

durumda R halkasi yar: asal (semiprime) olarak adlandirilir.

Tanmm 2.4.6 R bir halka ve

n

() = ) axl,  qG)=) bl €R[x]
j=0

i=0
olmak iizere, p(x)q(x) =0=a;b;=0 (0<i<n,0<j<m) oluyorsa, bu
durumda R halkasi Armendariz olarak adlandirilir. Her inmis halkanin bir Armendariz

halka oldugu 1iyi bilinen bir gergektir.

Tammm 2.4.7 R bir halka ve y:R —» R bir endomorfizma olsun. a € R ig¢in,

ay(a) =0 = a = 0 oluyorsa, bu durumda R halkasina y —kat: (« —rigid) halka denir.
R bir y —kat1 halka olmak tiizere, y(S) € S kosulunu saglayan R nin her S alt halkasi da

y —kat1 bir halkadir. Diger taraftan I, R nin birim endomorfizmasi olmak tiizere; R nin

y —kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin inmis bir halka olmasidir.
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Lemma 2.4.8 R bir y —kat1 halka olsun. Bu durumda y bir monomorfizmadir.
Ispat. a €R icin y(a) =0 olsun. Buradan ay(a) =a0 =0 olup R, y —kati

oldugundan a = 0 bulunurki bu da y nin bir monomorfizma oldugunu gosterir. ]

R inmis olmayan bir halka olmak {izere R nin I birim endomorfizmasi bir
monomorfizmadir. Fakat R, I —kat1 degildir. Yani yukaridaki Lemma ‘nin tersi dogru

degildir.

Lemma 2.4.9 R bir halka ve y: R = R bir endomorfizma olsun. Eger R, y —kati ise, bu
durumda R bir inmis halkadir.
Ispat. R, y — kat1 bir halka ve a € R i¢in a? = 0 olsun. Bu durumda
ay(a)a(aa(a)) = ay(a®)y?(a) = ay(0)y*(a) = ady*(a) = 0
olup, R, y —kat1 oldugundan ay(a) = 0 ve tekrar R, y —kat1 oldugundan a = 0 elde

edilir. Yani R bir inmis halkadir. [

Lemma 2.4.10 Her inmis halka yar1 asaldir.
Ispat R inmis bir halka ve a € R igin aRa = 0 olsun. Bu durumda 13 € R igin de
alza = a? = 0 olacagindan ve R inmis oldugundan a = 0 elde edilir ki bu da R nin

yar1 asal oldugunu gosterir. [

Tamm 2.4.11 R bir halka ve y, R nin bir endomorfizmasi olsun.

n

p(x) = z axt, qx) = z bix’ € R[x; a]
=0

i=0 j
olmak iizere,
p(x)q(x) =0=ay'(b)=0 (0<i<n0<j<m)

oluyorsa, bu durumda R halkasina y —skew Armendariz halka denir.
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Tanim 2.4.12 R bir halka ve y, R nin bir endomorfizmasi olsun.

n

P =) axl,  q@ =) byl €RxY]

i=0 J
olmak iizere,
p(x)q(x) =0=ab;=0 (0<i<n0<j<m)

oluyorsa, bu durumda R halkasina y —Armendariz halka denir.
Asagidaki verilen 6nermedeki gerektirmeler Hong vd. (2003) tarafindan verilmistir.
Onerme 2.3.13 R bir halka ve y; R nin bir endomorfizmasi olsun.

(i) Eger R, y —kat1 ise, bu durumda R, y —Armendarizdir.

(if) Eger R, y —Armendariz ise, bu durumda R, y —skew Armendarizdir.

(i) R nin y —kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[x;y] halkasinin inmis

olmasidir.

Son olarak yukarida tanitilan halka simiflar i¢in asagidaki gerektirmeler vardir. Bu

gerektirmelerin higbirinin tersi dogru degildir.

R, y —kati = R inmis = R terslenebilir = R yar1 degismelidir.
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3. KUVVETLI TERSLENEBILIR HALKALAR

Bu boéliimde terslenebilir halkalarin bir genellestirilmesi olan kuvvetli terslenebilir
halkalar ve bu halka smiflariin bir takim 6zellikleri verilecektir. Hatirlanacag tizere,
R bir halka olmak iizere a,b € R i¢in ab = 0 = ba = 0 kosulu saglaniyor ise, bu
durumda R halkasina terslenebilir bir halka denir. Son yillarda terslenebilir halkalarin
birgok genellestirilmesi yapilmistir. Bunlardan bir tanesi de Baser ve Kwak (2009)
tarafindan yapilan ¢alismadir. Bu tanima gore y bir R halkasinin bir endomorfizmasi
olmak iizere, a,b € R igcin ab = 0 = by(a) =0 (y(b)a = 0) kosulu saglaniyor ise,
bu durumda R halkasina sag (sol) y —terslenebilir olarak adlandirilmistir. Eger
R halkast hem sag ve hem de sol y —terslenebilir ise bu durumda y —terslenebilir
olarak adlandirilir. Simdi bir halkanin sag y —terslenebilir olma kosulunun karsitin1 géz
Oniine alalim. a, b € R igin

ay(b)=0 = ba=0 ©)
olsun. Asagidaki 6rnek (*) kosulunu saglamayan bir sag y —terslenebilir halkanin var
oldugunu gostermektedir. Bu bolim igin temel referansimiz Baser ve Kwak (2010)
tarafindan yapilan ¢alisma olacaktir. Bu boliimdeki tiim sonuclar ve 6rneklerin cogu adi

gecen ¢alismadan alinmaistir.

a b

Ornek 3.1 Z tamsayilar halkasi olmak iizere R = {( 0 ¢

) la,b,c € Z} halkasini ve bu

halkanin

s (@ D)6 D

o _(0 1 _(1 1 .
endomorfizmasini géz Oniine alalim. 4 = ( 0 1) , B= ( 0 O) € R 1¢in

w=(0 DG D=0

m=(3 DG D=0 Yo

olmasina ragmen
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oldugundan R halkas: terslenebilir degildir. Simdi R halkasinin sag y —terslenebilir

oldugunu gosterelim. A = (a IZ), B = (a b ) €R i¢gin AB=0 olsun. Bu

0 0 ¢
durumda
o=m=(3 (G D=5 k)

olupaa’ =0, ab’ + bc' = 0 ve cc’ = 0 elde edilir. Diger taraftan

_(a" b’ a b\\_(a b \ra 0\ _(a'a 0\ _
=5 2)r((@ 9)=( D)@ =5 =0
oldugundan R halkasi1 sag y —terslenebilirdir. Diger taraftan R halkasi (x) kosulunu

saglamaz. Gergekten A = (8 1), B = (é (1)) € R igin

v =6 Dr(@ 9)=6 DG D=0
olmasina ragmen

81=(s o)l 1)=(0 0)*©

dir.

Onerme 3.2 R bir halka ve y, R nin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda
(i) R nin (*) kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter kosul R nin sag y —terslenebilir
halka ve y nin bir monomorfizma olmasidir.
(if) R niny —kat1 halka olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin (*) kosulunu saglayan
bir yar1 asal halka olmasidir.
Ispat (i): R halkasi () kosulunu saglasin. a,b € R igin ab = 0 olsun. Bu durumda
y(ab) = y(0) olup, buradan y(a)y(b) = Oelde ederiz. R halkas1 (*) kosulunu
sagladigindan by(a) = 0 olur. Yani R bir sag y —terslenebilir halkadir. Simdi y nin
bire-bir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a,b € R olmak tizere y(a) = y(b) olsun.
Buradan y(a) —y(b) =0 olup boylece y(a—b) =0 olur. R halkast birimli
oldugundan 1zy(a —b) = 0 ve (*) kosulundan da (a — b)1; = 0 olur ki, buradan
a = b elde ederiz. Bu da bize y nin bire bir oldugunu gosterir. R sag y —terslenebilir
halka ve y monomorfizma olmak fiizere a,b € R i¢in ay(b) =0 olsun. R sag
y —terslenebilir oldugundan y(b)y(a) = 0 olup, buradan y(ba) = 0 ve y bire bir

oldugundan ba = 0 olur ki, bu da bize R nin (*) kosulunu sagladigini1 gosterir.
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(ii): R,y —kat1 halka olsun. a, b € R i¢in ay(b) = 0 olsun.
y(ba)y(y(ba)) = y(b)y(@y(y(ba)) = y(B)y(@)y (v (b)y(@))
=y®)y(ar®))y(¥(@) =y By Oy (r@) = y1)0y(y(a) = 0

olup R, y —kat1 oldugundan y(ba) = 0 olur. R, y —kat1 halka oldugundan y bire birdir.
Boylece ba = 0 elde edilir ki, bu da bize R nin (x) kosulunu sagladigin1 gosterir. Diger
taraftan her y —kat1 halkanin bir inmis halka oldugu iyi bilenmektedir. Simdi R nin yar1
asal oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a € R olmak tizere aRa = 0 olsun. Bu durumda
1 € R iginde ala = 0 yani a? = 0 olacagindan ve R bir inmis halka oldugundan a = 0
elde edilir ki, bu da bize R nin bir yar1 asal halka oldugunu gosterir. Simdi R yar1 asal ve
(*) kosulunu saglayan bir halka olsun. a € R igin ay(a) = 0 olsun. Herhangi bir r € R
icin ay(a)y(r) = 0y(r) = 0 olup buradan ay(ar) = 0 elde edilir. R, (*) kosulunu
sagladigindan ara = 0 yani aRa = 0 olur. Diger taraftan R yar1 asal oldugundan a = 0

olur. Buda bize R nin bir y —kat1 halka oldugunu gdsterir. ]

Sonug¢ 3.3 Bir R halkasinin inmis olmast i¢in gerek ve yeter kosul R nin yari asal ve
terslenebilir halka olmasidir.

Ispat Onerme 3.2 de ¥ = Iz: R — R 6zdeslik homomorfizmasi alinirsa ispat aciktir. m

Asagidaki ornekten; Onerme 3.2 (ii) deki “R nin yar1 asal” ve “R nin (¥) kosulunu

saglar” olma kosullarinin gereksiz olmadigini goriiriiz.

a

Ornek 3.4 (a): R = {(0

Z) | a,b € Z4} halkasini ve bu halkanin

rr-rr((G 9)=G )

otomorfizmasini géz oniine alalim. O # A = (g (2)) € R i¢in
=6 (0 D)=6 DE D=6 DE D=0

a
0

16 D4=G G Db o)=0

oldugundan R halkasi yar1 asal degildir.

oldugundan R halkas1 y —kat1 degildir. Diger taraftan da her ( Z) € R i¢in

15



Fakat R halkasi sag y —terslenebilirdir. Simdi bunu gorelim.

Az(g Z),Bz(g ?)ERiqinABzO

olsun. Bu durumda

(@ 0 9= (G “rr)=0

esitliginden ac = 0 ve ad + bc = 0 elde edilir.

=G (5 )= DG D=
(5 eaned) =

ac = 0 esitliginin saglanmasindan {i¢ durum elde edilir.

1. Durum: a = 0 olabilir. Bu durumda ad = 0 olacagindan

By(A) = (cz)c Zad) -0

olur.

2. Durum: ¢ = 0 olabilir. Bu durumda ad + bc = 0 esitliginden ad = 0 olur.
Boylece By(A) = O olur.

3. Durum: a = ¢ = 2 olabilir. Bu durumda tekrar
ac 2ad) -0

By() = (5

elde edilir. Boylece R halkasi sag y —terslenebilirdir.

Diger taraftan y bire-bir oldugundan Onerme 3.2 (i) geregince R halkasi (*) kosulunu

saglar.

(b): F bir cisim olmak tizere R = F[x] olsun. y:R - R, )/(p(x)) = p(0) seklinde
tanimlanan fonksiyon ag¢ik olarak R nin bir endomorfizmasidir. R degismeli bir tamlik
bolgesi oldugundan R halkas1 bir yari asal halkadir. y bire-bir olmadigindan Onerme 3.2
(i) geregince R halkasi (*) kosulunu saglamaz. 0 # p(x) = x + x2 € R = F[x] i¢gin
p(x)y(p(x)) = (x + x?)0 = 0 oldugundan R halkas1 y —kat1 degildir. Onerme 3.2 yi

g0z oniinde bulundurarak asagidaki tanimi verebiliriz.
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Tamm 3.5 R bir halka ve y da R nin bir endomorfizmasi olsun. Eger a,b € R i¢in

ay(b) =0 (y(a)b =0) olmast ba =0 olmasm gerektiriyor ise, bu durumda

y endomorfizmasina kuvvetli sag (sol) terslenebilirdir denir. Eger bir R halkasinin bir

kuvvetli sag (sol) terslenebilir endomorfizmasi var ise, bu durumda R halkasina kuvvetli

sag (sol) y —terslenebilir halka denir.

Uyar13.6 (1) y: R — R bir halka homomorfizmasi olsun.

(i)

(ii)

S, R nin bir alt halkas1 olmak tizere eger y(S) < S oluyorsa, bu durumda y|s, S
halkasinin bir endomorfizmasi olur. Eger R kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir
bir halka ise, bu durumda S alt halkas1 da kuvvetli sag (sol) y —terslenebilirdir.

Eger R halkasi terslenebilir ise, bu durumda R halkasinin kuvvetli sag
y —terslenebilir olmas1t R nin kuvvetli sol y —terslenebilir olmasma denktir.
Gergekten; R terslenebilir ve kuvvetli sag y —terslenebilir olsun. Simdi R nin
kuvvetli sol y —terslenebilir oldugunu gorelim. a, b € R i¢in y(a)b = 0 olsun.
R terslenebilir oldugundan by(a) =0 ve R kuvvetli sag y —terslenebilir
oldugundan ab = 0 olur. Tekrar R terslenebilir oldugundan ba = 0 olur. R nin
kuvvetli sol y —terslenebilir olmasinin R nin kuvvetli sag y —terslenebilir

olmasini gerektirdigi de benzer olarak goriiliir.

(ili) R bir y —kat1 halka olsun. Bu durumda R terslenebilir bir halkadir.

Onerme 3.2 (ii) den R kuvvetli sag y —terslenebilirdir. R terslenebilir
oldugundan R kuvvetli sol y —terslenebilirdir. Boylece R halkasi kuvvetli
y —terslenebilirdir. Her kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir halka sag (sol)
y —terslenebilirdir. Simdi bunu gérelim kuvvetli sag y —terslenebilir ve a,b € R
icin ab = 0 olsun. Bu durumda y(ab) =y(0) =0 olup y(a)y(b) = 0 elde
edilir. R kuvvetli sag y —terslenebilir oldugundan by(a) = 0 olur. Sonug olarak
R sag y —terslenebilirdir. Ayrica Ornek 3.1 den her sag y —terslenebilir halkanin

kuvvetli sag y —terslenebilir olmadigini goriiyoruz.

(iv) Iz, R nin birim endomorfizmasi olmak {izere R nin terslenebilir halka olmasi igin

gerek ve yeter kosul R nin kuvvetli sag (sol) I —terslenebilir olmasidir.

(v) Eger y2 = y oy = I ise, bu durumda R halkasinin kuvvetli sag y —terslenebilir

olmasi igin gerek ve yeter kosul kuvvetli sol y —terslenebilir olmasidir. Simdi
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bunu gorelim. y2 = I, ve R kuvvetli sol y —terslenebilir olsun. a,b € R i¢in
ay(b) = 0 olsun. Buradan y(ay(b)) =y(0) = 0 ve béylece y(a)b = 0 olur.
R sol kuvvetli y —terslenebilir oldugundan ba = 0 olur. Bu da bize R nin
kuvvetli sag y —terslenebilir oldugunu gosterir. Diger gerektirmede benzer

olarak goriliir.

(2) y bir R halkasinin bir endomorfizmasi ve 8 da bir S halkasinin bir endomorfizmasi
olmak iizere

@BXR®S->RD®S, R s)=(y),B(s))
seklinde tanimlanan fonksiyonda acgik olarak R @ S halkasinin bir endomorfizmasidir.
Diger taraftan kolayca goriilebilir ki R @ S halkasmin kuvvetli sag (sol)
(v, B) —terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R halkasinin kuvvetli sag (sol)

y —terslenebilir ve S halkasinin kuvvetli sag (sol) f —terslenebilir olmasidir.

R bir halkave @ = S R olsun. Bu durumda
[r(S)={a€R|aS =0}
rR(S) ={a € R | Sa = 0}

kiimelerine sirayla R iginde S nin sol ve sag sifirlayan: denir.

Onerme 3.7 R bir halka ve y da R nin bir endomorfizmas1 olmak iizere asagidaki
durumlar denktir.

(1) R kuvvetli sag (sol) y —terslenebilirdir.
(2) R nin her bir S altkiimesi igin Iz (y(S)) = 12(S) (1r(¥(S)) = 1z (S)) dir.

(3) Herbira € R i¢in IR(y(a)) =rz(a) (T‘R (y(a)) = lR(a)) dir.
(4) R nin bostan farkli herhangi iki A ve B alt kiimeleri i¢in Ay (B) = O
(y(A)B = 0 ) olmasi igin gerek ve yeter kosul BA = O olmasidir.

Ispat (1) = (2): R kuvvetli sag y —terslenebilir ve S < R olsun. a € lR()/(S)) olsun.
Bu durumda ay(S) = 0 olup buradan her s € S igin ay(s) = 0 olur. R kuvvetli sag
y —terslenebilir oldugundan sa = 0 ve boylece Sa = 0 olurki buradan a € r,(S) olur.
Simdi b € rz(S) olsun. Bu durumda Sbh = 0 ve boylece her s € S igin sb = 0 olur.
Buradan y(sb) = y(s)y(b) =y(0) elde edilir. R kuvvetli sag y —terslenebilir
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oldugundan by(s) = 0 ve buradan ba(S) = 0 elde edilir. Bdylece b € Iz(y(S)) olur.
Sonug olarak l(y(S)) = 1z (S) bulunur.

(2) = (3): (2) saglansin. Bu durumda 6zel olarak S = {a} iginde (2) saglanacagindan

(3) saglanmis olur.

(3) = (4): (3) saglansin. A ve B, R nin bostan farkli iki alt kiimesi olsun. Bu durumda
herhangi a € A ve b € B igin Ay(B) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ay(b) = 0
olmasidir. Boylece a € Iy (y(b)) = 1z (b) olmasi igin gerek ve yeter kosul ba = 0 olur,

Bunun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul da BA = O olmasidir.

(4) = (1): (4) saglansin ve a,b € R i¢in ay(b) =0 olsun. (4) de A ={a} ve
B = {b} alinirsa Ay (B) = 0 olur. (4) den BA = 0 ve buradan ba = 0 elde edilirki buda
bize R nin kuvvetli sag y —terslenebilir oldugunu gosterir. Kuvvetli sol

y —terslenebilir durum i¢inde ispatlar benzer olarak yapilabilir. |

Eger R halkasi tek yanli kuvvetli I; —terslenebilir ise, bu durumda R halkasi
terslenebilirdir. Acik olarak, eger R halkas1 kuvvetli sag ya da kuvvetli sol

Ir —terslenebilir ise, bu durumda R halkasi terslenebilirdir.

Simdi R bir tamlik bdlgesi ve y: R — R bir monomorfizma olsun. Eger a,b € R i¢in
ay(b) =0 ise, R bir tamlik bolgesi oldugundan a =0 veya y(b) =0 dir. y bir
monomorfizma oldugundan a = 0 veya b = 0 dir. Boylece ba = 0 olurki bu da bize
R nin kuvvetli sag 7y —terslenebilir oldugunu gosterir. Benzer sekilde R halkasinin

kuvvetli sol y —terslenebilir oldugu gosterilebilir.

Asagidaki 6rnek bize kuvvetli sag y —terslenebilir olmadig1 halde degismeli inmis

halkalarin var oldugunu gosterir.

Ornek 3.8 R = Z, x Z, halkasin1 g6z 6niine alalim. Bu durumda agik olarak R halkas1
degismeli ve inmistir. y:R — R, y(u,v) = (v,u) seklinde tanimlanan fonksiyon agik
olarak R nin bir otomorfizmasidir. (1,0) € R i¢in (1,0)y(1,0) = (0,0) olmasina ragmen
(1,0)(1,0) = (1,0) # (0,0) oldugundan R halkasi kuvvetli sag y —terslenebilir degildir.
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Onerme 3.9 Terslenebilir bir R halkas1 ve R nin bir y endomorfizmas: i¢in asagidaki
durumlar denktir.

(1) R kuvvetli y —terslenebilirdir.

(2) R kuvvetli sag y —terslenebilirdir.

(3) a,b € R ve pozitif bir n tamsayisi i¢in eger ay™ (b) = 0 veya y" (a)b = 0 ise,
bu durumda ab = 0 dir. Tersine a,b € R igin ab = 0 olmas1 herhangi bir
pozitif m sayisi i¢in ay™ (b) = 0 ve y™ (a)b = 0 olmasini gerektirir.

(4) a,b€Riginab =0 < ay(b) = 0dur.

Ispat (1) = (2): Kuvvetli y —terslenebilir halka tanimindan ispat agiktir.

(3) = (1): (3) saglansin. a,b € R i¢in ay(b) = 0 olsun. Bu durumda (3) de n=1
alinirsa ab = 0 olur. R terslenebilir oldugundan ba = 0 elde edilir. Bu da bize R nin

kuvvetli y —terslenebilir oldugunu gosterir.
(3) = (4): m = n = 1 alinirsa ispat agiktir.

(2) = (3): Rkuvvetli sag y —terslenebilir olsun. a,b € R ve bir n pozitif tamsayisi
icin ay™(b) =0 olsun. Bu durumda ay™'(b)=0 olup R kuvvetli sag
y —terslenebilir oldugundan y™ ! (b)a =0 olur. R, y —terslenebilir oldugundan
ay™ 1 (b) = 0 olur. Yukaridaki islemler tekrarlanarak
ay"2 () =ay®3(b)=--=ba=ab=0

elde edilir. Benzer olarak y™ (a)b = 0 den ab = 0 elde edilir. Simdi a,b € R igin
ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 ve boylece

0 =y(0) =y(ba) =y(b)y(a)
olur. R kuvvetli sag y —terslenebilir oldugundan ay(b) =0 olur. Bu durum

tekrarlanarak ay? (b) = 0 oldugu goriiliir. Bdylece herhangi bir m pozitif tamsayisi igin
ay™(b) = 0 elde edilir.

(4) = (1): Ispatr agiktir. n
R bir halka ve y, R nin bir endomorfizmasi olmak iizere eger R halkas1 y —kat1 ise, bu

durumda R halkas1 y —skew Armenderizdir. Baser vd. (2009, Theorem 2.9-i) ne gore

her inmis ve sag y —terslenebilir halka y —skew Armenderiz dir. Boylece inmis ve
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kuvvetli sag y —terslenebilir halkalar y —skew Armenderizdir. Ustelik her yar1 asal ve
kuvvetli sag y —terslenebilir halka y —katidir. Bu yiizden R terslenebilir ve kuvvetli
sag y —terslenebilir oldugunda R nin y —skew Armenderiz halka olup olmadigini

sorgulayabiliriz. Bununla beraber, Ornek 3.4 (a) bu olasilig1 ortadan kaldirir.

a
0

re=k (g )= )

otomorfizmasini gdz dniine alalim. ilk olarak R nin terslenebilir oldugunu gésterelim.

Ornek 3.4 (a) daki R = {( Z) la,b € 24} halkasini ve bu halkanin

... _f(a b _(c d . _ .
Bunun1g1nA—(0 a)'B_(O C)Eng:mAB—Oolsun.Yanl

500G 9= 2

olsun. Buradan ac = 0ve ad + bc = 0 olur. Boylece ca = 0 ve cb + da = 0 olur.

0=48=(

Sonug olarak

on=(5 9 D=3 )0

elde edilir ki bu da bize R halkasinin terslenebilir oldugunu gosterir. Simdi de

R halkasmin kuvvetli sag y —terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

A= (g 2). B = (8 ?) € R olmak iizere Ay(B) = O olsun. Boylece

o= =(5 DG =G DG D= )

olup ac =0 ve —ad + bc = 0 elde edilir. Diger taraftan

sa=(5 O J=(5 T =0 2)=0

elde edilir. Bu da bize R halkasinin kuvvetli sag y —terslenebilir oldugunu gosterir.

Benzer olarak R halkasinin kuvvetli sol ~ y —terslenebilir oldugu gosterilir. Simdi
p@ =a@ =y o)+ (5 3)x€Rxylisin
re1@ = o)+ 2l o)+ 2

= 0*[6 9+G DG Jx+G Dels )
=G0 0+l 0+ G D6 I+ 2D 2

=G o+l 9+ Pl o)x=0
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olmasina ragmen

2 20( D)-C H=c

oldugundan R halkas1 y —skew Armenderiz degildir.

Teorem 3.10 R bir halka y, R nin bir endomorfizmas: ve R, y —skew Armenderiz
halka olsun. Bu durumda R nin terslenebilir ve kuvvetli  y —terslenebilir olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul R[x;y] halkasinin terslenebilir olmasidir.

Ispat R, y —skew Armendariz halka olsun. Kabul edelim ki R halkas1 terslenebilir ve

kuvvetli y —terslenebilir olsun. R[x;y] halkasinin terslenebilir oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in
m n
p) =) axt,  q) =) byl €Rlxal
i=0 j=0

olmak tizere p(x)q(x) =0 olsun. R, y —skew Armenderiz halka oldugundan her
1<i<m ve 1<j<n i¢in ay'(h;)) =0 dir. Onerme 3.9 dan 1<i<m ve
1<j<n i¢in bja; = 0 ve bdylece b;y’(a;) = 0 olur. Buradan g(x)p(x) = 0 olur Ki
buda bize R[x;y] nin terslenebilir oldugunu gosterir. Tersine, R[x;y] nin terslenebilir
oldugunu kabul edelim. Agik olarak R halkasi terslenebilirdir. Simdi R halkasinin

kuvvetli sag y —terslenebilir oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in a,b € R olmak tizere ay(b) = 0 olsun. p(x) = ax, q(x) = b € R[x;y]
diyelim. p(x)q(x) = axb = ay(b)x = 0x = 0 olur. R[x;y] terslenebilir oldugundan
q(x)p(x) = 0 dir. Buradan bax = 0 olur ki, béylece ba = 0 elde ederiz. Buda bize
R nin kuvvetli sag y —terslenebilir oldugunu gosterir. Benzer olarak R nin kuvvetli sol

y —terslenebilir oldugu gosterilir. ]
Sonug 3.11 R bir Armendariz halka olmak iizere R nin terslenebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul R[x] halkasinin terslenebilir olmasidir.

Ispat Onerme 3.10 day = I alinir. [
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4. KUVVETLI TERSLENEBILIR HALKALARIN GENISLEMELERI

Bu bolimde bir R halkasi ve bu halkanin bir y endomorfizmasi verildiginde
R halkasinin kuvvetli y —terslenebilirlik 6zelliginin R nin hangi genislemelerine hangi

sartlar altinda taginabilecegini arastiracagiz.

Bu boliimde verecegimiz tiim sonuglar ve oOrnekler Baser ve Kwak (2010) dan
alimmigtir. Bu boliime calismamiz boyunca kullanacagimiz asagidaki lemma ile

basliyoruz.

Lemma 4.1 R bir halka, y, R nin bir endomorfizmasi ve R halkasinin birimi 15 olsun.
Eger R kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir ise, bu durumda y(1z) = 1y dir. Ayrica her
e? =e € Riginy(e) = e dir.

Ispat R kuvvetli sag y —terslenebilir olsun.

[1r —v(AR)ly(1r) = 1gy(1r) —v(1r)Yy(1r) = v(1g) —¥(1g1lg) =y(1g) —y(1g) =0
olup, R kuvvetli sag y —terslenebilir oldugundan 14[1z — y(1z)] = 0 olur. Buradan
y(1g) = 14 elde edilir. Benzer olarak R halkasinin kuvvetli sol y —terslenebilir olmasi
durumunda da y(1g) = 1 oldugu gosterilebilir. Simdi e? = e € R olsun. Bu durumda
(1-—e)e=e—e?=e—e=0 ve e(1-e)=e—e’=e—e=0 olur. Bdylece
y((l — e)e) =y(0)=0 ve y(e(l - e)) =y(0)=0 olup, buradan
y(1—e)y(e)=0 ve y(e)y(1—e)=0 olur. R kuvvetli sag y —terslenebilir
oldugundan ey(1—e) =0 ve (1 —e)y(e) = 0 olur. Boylece e[y(1) —y(e)] =0 ve
ey(e)—y(e)=0 vyada e—ey(e)=0 ve ey(e)=ry(e) olur. Sonu¢ olarak
y(e) = e elde edilir. Benzer olarak R halkasinin kuvvetli sol y —terslenebilir oldugu

durumda da y(e) = e oldugu gosterilir. |

Yukaridaki lemmada R halkasinin kuvvetli sag y —terslenebilir olma sart1 kaldirilamaz.

Bunu 6rnekte asagidaki goriiyoruz.
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Ornek 4.2 R = Z @ Z halkasinin y:R — R, y((u, v)) = (u,0) seklinde tanimlanan
endomorfizmasin1 géz Oniine alalim. Bu durumda R halkasinin kuvvetli sag

y —terslenebilir degildir. Gergekten; a = (0,2), b = (1,1) € R igin

ay(b) = (0,2)y((1,1)) = (0,2)(1,0) = (0,0)
olmasina ragmen ba = (1,1)(0,2) = (0,2) # (0,0) dir. Diger taraftan Z @ Z halkasinin
birimi (1,1) olup y((1,1)) = (1,0) # (1,1) olur.

a b
0 ¢

R halkasmmn e? = e kosulunu saglayan tiim elemanlari (es kare elemanlari)

(8 8)’((1) (1))’(8 é)'(g 2):(3 (1)) Ve (8 1)dir.Rhalkasmm
rrn (G 0)=6 0

seklinde tanimlanan endomorfizmasini géz oniine alalim. e = (é (1)) € R i¢in

ro=r(G 9)=6 0= 5=

oldugundan R halkas1 kuvvetli sag y —terslenebilir degildir.

Ornek 4.3 R = {( )|a, b,c € ZZ} halkasin1 g6z Oniine alalim. Bu durumda

Onerme 4.4 R bir halka ve y: R — R, R nin bir endomorfizmas1 olsun. Bu durumda

(i) S bir halka ve 8: R — S bir halka izomorfizmasi olsun. Bu durumda R halkasinin
kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul S halkasinin
kuvvetli sag (sol) Byf~! —terslenebilir olmasidir.

(ii) e?2 =e € M(R) (M(R),R halkasinin merkezi) olsun. Bu durumda eR ve
(1 — e)R halkalarimim kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul R halkasinin kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir olmasidir.

Ispat (i): ¥, R halkasmn bir endomorfizmasi ve f:R — S bir halka izomorfizmasi
olmak {izere, agik olarak ByfB~! fonksiyonuda S halkasmin bir endomorfizmasidir.
Simdi R halkas1 kuvvetli sag y —terslenebilir olsun. S halkasinin kuvvetli sag
ByB~! —terslenebilir  oldugunu  goésterelim.  Bunun icin  S;,5, €S icin
s;(ByB~Y(sy) =0, olsun. B bir izomorfizma oldugundan ortendir. Boylece

B(ry) = s, ve B(r,) = s, olacak sekilde 1,7, € R vardir. Boylece
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BOR) = 05 = 51 (BYB~)(s2) = B BYB ) (B(r2)) = BrB(v (1) = B(r1y(r2))
olup B bire-bir oldugundan r,y(r,) = 0 olur. R halkas1 kuvvetli sag y —terslenebilir
oldugundan 77, =0 olur. Buradan pB(r,r;) = B(0g) =0, ve bdylece
B(ry)B(r) = 05 ya da s,s; = 05 elde edilir ki bu da bize S halkasinin kuvvetli sag
ByB~! —terslenebilir oldugunu gosterir. R halkasinin kuvvetli sol y —terslenebilir
olmasi durumunda S halkasinin kuvvetli sol ByB~! —terslenebilir oldugu da benzer
olarak gosterilir. Simdi tersine S halkas1 kuvvetli sag By~ —terslenebilir olsun. R nin
kuvvetli sag  y —terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a,b € R igin
ay(b) =0g olsun. Bu durumda B(ay(b)) =pB(0g) =05 olup, bdylece
B(@)(ByB~1)(B(b)) = 0 olur. Fakat S halkasi kuvvetli sag ByB~* —terslenebilir
oldugundan B(a)(ByB~1)(B(b)) = 04 olur. Fakat S halkast ByS~* —terslenebilir
oldugundan B(b)B(a) = 0, olur. Buradan B(ba) = B(0g) olup B bire-bir oldugundan

ba = 0y elde edilir ki bu da bize R nin kuvvetli sag y —terslenebilir oldugunu gosterir.

(ii): R kuvvetli sag y —terslenebilir olsun. Bu durumda e? = e € R bir merkezi eskare
eleman olmak ilizere Lemma 4.1 den dolay1 y(e) = e olur. Boylece er € eR igin
y(er) =y(e)y(r) = ey(r) € eR olup y(eR) c eR elde edilir. Yani y y1 eR alt
halkasinin bir endomorfizmasi gibi gz 6niine alabiliriz. Ayni durum (1 — e)R iginde
gecerlidir. Sonug olarak eR ve (1z —e)R halkalar1 kuvvetli sag y —terslenebilir
halkalardir. Simdi tersine olarak eR ve (1z —e)R halkalar1 kuvvetli sag
y —terslenebilir olsun. a,b € R igin ay(b) = 0 oldugunu kabul edelim. ea,eb € eR
i¢cin

eay(eb) = eay(e)y(b) = eaey(b) = e?ay(b) =e0 =0
olup eR kuvvetli sag y —terslenebilir oldugundan ebea = 0 olur. Buradan eba = 0
elde ederiz. Diger taraftan (1z —e)a,(1x —e)b € (1 — e)R i¢in

(1r — e)ay((1g — e)b) = (1 — e)ay(1g — e)y(b) = (1 — e)a(1g — e)y(b)

= (1g —e)?ay(b) = (1 —e)ay(h) = (1 — )0 =0
elde edilir. (1 —e)R kuvvetli  sag y —terslenebilir  oldugundan
(1 —e)b(1g —e)a=0 olur. Ya da (1z —e)ba=0 olur. Sonu¢ olarak
ba = eba+ (1 —e)ba =0+ 0 =0 olur ki, bu da bize R halkasinin kuvvetli sag

y —terslenebilir oldugunu gosterir. [
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R bir halka, y R halkasmin bir endomorfizmasi ve R nin asikar genislemesi T(R, R)

olsun. Bu durumda

V:T(R,R) > T(R,R), V((g Z)>:(y(0a) ;83)

seklinde tanimlanan fonksiyon T(R, R) halkasinin bir endomorfizmasidir. Gergekten;

Her(g Z)(S Ccl)ET(R,R)ic;in

(6 2+ G 9)=r(5e 210) =04 Jeid)

=(y(a)+y(6) V(b)+y(d)) (y(a) V(b)) +<V(C) y(d)>
0 y(a) +v(c) 0 v 0 ()

(@ 9)+r(E 9)

(G 96 9)=r((§ )= 057 7”)
:<y(a)y(6) V(b)y(d)+y(b)y(6)>:<y(a) )/(b)><}’(0) y(d)>
0 y(@)y(c) 0 y@/\ 0 y()

(@ 9)r( 9)

olur.

Onerme 4.5 R bir inmis halka ve y , R halkasinin bir endomorfizmas1 olsun. Bu
durumda R halkasinin kuvvetli y —terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart T (R, R)
asikar geniglemesinin bir kuvvetli y —terslenebilir halka olmasidir.

Ispat R bir inmis halka ve kuvvetli y —terslenebilir olsun. Ayrica

Az(g Z) Bz((c) ‘Ci)eT(R,R)

icin Ay(B) = 0 olsun. Bu durumda

o=a®=(5 r((G 0)=G DT 3= 70

den ay(c) = 0 ve ay(d) + by(c) = 0 elde edilir. R halkas1 kuvvetli y —terslenebilir
oldugundan ca =0 olur. ay(d) + by(c) =0 esitligini soldan ¢ ile ¢arparsak
c(ay(d) + by(c)) =c0=0 olup, buradan cay(d) + cby(c) =0 olur.
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ca =0 oldugundan (cb)y(c) =0 elde edilir. R halkasi kuvvetli y —terslenebilir
oldugundan c(ch) = 0 yani ¢?b = 0 olur. R inmis oldugundan cb = 0 elde edilir.
R inmis oldugundan R terslenebilirdir. Boylece cb = 0 olmasindan bc = 0 oldugunu
elde ederiz. Onerme 3.9 geregince by(c) =0 elde ederiz. ay(d) + by(c) =0
esitliginde by(c) =0 vyazilirsa ay(d) =0 elde edilirr R halkasi kuvvetli

y —terslenebilir oldugundan da = 0 bulur. Sonug olarak

=(5 6 D=7 5= °30)=0

elde ederiz. Buda bize T(R, R) halkasinin kuvvetli y —terslenebilir oldugunu gésterir.
Tersine olarak T(R,R) halkasmin kuvvetli y —terslenebilir oldugunu kabul edelim.

b 0
0 b

=0 (6 D)=6 T o)

_ (g 0) (y(b) 0 )(ay(b) a0 + Oy(b)) _ (ay(b) 0 )
=0

a,b € R igin ay(b) = 0 olsun. € = (¢ 2) 0=(

0 ) € T(R,R) i¢in

a 0 vy(b) 0 ay(b) 0 ay(b)

olup T(R,R) halkas1 kuvvetli terslenebilir oldugundan DC = O olur. Yani

0=DC=(€ 2) (g g)z(boa b0a> den ba =0 elde ederiz ki bu da bize

R halkasinin kuvvetli y —terslenebilir oldugunu gosterir. [

Sonug 4.6 Eger R bir inmis halka ise bu durumda T (R, R) bir terslenebilir halkadir.
Ispat Yukaridaki 6nermede R nin y endomorfizmasi yerine birim endomorfizmasi

alinirsa ispat agiktir. ]

Onerme 4.5 deki “R nin inmis halka olmas1” kosulu fazladan degildir. Bunu asagidaki

ornekten goriiyoruz.

a b

Ornek 4.7R = {(0 4

) la,b € Z4} halkasini ve bu halkanin

Y:R = R, y(g Z)z(g _ab)

seklinde tanimlanan endomorfizmasini géz oniine alalim.
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oruz. Diger

biliy

y —terslenebilir oldugunu

li

kuvvet

Ornek 3.4 (a) den R halkasinin

Gergekten, O

halkast bir inmis halka degildir.
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R bir halka ve n > 3 olmak tizere

all alz a13 aln
.o a
Sn(R) _ 0 agll Cl£11 2n |aij €R
0 0 0 - aun
olsun. y:R >R bir halka homomorfizmasi ise bu durumda

7:5,(R) = S, (R), V((aij)) = (y(aij)) seklinde tanimlanan fonksiyonda S,(R)
halkasinin bir endomorfizmasidir. R bir inmis halka olmak tizere n = 3 igin S,(R)

halkasinin kuvvetli ¥ —terslenebilir olmadigini sorgulamak c¢ok dogaldir. Fakat bir

sonraki 0rnekten cevabin olumsuz oldugunu goriiyoruz.

Ornek 4.8 y bir R halkasinimn bir endomorfizmasi olmak iizere R halkas1 y —kat1 olsun.
Bu durumda e? = e € R i¢gin y(e) = e oldugunu biliyoruz. Ozel olarak y(1z) = 1z

olur. n = 3 i¢in S, (R) deki E;; matrisini su sekilde tanimlayalim. E;; matrisinin (i, /).
bileseni 15 diger tiim bilesenleri 0 olsun.

0 0 0 .. 0 01 0 .. 0
0 01 .. 0 0O 01 .. 0
A=Eyp=|00 0 .. 0|, B=Ep=|00 0 .. 0]€S®
0 0 0 .. 0 0 0 0 .. 0
icin AY(B) = 0 olmasma ragmen BA =0 olur ki, bu da bize S, (R) kuvvetli

y —terslenebilir olmadigin1 gosterir. Ayni matrisler kullanilarak y —kat1 bir R halkas1

tizerindeki M, (R) matris halkasinin da ¥ —terslenebilir olmadigin1 gériiyoruz.

R bir halka ve y da R nin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda

ViR[x] = Rlx], 7 (Z aixl’) = > (e
i=0

i=0

seklinde tanimlanan fonksiyonda R[x] polinom halkasinin endomorfizmasi olur.

Benzer sekilde R halkasmm bir ¥ endomorfizmast R[x;x~!] Laurent polinomlar

halkasina da genisletilebilir.
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Teorem 4.9 R bir halka ve y, R nin bir endomorfizmas: olmak tizere asagidakiler
birbirine denktir.

(1) R[x] polinom halkasi kuvvetli sag (sol) y —terslenebilirdir.

(2) R[x;x~'] Laurent polinomlar halkas: kuvvetli sag (sol) 7 —terslenebilirdir.
Eger R bir Armendariz halka ise bu durumda (1) ve (2) nin her ikiside (3) e
denktir.

(3) R kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir halkadir.

Ispat (2) = (1): R[x;x™'] Laurent polinomlar halkas1 kuvvetli sag (sol)
v —terslenebilir olsun. Bu durumda 7(R) = y(R) € R ve R, R[x;x~!] in alt halkasi

oldugundan R halkas1 kuvvetli sag (sol) y —terslenebilirdir.

(1) = (3): R halkas1 R[x] polinomlar halkasimin alt halkasi oldugundan yukaridaki
sekilde ispat agiktir.

(1) = (2): R[x] polinomlar halkasi kuvvetli sag (sol)  y —terslenebilir olsun.
p(x),q(x) € R[x; x~*] igin p(x)7(q(x)) = 0 olsun. Bu durumda

p1(x) =p()x™,  qi(x) = q(x)x™ € R[x]
olacak sekilde bir n pozitif tamsayist vardir. Buradan

p1()7(q:1(0) = px"7(q(x)x™) = p()x"7(q(x))7(x™) = p(X)x"7(q(x))x™
= p()7(q(x))x*" = 0x°" = 0
olup R[x] kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir oldugundan g, (x)p;(x) = 0 elde ederiz.
Boylece
q()p(x) = q1()x " ()x ™" = 1 ()P, ()x 72" = 0x7" =0

olur ki bu da bize R[x; x~1] halkasmin kuvvetli sag 7 —terslenebilir oldugunu gosterir.

Simdi R halkasinin Armendariz oldugunu kabul edip (3) = (1) oldugunu gosterelim:
Kabul edelim ki R halkasi kuvvetli sag y —terslenebilir olsun.
p(x) = X aixt, q(x) = X-o bjx/ € R[x] icin p(x)7(q(x)) = 0
olsun. Yani;
(ag + a1x + azx? + -+ + apx™)y(bg + byx + byx? + -+ bpx™) = 0
olsun. Bu durumda

(ag + arx + azx? + -+ + amx™)(y (bo) + ¥ (b)x + v (b2)x* + -+ + y(bp)x™) = 0
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olup R halkasi Armendariz oldugundan 0 <i<m ve 0<j<n i¢in al-)/(bj) =0
olur. Dier taraftan R halkasi kuvvetli sag y —terslenebilir oldugundan bja; = 0 olur.
Boylece q(x)p(x) =0 elde ederiz ki bu da bize R[x] halkasinin kuvvetli sag

y —terslenebilir oldugunu gosterir. [

Sonug¢ 4.10 R bir Armendariz halka olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir.
(i) R terslenebilir bir halkadir.
(ii) R[x] polinom halkasi terslenebilirdir.

(iii) R[x; x~1] Laurent polinomlar halkast terslenebilirdir.

f:R = S bir halka homomorfizmas1 ve R bir terslenebilir halka olsun. Bu durumda
R nin homomorfik goriintiisii yani f(R) halkasi terslenebilir bir halka olmak zorunda

degildir.

R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. y, R halkasinin bir endomorfizmasi olmak

tizere eger y(I) c I ise, bu durumda
7RI =R, ya+D=y(@+]1
seklinde tanimlanan fonksiyon R/ 7 bolim halkasmin bir endomorfizmasidir. Simdi
bunu gorelim. Ilk olarak ¥ nin bir fonksiyon oldugunu gosterelim. Bunun igin
a+l,b+1€R/, ign a+I=b+I olsun. Bu durumda a—bel ve
y(a — b) € y(I) olur. Boylece y(a) —y(b) € y(I) c I olup buradan y(a) —y(b) €1
olur ki, bu da bize y(a) + 1 = y(b) + I oldugunu gosterir. Yani y(a+1) =y(b+1)
dir. Diger taraftan; hera +I,b + 1 € R/I i¢cin
vla+I+b+D=7((a+b)+1)=y(a+b)+1=y(@ +yD)+1
=y@+1+yW)+1l=y@+D+yb+1D)

7(@+ Db +D) =7y(ab+1) =y(ab) +1 =y(@yb) +1 = [y(a) +1[y(b) + 1]

=y(a+Dyb+1)

oldugundan y bir homomorfizma yani R / 7 Min bir endomorfizmasidir.
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Onerme 4.11 R bir halka ve y da R nin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda;
(i) I, R nin bir ideali ve y(I) c I olsun. Eger R/I boliim halkast kuvvetli sag (sol)

y —terslenebilir ve I bir y —kat1 halka ise, bu durumda R kuvvetli sag (sol)
y —terslenebilir bir halkadir.

(ii) R bir inmis halka ve n € Z% olsun. Bu durumda R nin kuvvetli sag

y —terslenebilir bir halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[x]/(xn) bolim

halkasinin kuvvetli ¥ —terslenebilir bir halka olmasidir.

Ispat (i): R/ ; bolum halkasi kuvvetli sag (sol) y —terslenebilir ve I, y —kati olsun.

a,b € Rigin ay(b) = 0 olsun. Budurumdaa +1, b +1 € R/I olup,
(@a+Dyb+D)=@+DybB)+1)=ay(b)+1=0+1=1

elde edilir. R/ ; halkast kuvvetli 7 —terslenebilir oldugundan (b+D(a+1)=1olup

buradan ba € I elde edilir. Simdi bay(ba) = bay(b)y(a) = bOy(a) =0 olup

I halkas1 y —kat1 oldugundan ba = 0 elde edilir ki, bu da bize R halkasinin kuvvetli sag

y —terslenebilir oldugunu gosterir.

(i): R[x]/ (x™) bolim halkasinin kuvvetli ¥ —terslenebilir olmasi durumunda R nin

kuvvetli y —terslenebilir bir halka oldugunu gérmek kolaydir. Simdi R bir inmis halka
ve kuvvetli y —terslenebilir olsun. R halkasinin bir inmis halka olmasi igin gerek ve

yeter kosulun “ a?b = 0 = ab = 0 > oldugunu hatirlatalim. Ayrica her inmis halka

terslenebilirdir. Bu gerekceleri asagida sik¢a kullanacagiz. 5= R[x]/( X" olsun. Eger

n = 1ise, bu durumda S = R dir. Eger n = 2 ise, bu durumda S = T (R, R) dir. Boylece
Onerme 4.5 den S halkasida kuvvetli 7 —terslenebilirdir. Simdi n >3 olsun.
X = x + (x™) olmak lizere
p(x) =ag+ax+ -+ a,_1x"1,q(x) =by+bix+ -+ b,_1x"1ES

icin p(x)?(q(x)) =0 olsun. Her i ve j i¢in bja; =0 olduunu iddia ediyoruz.
i +j <n—1 lzerine timevarim uygulayarak ispati yapacagiz. Eger i + j = n ise, bu
durumda al-y(bj)f”j =0 dir. p(x)7(q(x)) =0 oldugundan agy(by) =0 olup
R kuvvetli y —terslenebilir oldugundan byay, =0 olur. Yani i+j=04+0=0 i¢in
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iddia dogrudur. Simdi i +j < k — 1 i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim. Yani
[+j<k—1i¢n bja; =0 olsun. i +j < k <n—1igin
agy(br) + a1y (br_1) + -+ axy(by) = 0
oldugunu p(x)y(q(x)) = 0 dan biliyoruz. Bu esitligi soldan by, ile carparsak
boagy(by) + boa,y(bi_1) + -+ + boayy(by) = 0
elde ederiz. Kabulden son esitlik bga,y(by) = 0 haline doniisir. R kuvvetli sag
y —terslenebilir oldugundan bybya, = 0 yani by’a, =0 elde edilir. R inmis
oldugundan bya, = 0 ve buradan da aib, = 0 olur. Bdylece Onerme 3.9 dan
a,y(by) = 0 olur. O halde yukaridaki ilk denklemimiz
aoy(b) + a;y(b-1) + -+ ax_1y(by) =0
haline doniisiir. Bu denklem soldan b; ile garpilirsa byay_,y(b;) = 0 olur. Yukaridaki
gibi buradan b;ay_; = 0 elde edilir. Bu islem devam ettirilirse i + j = k i¢in bja; =0
oldugu elde edilir. Sonug¢ olarak her ive j igin bja; =0 elde edilir. Bu ise
q(x)p(x) = 0 esitligini verir ki, bu da bize Snin kuvvetli sag y —terslenebilir

oldugunu gosterir. ]

Sonuc 4.12
(1) R nin her ideali i¢in R / ; bolim halkasi terslenebilir olsun. Eger | inmis bir halka
ise, bu durumda R terslenebilirdir.

(i) Eger R bir inmis halka ise, bu durumda herhangi bir pozitif n tamsayisi igin

R[x] /(x”) terslenebilir bir halkadir.

Asagidaki 6rnek Onerme 4.11 (i) deki “I ideali y —kati olsun” sartimin fazladan

olmadigini1 gosterir.

a b

Ornek 4.13 F bir cisim olmak iizere R = {(O .

) |a,b,c€e F} halkasin1 ve bu

) a b\\_(a -b e
halkaniny:R - R,y <( 0 c)> = ( 0 ¢ ) endomorfizmasini goz oniine alalim.
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Az(g (1)) Bz(é é)ERigin

w® = (6 0)=0 96 =0
olmasina ragmen
81=(s o)(o 0)=(0 o)*0
oldugundan R halkasi sag y —terslenebilir degildir. R halkasinin

=@ D=(C Hiver)

a O

0 c) +/I|acé€ F} boliim halkasi

idealini gz Sniine alahm. Bu durumda R/ = {(

inmis ve

7R =R V<(g 2)>:(g 0

oldugundan R/ 7 kuvvetli sag  y —terslenebilirdir. A¢ik olarak I, y —kati bir halka
degildir.

R bir halka ve n > 2 bir tamsay1 olsun. Bu durumda

a, a, az Qa .. Qy
/O a1 az a3 an_1
0O 0 a a .. a,_
,(R) = . 51 2 n 2 lai,ay,...,a, ER
0 0 0 0 .. a,
Wo 0 0 0 .. a )

olsun. V,(R), M(R) halkasinin bir alt halkasidir. Eger y, R halkasinin bir
endomorfizmasi ise bu durumda y ((ai ])) = (y(ai ])) seklinde tanimlanan fonksiyonda

17, (R) halkasinin bir endomorfizmasidir.

Sonug¢ 4.14 R bir inmis halka ve R nin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda R nin
kuvvetli y —terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul n = 2 igin V,(R) nin kuvvetli

y —terslenebilir olmasidir.

Ispat V,(R) = Rix] /(x”) oldugundan ispat Onerme 4.13 den aciktir. ]
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