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1 G�R��

E§ri kavram� diferansiyel geometrinin temel konular�ndan birisidir. Özellikle üze-

rinde en çok çal�³ma yap�lan e§riler �nvolüt-Evolüt e§rileri, Bertrand e§rileri ve

Mannheim e§rileridir. �nvolüt e§ri kavram� optik çal�³malar� s�ras�nda daha do§ru

ölçüm yapmaya çal�³�rken Huygens (1658) taraf�ndan ke³fedilmi³tir. �nvolüt-Evolüt

e§rilerin özelli§i her noktas�nda te§et vektörleri ortogonal olan e§rilerdir. Millman ve

Perker (1977) ve Hac�saliho§lu (1983), klasik geometride bu e§riler ile ilgili iyi bilinen

temel teorem ve problemlere aç�kl�k getirmi³lerdir. �nvolüt-Evolüt e§rileri üzerine

yap�lan çal�³malar sadece Öklid uzay�nda s�n�rl� kalmam�³ Minkowski uzay�,Galileo

uzay�, Heisenberg uzay� ve dual uzay gibi birçok uzayda farkl� çat�lar ele al�narak

incelenmi³ ve pek çok yeni karakterizasyon elde edilmi³tir.

Bu e§rinin Frenet 3-ayakl�s�n�n her s an�nda, bir eksen etraf�nda ani helis hareketi

yapt�§� kabul edilir. Bu eksene e§rinin s parametresine kar³�l�k gelen α(s) noktas�n-

daki Darboux vektörü ad� verilir. Bu vektör

T
′
= W × T, N

′
= W ×N ve B

′
= W ×B

ba§�nt�s�n� sa§lar. Burada gerekli i³lemler W vektörü

W = τT + κB = N ×N ′

³eklinde ifade edilir. Burada κ ve τ s�ras�yla e§rilik ve burulmas�d�r.

Bu kapsamda �nvolüt-Evolüt e§rilerinin Frenet çat�lar� aras�ndaki ba§�nt�lar evolüt

e§risinin B binormal vektörü ile W Darboux vektörü aras�ndaki aç� θ olmak üzere

farkl� bir yakla³�mla elde edilmi³ ve e§ri çiftine ait baz� karakterizasyonlar bulun-

mu³tur (Bilici and Çal�³kan 2002). Bunun yan�nda Bilici ve Çal�³kan (2009, 2011),

3-Boyutlu Minkowski uzay�nda timelike binormalli spacelike bir e§rinin involüt e§-

rilerini, di§er bir çal�³mada ise timelike bir e§rinin involüt e§rilerini incelemi³lerdir.

3-Boyutlu Minkowski uzay�nda spacelike binormalli spacelike bir e§rinin evolüt e§-

rileri Bükçü ve Karacan (2007) taraf�ndan ara³t�r�lm�³t�r.

1



Turgut ve Y�lmaz (2008), Minkowski uzay-zamanda konum vektörü ba³ka bir e§-

rinin Frenet vektörleri taraf�ndan olu³turulan yeni e§riyi Smarandache e§risi olarak

adland�rm�³lar ve R4
1 de bu e§rilerden TB2 Smarandache e§rilerini tan�mlam�³lard�r.

Daha sonraki y�llarda bu e§riler de§i³ik uzaylarda farkl� çat�lar ele al�narak ince-

lenmi³ ve yeni sonuçlar elde edilmi³tir. �enyurt ve Çal�³kan (2015), Frenet çat�s�na

göre Mannheim e§ri çiftlerinin N∗C∗ Smarandache e§rilerini incelemi³lerdir. Ben-

zer olarak di§er bir çal�³mada ise �enyurt vd.(2016), Frenet çat�s�na göre Bertrand

e§ri çiftlerinin N∗C∗ Smarandache e§rilerini ara³t�rm�³lard�r. Gürses vd. (2016), 3-

boyutlu Minkowski uzay�nda spacelike, timelike ve null e§rilerin TN-Smarandache

e§rilerinin Frenet vektörlerini, e§rilik ve burulmas�n� hesaplam�³lard�r.

Bu tez çal�³mas�nda 3-Boyutlu Minkowski uzay�nda α∗ e§risi α timelike e§risinin

involütü olmak üzere, α∗ involüt e§risinin T ∗, N∗, B∗ Frenet vektörleri ile C∗ birim

Darboux vektörü konum vektörü olarak al�nd�§�nda bu vektörler taraf�ndan olu³tu-

rulan, null olmayan,

β1 = βT ∗N∗(s) =
1√
2

(T ∗ +N∗) T ∗N∗ Smararandache e§risi

β2 = βN∗B∗(s) =
1√
2

(N∗ +B∗) N∗B∗ Smararandache e§risi

β3 = βT ∗B∗(s) =
1√
2

(T ∗ +B∗) T ∗B∗ Smararandache e§risi

β4 = βT ∗N∗B∗(s) =
1√
2

(T ∗ +N∗ +B∗) T ∗N∗B∗ Smararandache e§risi

β5 = βN∗C∗(s) =
1√
2

(N∗ + C∗) N∗C∗ Smararandache e§risi

Smarandache e§rileri tan�mlanm�³ ve elde edilen bu e§rilerin causal karakteri be-

lirlenerek Frenet vektörleri, e§rilikleri ve torsiyonlar�(burulmalar�) α evolüt e§risinin

Frenet aparatlar�na ba§l� olarak ifade edilmi³tir. Son olarak bu e§riler ile ilgili ör-

nekler verilmi³tir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Minkowski Uzay�

Tan�m 2.1.1. V bir reel vektör uzay� ve

<,>: V × V −→ R

bir simetrik bilineer form olsun.

(i) ∀v ∈ V ve v 6= 0 için < v, v >> 0 ise <,> simetrik bilineer formuna pozitif

tan�ml�,

(ii) ∀v ∈ V ve v 6= 0 için < v, v >< 0 ise <,> simetrik bilineer formuna negatif

tan�ml�,

(iii) ∀v ∈ V ve v 6= 0 için < v, v >≥ 0 ise v = 0 ise <,> simetrik bilineer formuna

pozitif yar�-tan�ml�,

(iv) ∀v ∈ V ve v 6= 0 için < v, v >≤ 0 ise <,> simetrik bilineer formuna negatif

yar�-tan�ml�,

(v) ∀v ∈ V için < v,w >= 0 iken v = 0 olmak zorunda ise <,> simetrik bilineer

formuna non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.2. <,>, V reel vektör uzay� üzerinde bir simetrik lineer form ve W,

V nin herhangi bir altuzay� olsun. <,> nin W üzerinde k�s�tlamas� <,>|w, negatif

tan�ml� olacak ³ekildeki en büyük boyutlu W altuzay�n�n boyutuna, <,> simetrik

bilineer formun indeksi denir ve ν ile gösterilir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.3. Bir V reel vektör uzay� üzerinde non-dejenere simetrik lineer forma

V reel vektör uzay� üzerinde bir skalar çarp�m denir ve üzerinde bir skalar çarp�m

tan�ml� olan V reel vektör uzay�na skalar çarp�m uzay� denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.4. V skalar çarp�m uzay�n�n indeksi v = 1 ve boyutu boyV ≥ 2 ise V

skalar çarp�m uzay�na bir Minkowski vektör uzay� denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.5. R3 , 3-boyutlu standart reel vektör uzay� olsun. ∀u , v ∈ R3 ve

u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ R3
1 olmak üzere

<,>: R3 ×R3 −→ R

(u, v) −→< u, v >= −u1v1 + u2v2 + u3v3

3



³eklinde tan�ml� dönü³üm

(i) Simetrik,

(ii) Bilineer,

(iii) non-dejenere (∀u ∈ R3 için < uT , uT >= 0⇒ u = 0) d�r.

R3 üzerinde tan�mlanan bu dönü³üme Minkowski metri§i denir ve R3
1 = {R3, <,>}

ikilisine de 3-boyutlu Minkowski uzay� ad� verilir ( O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.6. ∀u ∈ R3
1 için

(i) < u, u >< 0 ise u timelike vektör (zaman benzeri),

(ii) < u, u >> 0 veya u = 0 ise u spacelike vektör (uzay benzeri),

(iii) < u, u >= 0 ise u null vektör (�³�k benzeri)

denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.7. u, v ∈ R3
1 için u 6= 0 ve v 6= 0 olmak üzere < u, v >= 0 ise, bu

durumda u ve v vektörlerine ortogonal vektörler denir. E§er u timelike vektör ise bu

durumda v spacelike vektördür (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.8. ∀u ∈ R3
1 için u'nun normu

‖u‖ =
√
|< u, u >|

biçiminde tan�mlan�r (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.9. ∀u ∈ R3
1 için

(i) ‖u‖ > 0,

(ii) ‖u‖ = −1 ise u vektörüne birim timelike vektör,

(iii) ‖u‖ = 1 ise u vektörüne birim spacelike vektör,

(iv) u bir timelike vektör ise ‖u‖2 = − < u, u > ,

(v) u bir spacelike vektör ise ‖u‖2 =< u, u >

d�r (O'Neill 1983).

Teorem 2.1.10. u, v ∈ R3
1 için

(i) u, v ∈ R3
1 pozitif (negatif) timelike vektörler ise bu durumda

< u, v >= ‖u‖ ‖v‖ coshθ,
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olacak ³ekilde bir tek θ > 0 reel say�s� vard�r. Bu θ aç�s�na u ve v vektörleri aras�ndaki

Lorentzian timelike aç� denir.

(ii) u, v ∈ R3
1 de spacelike vektörler olsunlar. Bu durumda

< u, v >= |< u, v >| ≤ ‖u‖ ‖v‖

e³itsizli§i vard�r. E§er u ve v nin gerdi§i düzlem spacelike ise

< u, v >= ‖u‖ ‖v‖ cosθ,

olacak ³ekilde bir tek 0 ≤ θ ≤ π say�s� vard�r. Bu aç�ya u ve v vektörleri aras�ndaki

Lorentzian spacelike aç� denir.

(iii) u, v ∈ R3
1 de spacelike vektörler olsunlar. E§er u ve v nin gerdi§i düzlem timelike

ise

|< u, v >| > ‖u‖ ‖v‖

e³itsizli§i vard�r. Bu durumda

< u, v >= ‖u‖ ‖v‖ coshθ,

olacak ³ekilde bir tek θ > 0 reel say�s� vard�r. Bu aç�ya u ve v vektörleri aras�ndaki

Lorentzian spacelike aç� denir.

(iv) u ∈ R3
1 spacelike ve v ∈ R3

1 pozitif timelike vektörler olsunlar. Bu durumda

|< u, v >| = ‖u‖ ‖v‖ sinhθ,

olacak ³ekilde bir tek θ > 0 say�s� vard�r. Bu aç�ya u ve v vektörleri aras�ndaki

Lorentzian spacelike aç� denir

(Ratcli�e 1994).

Tan�m 2.1.11. R3
1, 3-boyutlu Minkowski uzay�nda iki vektör u = (u1, u2, u3) ve

v = (v1, v2, v3) olmak üzere,

(u2v3 − u3v2, u1v3 − u3v1, u2v1 − u1v2)

vektörüne u ve v nin vektörel çarp�m� (d�³ çarp�m) denir ve ei = (δi1, δi2, δi3) olmak

üzere

5



u× v = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 −e2 −e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
vektörel çarp�m�

e1 × e2 = −e3, e2 × e3 = e1, e3 × e1 = −e2

dir (O'Neill, 1983).

Teorem 2.1.12. ∀u, v, w ∈ R3
1 için

(i) < u× v, w >= −det(u, v, w),

(ii) (u× v)× w = − < u,w > v+ < v,w > u,

(iii) < u× v, u >= 0 ve < u× v, v >= 0,

(iv) < u× v, u× v >= − < u, u >< v, v > +(< u, v >)2

d�r (Turgut 1995).

Teorem 2.1.13. ∀u, v ∈ R3
1 için

(i) u ve v spacelike ise u× v bir timelike vektördür.

(ii) u spacelike ve v timelike ise u× v spacelike bir vektördür.

(iii) u spacelike ve v null vektör olmak üzere < u, v >= 0 ise u× v null vektör, e§er

< u, v >6= 0 ise u× v spacelike vektördür.

(iv) u ve v null vektör ise u× v spacelike vektördür.

(v) u timelike ve v null vektör ise u× v spacelike vektördür.

(vi) u ve v timelike vektör ise u× v spacelike vektördür

(Turgut 1995).

Tan�m 2.1.14. α : I ⊂ R −→ R3
1, α(s) = (α1(s), α2(s), α3(s)) diferensiyellenebilir

fonksiyona R3
1 de bir e§ri denir. Burada I aral�§�na α e§risinin parametre aral�§� ve

s ∈ I de§i³kenine de α e§risinin parametresi denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.15. α : I −→ R3
1 bir e§ri olsun. α e§risinin te§et vektörü T olmak üzere;

(i) < T, T >> 0 ise α e§risine spacelike e§ri,

6



(ii) < T, T >< 0 ise α e§risine timelike e§ri,

(iii) < T, T >= 0 ise α e§risine null e§ri denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.16. α : I ⊂ R −→ R3
1 bir e§ri olsun. E§er ∀s ∈ I için∥∥α′(s)∥∥ = 1

ise α e§risine birim h�zl� e§ri denir. Bu durumda, e§rinin s ∈ I parametresine yay

parametresi denir. a, b ∈ I olmak üzere α e§risinin α(a) ve α(b) noktalar� aras�ndaki

yay uzunlu§u ∫ b
a

∥∥α′∥∥ dt
d�r (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.17. Her noktas�ndaki h�z vektörü s�f�rdan farkl� olan e§riye regüler e§ri

denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.18. α = α(s) regüler birim h�zl� bir e§ri ve Frenet vektörleri T,N ve B

olsun.

(i) α timelike ise T timelike, N ve B spacelike vektörlerdir. Bu durumda Frenet

vektörleri, Frenet formülleri, e§rilikleri ve vektörel çarp�mlar� s�ras�yla

T (s) = α
′
(s), N(s) = T

′
(s)/κ(s), B(s) = −(T ×N)(s),

T
′
= κN, N(s) = κT − τB, B

′
= τN,

κ(s) =
√
|< T ′(s), T ′(s) >|,

τ(s) = (< α
′ × α′′ , α′′′ > /

∥∥α′ × α′′∥∥2)(s),
T ×N = −B, N ×B = T, B × T = −N

(2.1.1)

dir (Woestijne 1990).

(ii) α spacelike binormalli bir spacelike e§ri ise T spacelike, N timelike ve B spa-

celike olur. Bu durumda Frenet vektörleri, Frenet formülleri, e§rilikleri ve vektörel
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çarp�mlar� s�ras�yla

T (s) = α
′
(s), N(s) = T

′
(s)/κ(s), B(s) = −(T ×N)(s),

T
′
= κN, N

′
= κT + τB, B

′
= τN,

κ(s) =
√
|< T ′(s), T ′(s) >|,

τ(s) = −(< α
′ × α′′ , α′′′ > /

∥∥α′ × α′′∥∥2)(s),
T ×N = −B, N ×B = −T, B × T = N

(2.1.2)

dir (Woestijne 1990).

(iii) α timelike binormalli bir spacelike e§ri ise T ve N spacelike ve B timelike

olur. Bu durumda Frenet vektörleri, Frenet formülleri, e§rilikleri ve vektörel çarp�m

s�ras�yla

T (s) = α
′
(s), N(s) = T

′
(s)/κ(s), B(s) = (T ×N)(s),

T
′

= κN, N
′
= −κT + τB, B

′
= τN,

κ(s) =
√
< T ′(s), T ′(s) >,

τ(s) = (< α
′ × α′′ , α′′′ > /

∥∥α′ × α′′∥∥2)(s),
T ×N = B, N ×B = −T, B × T = −N

(2.1.3)

dir (Woestijne 1990).

Tan�m 2.1.19. Bir α e§risi üzerinde α(s) noktas� e§riyi çizerken bu noktadaki

T,N,B Frenet 3-ayakl�s� her s an�nda, (bir eksen etraf�nda) ani bir helis hareketi

yapt�§� kabul edilir ve bu eksene e§rinin α(s) noktas�ndaki Darboux(ani dönme)

8



ekseni denir. Bu eksenin yön ve do§rultusunu veren vektör,

W = τT + κB = N ×N ′

³eklinde olur ve bu vektöre Darboux vektörü ad� verilir (�ekil 1). B ileW aras�ndaki

aç� ϕ ile gösterilirse,

κ = ‖W‖ cosϕ,

τ = ‖W‖ sinϕ

d�r. W Darboux vektörü yönündeki birim vektör C ile gösterilirse

C = sinϕT + cosϕB

bulunur (Hac�saliho§lu 1983).

�ekil 2.1 Darboux Vektörü

Tan�m 2.1.20. α : I −→ R3
1, regüler birim h�zl� bir e§ri olsun. E§rinin her nokta-

s�nda bir {T,N,B} Frenet çat�s� vard�r ve Darboux vektörleri a³a§�daki gibidir:

(i) α,R3
1 de bir timelike e§ri olsun. Bu durumda Darboux vektörü

W = τT − κB (2.1.4)

dir.

(i.1) E§er W spacelike vektör ise (|κ| > |τ |) d�r.Bu durumda B ile W aras�ndaki

Lorentzian timelike aç� φ ve birim Darboux vektörü C ile gösterilirse

κ = ‖W‖ coshφ,

τ = ‖W‖ sinhφ

(2.1.5)
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ve

C = sinhφT − coshφB. (2.1.6)

dir.

(i.2) E§er W timelike vektör ise ‖W‖2 = −(κ2 − τ 2) olur. Bu durumda C birim

Darboux vektörü

κ = ‖W‖ sinhφ,

τ = ‖W‖ coshφ

(2.1.7)

ve

C = coshφT − sinhφB. (2.1.8)

dir.

(ii) α,R3
1 de spacelike binormalli bir spacelike e§ri ise Darboux vektörü

W = −τT + κB (2.1.9)

dir. Burada ‖W‖ =
√
|κ2 + τ 2| olaca§�ndan < W,W >> 0 olur. W spacelike vek-

tördür. B ile W aras�ndaki Lorentzian spacelike φ ve birim Darboux vektörü C ile

gösterilirse

κ = ‖W‖ coshφ,

τ = ‖W‖ sinhφ

(2.1.10)

ve

C = −sinφT + cosφB. (2.1.11)

dir.

(iii) α,R3
1 de timelike binormalli bir spacelike e§ri ise bu durumda Darboux vektörü
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W = τT − κB (2.1.12)

dir.

(iii.1) E§er W spacelike vektör ise ‖W‖2 = τ 2 − κ2 olur. -B ile W aras�ndaki

Lorentzian timelike φ ve birim Darboux vektörü C ile gösterilirse

κ = ‖W‖ sinhφ,

τ = ‖W‖ coshφ

(2.1.13)

ve

C = coshφT − sinhφB. (2.1.14)

dir.

(iii.2) E§er W timelike vektör ise ‖W‖2 = −(τ 2 − κ2) olur. Bu durumda

κ = ‖W‖ coshφ,

τ = ‖W‖ sinhφ

(2.1.15)

ve

C = sinhφT − coshφB. (2.1.16)

dir (Bilici and Çal�³kan 2011).
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3 T�MEL�KE E�R�LER�N �NVOLÜT E�R�LER�

3.1 Timelike E§rilerin �nvolüt E§rilerinin Temel Özellikleri

Tan�m 3.1.1. Birim h�zl� α : I −→ R3
1 e§risi ile ayn� aral�kta tan�ml�

α∗ : I −→ R3
1 e§risi verilsin. ∀s ∈ I için α e§risinin α(s) noktas�ndaki te§et vektörü

α∗(s) noktas�ndan geçiyorsa ve

< T (s), T ∗(s) >= 0

ise α∗ e§risine α e§risinin bir involütü denir (Sabuncuo§lu 2006).

Tan�m 3.1.2. Birim h�zl� α∗ : I −→ R3
1 e§risi ile ayn� aral�kta tan�ml�

α : I −→ R3
1 e§risi verilsin. ∀s ∈ I için α e§risinin α(s) noktas�ndaki te§et vektörü

α∗(s) noktas�ndan geçiyorsa ve

< T (s), T ∗(s) >= 0

ise α e§risine α∗ e§risinin bir evolütü denir (Sabuncuo§lu 2006).

Lemma 3.1.3. α : I −→ R3
1 e§risinin involütü α∗ : I −→ R3

1 e§risi ise α(s) ve α∗(s)

noktalar� aras�ndaki uzakl�k

d(α(s), α∗(s)) = |c− s| , c = sabit, ∀s ∈ I

d�r (Hac�saliho§lu 1983).

�spat �nvolüt e§ri tan�m�ndan α∗(s) = α(s) +λ(s)T (s) ³eklinde verilebilir. Buradan

türev al�n�rsa

(α∗)
′
(s) = (1 + λ

′
(s))T (s) + λ(s)κ(s)N(s)

bulunur. α∗ e§risi α e§risinin bir involütü oldu§undan〈
(α∗)

′
(s), T (s)

〉
= 0

olur. Burada (α∗)
′
(s) yerine yukar�daki e³iti yaz�l�rsa

1 + λ
′
(s) = 0
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ve buradan

λ(s) = −s+ c

elde edilir.

Tan�m 3.1.4. α,R3
1 de birim h�zl� timelike e§ri olsun. Bu durumda α∗ involüt e§risi

spacelike olur. α e§risinin Frenet vektörleri T timelike, N ve B spacelike vektörlerdir.

α∗ e§risinin Frenet vektörleri için

(i) T ∗ ve N∗ spacelike vektörler ve B∗ timelike vektördür.

(ii) T ∗ ve B∗ spacelike vektörler ve N∗ timelike vektördür.Bu durumda

< T, T >= −1 < T ∗, T ∗ >= +1,

< N,N >= +1 < N∗, N∗ >= ±1 = ε0,

< B,B >= +1 < B∗, B∗ >= ±1 = ε0

(3.1.1)

d�r (Bilici and Çal�³kan 2011).

Lemma 3.1.5. α∗ : I −→ R3
1 spacelike e§risi, α : I −→ R3

1 timelike e§risinin

involütü olsun. α∗ e§risinin e§rilikleri κ∗ ve τ ∗, α e§risinin e§rilikleri de κ ve τ ise

bu e§rilikler aras�nda

(κ∗)2 =
εo(τ

2 − κ2)
(c− s)2κ2

τ ∗ =
κτ
′ − κ′τ

|c− s|κ |κ2 − τ 2|
(3.1.2)

ba§�nt�lar� vard�r (Bilici and Çal�³kan 2011).

Teorem 3.1.6. α∗ : I −→ R3
1 spacelike e§risi, α : I −→ R3

1 timelike e§risinin

bir involütü ve Frenet çat�lar� s�ras�yla {T ∗, N∗, B∗} ve {T,N,B} olsun. α e§risinin

Frenet vektörleri aras�nda
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(i) W spacelike bir vektör (|κ| > |τ |) ise



T ∗

N∗

B∗


=



0 1 0

−coshθ 0 sinhθ

−sinhθ 0 coshθ





T

N

B


(3.1.3)

,

(ii) E§er W timelike bir vektör (|κ| < |τ |) ise

T ∗

N∗

B∗


=



0 1 0

sinhθ 0 −coshθ

−coshθ 0 sinhθ





T

N

B


(3.1.4)

ba§�nt�lar� vard�r (Bilici and Çal�³kan 2011).

�spat (i) α∗ e§risi, α e§risinin involütü ise

α∗ = α(s) + λT (s), λ = c− s, α
′
= T (c = sabit) (3.1.5)

yaz�labilir. α ve α∗ e§rilerinin yay parametreleri s ve s∗ olmak üzere iki taraf�nda s

parametresine göre türevi al�n�r ve Frenet formüllerinden T
′

= κN oldu§u dikkate

al�n�rsa

(α∗)
′
=
dα∗

ds
=
dα∗

ds∗
ds∗

ds
= T ∗ds

∗

ds
= λκN

elde edilir. Buradan

ds∗

ds
= λκ

olur. O halde

T ∗ = N (3.1.6)
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elde edilir. (α∗)
′
tekrar türevi al�n�r ve (α∗)

′ × (α∗)
′′
vektörel çarp�m� hesaplan�rsa

(α∗)
′′

= λκ2T + (λκ
′ − κ)N − λκτB,

(α∗)
′ × (α∗)

′′
= −λ2κ2τT + λ2κ3B

olur. Norm hesaplan�rsa

∥∥(α∗)
′ × (α∗)

′′∥∥ = λ2κ2
√
|κ2 − τ 2|

bulunur. (2.1.4) ba§�nt�s�ndan

∥∥(α∗)
′ × (α∗)

′′∥∥ = λ2κ2 ‖W‖

olur. Buradan B∗ binormal vektörü

B∗ =
1

‖(α∗)′ × (α∗)′′‖
((α∗)

′ × (α∗)
′′
),

B∗ = − τ

‖W‖
T +

κ

‖W‖
B

(3.1.7)

olur. W spacelike vektör oldu§undan (2.1.5) ve (2.1.14) e³itliklerinden

B∗ = −sinhθT + coshθB. (3.1.8)

elde edilir, N∗ = B∗ × T ∗ oldu§undan

N∗ = −coshθT + sinhθB (3.1.9)

dir. (3.1.6) , (3.1.8) ve (3.1.9) denklemleri matris formunda ifade edilirse (3.1.3)

denklemi elde edilir.

(ii) (i) nin ispat�na benzer olarak yap�l�r.
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Sonuç 3.1.7. α∗ e§risi, α timelike e§risinin involütü olsun.

(i) W spacelike vektör (|κ| > |τ |) ise

{T timelike, N spacelike, B spacelike}

ve

{T ∗ spacelike, N∗ timelike, B∗ spacelike}

(ii) W timelike bir vektör (|κ| < |τ |) ise

{T timelike, N spacelike, B spacelike}

ve

{T ∗ spacelike, N∗ spacelike, B∗ timelike}

biçimindedir (Bilici and Çal�³kan 2011).

Teorem 3.1.8. α∗ spacelike e§risi, α timelike e§risinin involütü olsun. α ve α∗

e§rilerinin Darboux vektörleri s�ras�yla W ve W ∗ ise

(i) |κ| > |τ | ise W ∗ =
1

κ |c− s|
(−θ′N −W )

(ii) |κ| < |τ | ise W ∗ =
1

κ |c− s|
(−θ′N +W )

(3.1.10)

dir (Bilici and Çal�³kan 2011).

�spat (i) (2.1.9) e³itli§inden α∗ e§risinin Darboux vektörü

W ∗ = −τ ∗T ∗ + κ∗B∗ (3.1.11)

³eklindedir. (3.1.2) ve (3.1.3) ifadesi (3.1.11) de kullan�l�rsa

W ∗ =
κ
′
τ − κτ ′

κ |c− s| (κ2 − τ 2)
N +

√
|κ2 − τ 2|
κ2(c− s)2

(−sinhθT + coshθB),

W ∗ =
(
κ

τ
)
′
τ 2

κ |c− s| (κ2 − τ 2)
N +

√
|κ2 − τ 2|
κ |c− s|

(−sinhθT + coshθB)

(3.1.12)
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bulunur. (3.1.12) denkleminde (2.1.5) e³itli§i kullan�ld�§�nda

W ∗ =
1

κ |c− s|
(−θ′N − τT − κB)

W ∗ =
1

κ |c− s|
(−θ′N −W )

(3.1.13)

elde edilir.

(ii) (i) nin ispat�na benzer olarak yap�l�r.

Sonuç 3.1.9. α∗ : I −→ R3
1 spacelike e§risi, α : I −→ R3

1 timelike e§risinin involütü

olsun. E§er α evolüt e§risi bir helis e§risi ise α∗ ve α e§rilerinin Darboux vektörleri

aras�nda

(i) |κ| > |τ | ise W ∗ = − 1

κ |c− s|
W,

(ii) |κ| < |τ | ise W ∗ =
1

κ |c− s|
W

ba§�nt�lar� vard�r (Bilici and Çal�³kan 2011).

�spat (i) α evolüt e§risi bir helis e§risi ise

τ

κ
= tanhθ = sabit

dir. Bu takdirde

θ
′
= 0 (3.1.14)

olacakt�r. (3.1.14) denklemi Teorem (3.1.7)(i) de yerine yaz�l�rsa

W ∗ = − 1

κ |c− s|
W

elde edilir.

(ii) (i)'nin ispat�na benzer olarak yap�l�r.
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Teorem 3.1.10. α∗ : I −→ R3
1 e§risi α : I −→ R3

1 timelike e§risinin involütü ve

birim Darboux vektörleri s�ras�yla C∗ ve C olsun. Bu vektörler aras�nda

(i) |κ| > |τ | ise C∗ = − θ
′√

|θ′2 + κ2 − τ 2|
N +

|κ2 − τ 2|√
|θ′2 + κ2 − τ 2|

C,

(ii) |κ| < |τ | ise C∗ = − θ
′√

|θ′2 + κ2 − τ 2|
N +

|τ 2 − κ2|√
|θ′2 + κ2 − τ 2|

C

(3.1.15)

ba§�nt�lar� vard�r (Bilici and Çal�³kan 2011).

�spat (i) B∗ binormal vektörü ile W ∗ Darboux vektörü aras�ndaki Lorentzian aç�

θ∗ olmak üzere (2.1.11) e³itli§inden spacelike binormalli spacelike e§rinin birim

Darboux vektörü

C∗ = −sinθ∗T ∗ + cosθ∗B∗ (3.1.16)

olacakt�r. α∗ e§risinin e§rilik ve burulmas� (2.1.10) e³itli§inden

κ∗ = ‖W ∗‖ cosθ∗, τ ∗ = ‖W ∗‖ sinθ∗ (3.1.17)

³eklindedir. (3.1.2) ve (3.1.10) e³itlikleri (3.1.17) e³itli§inde kullan�l�rsa

sinθ∗ =
θ
′√

|θ′2 + κ2 − τ 2|
, cosθ∗ =

√
|κ2 − τ 2|√

|θ′2 + κ2 − τ 2|
(3.1.18)

elde edilir. (3.1.18) de verilen e³itlikler (3.1.16) da yerine yaz�l�rsa

C∗ = − θ
′√

|θ′2 + κ2 − τ 2|
N +

|κ2 − τ 2|√
|θ′2 + κ2 − τ 2|

C

elde edilir.

(ii) (i) nin ispat�na benzer olarak yap�l�r.

18



4 M�NKOWSK� 3-UZAYDA T�MEL�KE E�R�LER�N �NVOLÜT

E�R�LER�NE A�T FRENET ÇATISINA GÖRE NULL

OLMAYAN SMARANDACHE E�R�LER�

Bu bölüm çal�³man�n orjinal k�sm�n� olu³turmaktad�r. Burada α∗ : I −→ R3
1 e§risi,

α : I −→ R3
1 timelike e§risinin bir involütü olmak üzere, konum vektörü involüt

e§risinin Frenet çat�lar� taraf�ndan olu³turulan null olmayan regüler Smarandache

e§rileri,

β1 = βT ∗N∗(s) =
1√
2

(T ∗ +N∗) T ∗N∗ Smararandache e§risi

β2 = βN∗B∗(s) =
1√
2

(N∗ +B∗) N∗B∗ Smararandache e§risi

β3 = βT ∗B∗(s) =
1√
2

(T ∗ +B∗) T ∗B∗ Smararandache e§risi

β4 = βT ∗N∗B∗(s) =
1√
2

(T ∗ +N∗ +B∗) T ∗N∗B∗ Smararandache e§risi

β5 = βN∗C∗(s) =
1√
2

(N∗ + C∗) N∗C∗ Smararandache e§risi

³eklinde gösterilecek ve bu e§rilerin Frenet vektörleri, e§rilik ve burulmalar� evolüt

e§risinin Frenet elemanlar�na ba§l� olarak ifade edilecektir.

4.1 T ∗N∗ Smarandache E§risi

Tan�m 4.1.1. Herhangi bir e§rinin Frenet vektörleri konum vektörü olarak al�nd�-

§�nda bu vektörlerin lineer birle³imi olarak yaz�lan vektörün çizdi§i regüler e§riye

Smarandache e§risi denir (Turgut and Y�lmaz 2008).

Tan�m 4.1.2. α∗ : I −→ R3
1 e§risi, birim h�zl� α timelike e§risinin involütü ve α∗(s)

e§risinin Frenet çat�s� {T ∗, N∗, B∗} olsun. Bu durumda

β1(s) =
1√
2

(T ∗ +N∗) (4.1.1)
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³eklindedir. Burada T ∗ ve N∗ '�n yerine (3.1.3) ve (3.1.4) den kar³�l�klar� yaz�l�rsa

β1(s) e§risi

β1(s) =
1√
2

(−coshθT +N + sinhθB) (4.1.2)

β1(s) =
1√
2

(−sinhθT +N − coshθB) (4.1.3)

olur.

Teorem 4.1.3. (4.1.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ1 , Nβ1 ve Bβ1 ile gösterilirse

Tβ1 =
(−θ′sinhθ + κ)T − ‖W‖N + (θ

′
coshθ − τ)B

|θ′|
,

Nβ1 =
ω1T + ω2N + ω3B√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)
,

B1 = εTβ1εNβ1



(−‖W‖w3 − (θ
′
coshθ − τ)ω2)T

|θ′ |
√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)

−((θ
′
coshθ − τ)ω1 + (θ

′
sinhθ − κ)ω3)N

|θ′|
√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)

−(‖W‖ω1 − (θ
′
sinhθ − κ)ω2)B

|θ′|
√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)

,


³eklindedir. Burada

ω1 = (−θ′′sinhθ − θ′2coshθ + κ
′ − κ ‖W‖)

∣∣θ′∣∣− ∣∣θ′∣∣′ (−θ′sinhθ + κ),

ω2 = (‖W‖2 − ‖W‖
′
)
∣∣θ′∣∣+

∣∣θ′∣∣′ ‖W‖ ,
ω3 = (θ

′′
coshθ + θ

′2
sinhθ − τ ′ + τ ‖W‖)

∣∣θ′∣∣− ∣∣θ′∣∣′ (θ′coshθ − τ),

εTβ1 =< Tβ1 , Tβ1 >= ±1 ve εNβ1
=< Nβ1 , Nβ1 >= ±1 dir.
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�spat: (4.1.2) ba§�nt�s� ile verilen β1 e§risinin sβ1 yay parametresine göre türevi

al�n�rsa

β
′
1 = Tβ1

dsβ1
ds

=
1√
2

((−θ′sinhθ + κ)T − ‖W‖N + (θ
′
coshθ − τ)B) (4.1.4)

ve 〈
β
′
1, β

′
1

〉
=
θ
′2

2
(4.1.5)

bulunur. Bu durumda
θ
′2

2
> 0 oldu§undan β1 spacelike e§ri olacakt�r. ∃θ

′ ∈ R için

θ
′2

2
6= 1 oldu§undan β1 e§risi s ye göre yay parametreli de§ildir. Fakat β1 e§risini

sβ1 e göre yay parametreli kabul edece§iz. Bu durumda (4.1.4) ifadesinin normu

al�n�rsa

dsβ1
ds

=

∣∣θ′∣∣
√

2

(4.1.6)

³eklinde bulunur. Bulunan bu ifade (4.1.4) ifadesinde yerine yaz�l�rsa β1 e§risinin

te§et vektörü

Tβ1(s) =
(−θ′sinhθ + κ)T − ‖W‖N + (θ

′
coshθ − τ)B

|θ′|
(4.1.7)

³eklinde olur. (4.1.7) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa

ω1 = (−θ′′sinhθ − θ′2coshθ + κ
′ − κ ‖W‖)

∣∣θ′∣∣− ∣∣θ′∣∣′ (−θ′sinhθ + κ),

ω2 = (‖W‖2 − ‖W‖
′
)
∣∣θ′∣∣+

∣∣θ′∣∣′ ‖W‖ ,
ω3 = (θ

′′
coshθ + θ

′2
sinhθ − τ ′ + τ ‖W‖)

∣∣θ′∣∣− ∣∣θ′∣∣′ (θ′coshθ − τ)

(4.1.8)

olmak üzere T
′

β1
(s) türevinin evolüt e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β1
=

√
2(w1T + w2N + w3B)

|θ′ |3
(4.1.9)

³eklinde bulunur. β1 e§risinin aslinormali Nβ1 ile gösterilirse (4.1.9) ba§�nt�s�ndan

Nβ1 =
T
′

β1∥∥T ′β1∥∥ =
ω1T + ω2N + ω3B√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)
, (4.1.10)
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³eklindedir. Bβ1 = εTβ1εNβ1
(Tβ1 ×Nβ1) oldu§undan Bβ1 binormal vektörünün evolüt

e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

B1 = εTβ1εNβ1



(−‖W‖w3 − (θ
′
coshθ − τ)ω2)T

|θ′|
√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)

−((θ
′
coshθ − τ)ω1 + (θ

′
sinhθ − κ)ω3)N

|θ′ |
√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)

−(‖W‖ω1 − (θ
′
sinhθ − κ)ω2)B

|θ′|
√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)

,


(4.1.11)

³eklinde bulunur.

Teorem 4.1.4. (4.1.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilik ve

burulmas� s�ras�yla κβ1 ve τβ1 ile gösterilirse

κβ1 =

√
2

|θ′|3
√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3),

τβ1 =

√
2εNβ1

(w̃1Ω1 + w̃2Ω2 + w̃3Ω3)

−w̃1
2 + w̃2

2 + w̃3
2

³eklindedir. Burada

w̃1 = −‖W‖ (θ
′′
coshθ + θ

′2
sinhθ − τ ′ + τ ‖W‖)− (θ

′
coshθ − τ)(‖W‖2 − ‖W‖

′
),

w̃2 = (−θ′sinhθ + κ)θ
′′
coshθ + (θ

′2
sinhθ − τ ′ + τ ‖W‖)

−(θ
′
coshθ − τ)(−θ′′sinhθ − θ′2coshθ + κ

′ − κ ‖W‖),

w̃3 = −‖W‖ (−θ′′sinhθ − θ′2coshθ + κ
′ − κ ‖W‖) + (θ

′
sinhθ − κ)(‖W‖2 − ‖W‖

′
)

ve
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Ω1 = −θ′′′sinhθ − 3θ
′′
θ
′
coshθ − θ′3sinhθ + κ

′′
+ κ

′ ‖W‖+ κ ‖W‖2 ,

Ω2 = −θ′2 ‖W‖+ κκ
′ − ττ ′ + ‖W‖3 + 2 ‖W‖ ‖W‖

′
− ‖W‖

′′
,

Ω3 = θ
′′′
coshθ + 3θ

′′
θ
′
sinhθ − θ′3coshθ + τ

′′
+ τ

′ ‖W‖ − τ ‖W‖2

dir.

�spat: (4.1.9) ba§�nt�s�ndan κβ1 e§rili§i

κβ1 =
∥∥T ′β1∥∥ =

√
2

|θ′|3
√
εNβ1

(−ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)

³eklinde bulunur. β
′
1, β

′′
1 , β

′′′
1 de§erleri yerine yaz�l�r ve gerekli hesaplamalar yap�l�rsa

w̃1 = −‖W‖ (θ
′′
coshθ + θ

′2
sinhθ − τ ′ + τ ‖W‖)

−(θ
′
coshθ − τ)(‖W‖2 − ‖W‖

′
),

w̃2 = (−θ′sinhθ + κ)θ
′′
coshθ + (θ

′2
sinhθ − τ ′ + τ ‖W‖)

−(θ
′
coshθ − τ)(−θ′′sinhθ − θ′2coshθ + κ

′ − κ ‖W‖ , )

w̃3 = −‖W‖ (−θ′′sinhθ − θ′2coshθ + κ
′ − κ ‖W‖)

+(θ
′
sinhθ − κ)(‖W‖2 − ‖W‖

′
)

(4.1.12)

olmak üzere

β
′
1 × β

′′
1 =

w̃1T + w̃2N + ˜w3B

2
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ve

Ω1 = −θ′′′sinhθ − 3θ
′′
θ
′
coshθ − θ′3sinhθ + κ

′′
+ κ

′ ‖W‖+ κ ‖W‖2 ,

Ω2 = −θ′2 ‖W‖+ κκ
′ − ττ ′ + ‖W‖3 + 2 ‖W‖ ‖W‖

′
− ‖W‖

′′
,

Ω3 = θ
′′′
coshθ + 3θ

′′
θ
′
sinhθ − θ′3coshθ + τ

′′
+ τ

′ ‖W‖ − τ ‖W‖2

(4.1.13)

olmak üzere

β
′′′
1 =

Ω1T + Ω2N + Ω3B√
2

³eklinde elde edilir. Bu durumda β1 e§risinin burulmas� τβ1 ile gösterilirse

τβ1 = εNβ1

〈
β
′
1 × β

′′
1 , β

′′′
1

〉∥∥β ′1 × β ′′2∥∥2 ,

τβ1 =

√
2 εNβ1

( ˜−w1Ω1 + w̃2Ω2 + w̃3Ω3)

−w̃1
2 + w̃2

2 + w̃3
2

(4.1.14)

³eklinde elde edilir.

Sonuç 4.1.5. (4.1.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ1 , Nβ1 ve Bβ1 ile gösterilirse

Tβ1(s) =
(θ
′
coshθ + κ)T − ‖W‖N − (θ

′
sinhθ + τ)B√∣∣2 |W |2 − θ′2∣∣ ,

Nβ1 =
∧1T + ∧2N + ∧3B√
εNβ1

(− ∧2
1 + ∧22 +∧23)

,
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B1 = εTβ1εNβ1



(−‖W‖ ∧3 +(θ
′
sinhθ + τ)∧2)T√∣∣2 |W |2 − θ′2∣∣√− ∧2

1 + ∧22 +∧23

−((θ
′
sinhθ + τ) ∧1 +(θ

′
coshθ + κ)∧3)N√∣∣2 |W |2 − θ′2∣∣√− ∧2

1 + ∧22 +∧23

− (‖W‖ ∧1 +(θ
′
coshθ + κ)∧2)B√∣∣2 |W |2 − θ′2∣∣√− ∧2

1 + ∧22 +∧23
,


³eklindedir. Burada

∧1 = (θ
′′
coshθ + θ

′2
sinhθ + κ

′ − κ ‖W‖)(
√∣∣2 ‖W‖2 − θ′2∣∣)

−(
√∣∣2 ‖W‖2 − θ′2∣∣)′(θ′coshθ + κ),

∧2 = (−‖W‖2 − ‖W‖
′
)(
√∣∣2 ‖W‖2 − θ′2∣∣)

+(
√∣∣2 ‖W‖2 − θ′2∣∣)′ ‖W‖

∧3 = (−θ′′′sinhθ + (θ
′2
coshθ + τ

′
+ τ ‖W‖)

√∣∣2 ‖W‖2 − θ′2∣∣)
+(
√∣∣2 ‖W‖2 − θ′2∣∣)′(θ′sinhθ + τ)

dir.

Sonuç 4.1.6. (4.1.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilikleri κβ1
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ve τβ1 ile gösterilirse

κβ1 =

√
2 εNβ1

(− ∧21 + ∧22 +∧23)∣∣∣2 ‖W‖2 − θ′2∣∣∣ 32

τβ1 =

√
2 εNβ1

(−∧̃1Ω̃1 + ∧̃2Ω̃2 + ∧̃3Ω̃3)

−∧̃21 + ∧̃22 + ∧̃23

³eklindedir. Burada

∧̃1 = ‖W‖ (θ
′′
sinhθ + θ

′2
sinhθ − τ ′ + τ ‖W‖)

−(θ
′
sinhθ + τ)(|W |2 + |W |

′
),

∧̃2 = (θ
′
sinhθ + τ)(θ

′′
coshθ + θ

′2
sinhθ + κ

′ − κ ‖W‖)

−(θ
′
coshθ + κ)(θ

′′
sinhθ + θ

′2
coshθ + τ

′ − τ ‖W‖),

∧̃3 = −‖W‖ (θ
′′
coshθ + (θ

′2
sinhθ + κ

′ − κ ‖W‖)

+(θ
′
coshθ + κ)(‖W‖2 + ‖W‖

′
)

ve

Ω̃1 = θ
′′′
coshθ + 3θ

′′′
θ
′
sinhθ + θ

′3
coshθ + κ

′′

−2κ ‖W‖
′
− κ′ ‖W‖ − κ ‖W‖2 ,

Ω̃2 = −θ′2 ‖W‖+ κκ
′ − ττ ′ + ‖W‖3 − 2 ‖W‖ ‖W‖

′
− ‖W‖

′′

Ω̃3 = −θ′′′sinhθ − 3θ
′′
θ
′
coshθ − θ′3sinhθ − τ ′′ + 2τ ‖W‖

′

+τ
′ ‖W‖+ τ ‖W‖2

dir.
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Sonuç 4.1.7. (4.1.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risi spacelike bir e§-

ridir.

Sonuç 4.1.8. (4.1.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risi spacelike veya

timelike bir e§ridir.

4.2 N∗B∗ Smarandache E§risi

Tan�m 4.2.1. α∗ : I −→ R3
1 e§risi, birim h�zl� α timelike e§risinin involütü ve α∗(s)

e§risinin Frenet çat�s� {T ∗, N∗, B∗} olsun. Bu durumda

β2 =
1√
2

(N∗ +B∗) (4.2.1)

³eklindedir. Burada N∗ ve B∗ ' �n yerine (3.1.3) ve (3.1.4) den kar³�l�klar� yaz�l�rsa

β2 e§risi

β2(s) =
(−(sinhθ + cosh)T + (sinhθ + coshθ)B)√

2

(4.2.2)

β2(s) =
(sinhθ − cosh)T + (sinhθ − coshθ)B√

2

(4.2.3)

olur.

Teorem 4.2.2. (4.2.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ2 , Nβ2 ve Bβ2 ile gösterilirse

Tβ2(s) =
−θ′(coshθ + sinhθ)T − ‖W‖N + θ

′
(coshθ + sinhθ)B

‖W‖

Nβ2 =
δ1T + δ2N + δ3B√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)
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B2 = εTβ2εNβ2



(−‖W‖ δ3 − θ
′
(coshθ + sinhθ)δ2)T

‖W‖
√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)

−(θ
′
(coshθ + sinhθ)(δ1 + δ3))N

‖W‖
√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)

−(‖W‖ δ1 − θ
′
(coshθ + sinhθ)δ2)B

‖W‖
√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)


³eklindedir. Burada

δ1 = −((θ
′2

+ θ
′′
)(coshθ + sinhθ) + ‖W‖κ) ‖W‖+ θ

′
(coshθ + sinhθ) ‖W‖

′

δ2 = −θ′ ‖W‖2

δ3 = ((θ
′′

+ θ
′2

)(coshθ + sinhθ) + ‖W‖ τ) ‖W‖ − θ′(coshθ + sinhθ) ‖W‖
′
,

εTβ2 =< Tβ2 , Tβ2 >= ±1 ve εNβ2
=< Nβ2 , Nβ2 >= ±1 dir.

�spat: (4.2.2) ba§�nt�s� ile verilen β2 e§risinin sβ2 yay parametresine göre türevi

al�n�rsa

β
′
2(s) = Tβ2

dsβ2
ds

=
1√
2

(−θ′(coshθ + sinhθ)T − ‖W‖N

+θ
′
(coshθ + sinhθ)B

(4.2.4)

ve 〈
β
′

2, β
′

2

〉
=
‖W‖2

2
(4.2.5)
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bulunur. Bu durumda
‖W‖2

2
> 0 oldu§undan β2 spacelike bir e§ri olacakt�r.

∃ ‖W‖ ∈ R için
‖W‖2

2
6= 1 oldu§undan β2 e§risi s'ye göre yay parametreli de§ildir.

Fakat β2 e§risini sβ2 ' e göre yay parametreli kabul edece§iz. Bu durumda (4.2.4)

ifadesinin normu al�n�rsa

dsβ2
ds

=
‖W‖√

2

(4.2.6)

³eklinde bulunur. Bulunan bu ifade (4.2.4) ifadesinde yerine yaz�l�rsa β2 e§risinin

te§et vektörü

Tβ2(s) =
−θ′(coshθ + sinhθ)T − ‖W‖N + θ

′
(coshθ + sinhθ)B

‖W‖
(4.2.7)

³eklindedir. (4.2.7) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa

δ1 = −((θ
′2

+ θ
′′
)(coshθ + sinhθ) + ‖W‖κ) ‖W‖

+θ
′
(coshθ + sinhθ) ‖W‖

′
,

δ2 = −θ′ ‖W‖2

δ3 = ((θ
′′

+ θ
′2

)(coshθ + sinhθ) + ‖W‖ τ) ‖W‖

−θ′(coshθ + sinhθ) ‖W‖
′

(4.2.8)

olmak üzere T
′

β2
(s) türevinin evolüt e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β2(s)
=

√
2

‖W‖3
(δ1T + δ2N + δ3B) (4.2.9)

³eklinde bulunur. β2 e§risinin aslinormali Nβ2 ile gösterilirse (4.2.9) ba§�nt�s�ndan

Nβ2 =
T
′

β2∥∥T ′β1∥∥ =
δ1T + δ2N + δ3B√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)
, (4.2.10)
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³eklindedir. Bβ2 = εTβ2εNβ2
(Tβ2 ×Nβ2) oldu§undan Bβ2 binormal vektörünün evolüt

e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

B2 = εTβ2εNβ2



(−‖W‖ δ3 − θ
′
(coshθ + sinhθ)δ2)T

‖W‖
√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)

−(θ
′
(coshθ + sinhθ)(δ1 + δ3))N

‖W‖
√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)

−(‖W‖ δ1 − θ
′
(coshθ + sinhθ)δ2)B

‖W‖
√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)



(4.2.11)

³eklinde elde edilir.

Teorem 4.2.3. (4.2.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilik ve

burulmas� s�ras�yla κβ2 ve τβ2 ile gösterilirse

κβ2 =

√
2

‖W‖3
√
εNβ2

(−δ21 + δ22 + δ23)

τβ2 =

√
2 εNβ2

(−δ̃1ψ1 + δ̃2ψ2 + δ̃3ψ3)

−δ̃1 + δ̃2 + δ̃3

³eklindedir. Burada

δ̃1 = (coshθ + sinhθ)(θ
′′ ‖W‖ − θ′ ‖W‖

′
) + τ ‖W‖2 ,

δ̃2 = θ
′ ‖W‖ (coshθ + sinhθ)(κ+ τ),

δ̃3 = (coshθ + sinhθ)(−θ′′ ‖W‖ − θ′ ‖W‖
′
) + κ ‖W‖2

30



ve



ψ1 = −(coshθ + sinhθ)(θ
′′′

+ 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

)

−κ′ ‖W‖ − 2κ ‖W‖
′
− θ′κ ‖W‖

ψ2 = −2θ
′ ‖W‖ − θ′2 ‖‖ − θ′ ‖W‖

′
− ‖W‖

′′
− ‖W‖3

ψ3 = (coshθ + sinhθ)(θ
′′′

+ 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

+ τ
′ ‖W‖

+2τ ‖W‖
′
+ θ

′
τ ‖W‖)

dir.

�spat: (4.2.9) ba§�nt�s�ndan κβ2 e§rili§i

κβ2 =
∥∥T ′β2∥∥ =

√
2

‖W‖3
√
εNβ1

(−δ21 + δ22 + δ23)

³eklinde bulunur. β
′
2, β

′′
2 ve β

′′′
2 de§erleri yerine yaz�l�r ve gerekli hesaplamalar yap�-

l�rsa

ζ̃1 = (coshθ − sinhθ)(−θ′′ ‖W‖+ θ
′ ‖W‖

′
)− τ ‖W‖2

ζ̃2 = θ
′ ‖W‖ (coshθ − sinhθ)(κ+ τ)

ζ̃3 = (coshθ − sinhθ)(−θ′′ ‖W‖+ θ
′ ‖W‖

′
) + κ ‖W‖2

(4.2.12)

olmak üzere

β
′

2 × β
′′

2 =
ζ̃1T + ζ̃2N + ζ̃3B

2

ve
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ξ1 = (coshθ − sinhθ)(θ′′′ − 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

)− κ′ ‖W‖

−2κ ‖W‖
′
+ θ

′
κ ‖W‖ ,

ξ2 = 2θ
′′ ‖W‖ − θ′2 ‖W‖+ θ

′ ‖W‖
′

−‖W‖
′′

+ ‖W‖3 ,

ξ3 = (coshθ − sinhθ)(θ′′′ − 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

)

+τ
′ ‖W‖+ 2τ ‖W‖

′
− θ′τ ‖W‖

(4.2.13)

olmak üzere

β
′′′

2 =
ξ1T + ξ2N + ξ3B√

2

bulunur. Bu durumda β2 e§risinin burulmas� τβ2 ,

τβ2 = εNβ2

〈
β
′
2 × β

′′
2 , β

′′′
2

〉∥∥β ′2 × β ′′2∥∥2 ,

τβ2 =

√
2 εNβ1

(−̃ζ1ξ1 + ζ̃2ξ2 + ζ̃3ξ3)

−ζ̃1 + ζ̃2 + ζ̃3

³eklinde elde edilir.

Sonuç 4.2.4. (4.2.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ2 , Nβ2 ve Bβ2 ile gösterilirse
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Tβ2 =
θ
′
(coshθ − sinhθ)T − ‖W‖N + θ

′
(coshθ − sinhθ)B

‖W‖
,

Nβ2 =
ζ1T + ζ2N + ζ3B√
εNβ2

(−ζ21 + ζ22 + ζ23 )
,

B2 = εTβ2εNβ2



−(‖W‖ ζ3 − ζ2θ
′
(coshθ − sinhθ))T

‖W‖
√
εNβ2

(−ζ21 + ζ22 + ζ23 )

+
(θ
′
(coshθ − sinhθ)(ζ3 − ζ1))N

‖W‖
√
εNβ2

(−ζ21 + ζ22 + ζ23 )

−(θ
′
(coshθ − sinhθ)ζ2 − ‖W‖ ζ1)B

‖W‖
√
εNβ2

(−ζ21 + ζ22 + ζ23 )


³eklinde bulunur. Burada

ζ1 = ((θ
′′ − θ′2)(coshθ − sinh θ)− ‖W‖κ) |‖W‖| − ‖W‖

′
θ
′
(coshθ − sinhθ),

ζ2 = θ
′ ‖W‖2 ,

ζ3 = ((θ
′′ − θ′2)(coshθ − sinhθ) + ‖W‖ τ) ‖W‖ − ‖W‖

′
θ
′
(coshθ − sinhθ)

dir.

Sonuç 4.2.5. (4.2.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilikleri κβ2

33



ve τβ2 ile gösterilirse

κβ2 =

√
2 εNβ2

(−ζ21 + ζ22 + ζ23 )

‖W‖3
,

τβ2 =

√
2 εNβ1

(ζ̃1ξ1 + ζ̃2ξ2 + ζ̃3ξ3)

−ζ̃1 + ζ̃2 + ζ̃3

³eklindedir. Burada

ζ̃1 = (coshθ − s, nhθ)(−θ′′ ‖W‖+ θ
′ ‖W‖

′
)− τ ‖W‖2

ζ̃2 = θ
′ ‖W‖ (coshθ − sinhθ)(κ+ τ)

ζ̃3 = (coshθ − sinhθ)(−θ′′ ‖W‖+ θ
′ ‖W‖

′
) + κ ‖W‖2

ve



ξ1 = (coshθ − sinhθ)(θ′′′ − 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

)− κ ‖W‖ − 2κ ‖W‖
′
+ θ

′
κ ‖W‖

ξ2 = 2θ
′′ ‖W‖ − θ′2 ‖W‖+ θ

′ ‖‖
′
+ ‖W‖

′′
+ ‖W‖3

ξ3 = (coshθ − sinhθ)(θ′3 − 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

) + τ
′ ‖W‖+ 2τ ‖W‖

′
− θ′τ ‖W‖

d�r.

Sonuç 4.2.6. (4.2.2) ve (4.2.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§rileri spa-

celike e§rilerdir.

4.3 T ∗B∗ Smarandache E§risi

Tan�m 4.3.1. α∗ : I −→ R3
1 e§risi, birim h�zl� α timelike e§risinin involütü ve α∗(s)

e§risinin Frenet çat�s� {T ∗, N∗, B∗} olsun. Bu durumda

β3 =
1√
2

(T ∗ +B∗) (4.3.1)
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³eklindedir. Burada T ∗ ve B∗ �n yerine (3.1.3) ve (3.1.4) 'den kar³�l�klar� yaz�l�rsa β3

e§risi

β3(s) =
1√
2

(−sinhθT +N + coshθB) (4.3.2)

β3(s) =
1√
2

(−coshθT +N + sinhθB) (4.3.3)

olur.

Teorem 4.3.2. (4.3.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ3 , Nβ3 ve Bβ3 ile gösterilirse

Tβ3(s) =
(κ− θ′coshθ)T + (θ

′
sinhθ − τ)B

|θ′ − ‖W‖|
,

Nβ3 =
φ1T + φ2N + φ3B√
−φ21 + φ22 + φ23

,

B3 =



((θ
′
sinhθ − τ)φ2)T

|θ′ − ‖W‖|
√
−φ21 + φ22 + φ23

+
((θ
′
coshθ − κ)φ3 + (θ

′
sinhθ − τ)φ1)N

|θ′ − ‖W‖|
√
−φ21 + φ22 + φ23

− ((θ
′
coshθ − κ)φ2)B

|θ′ − ‖W‖|
√
−φ21 + φ22 + φ23
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³eklindedir. Burada

φ1 = (−θ′′coshθ − θ′2sinhθ + κ
′
)
∣∣θ′ − ‖W‖∣∣+

∣∣θ′ − ‖W‖∣∣′ (θ′coshθ − κ),

φ2 = (−θ′ ‖W‖+ ‖W‖2)
∣∣θ′ − ‖W‖∣∣ ,

φ3 = (θ
′′
sinhθ + θ

′2
coshθ − τ ′)

∣∣θ′ − ‖W‖∣∣− ∣∣θ′ − ‖W‖∣∣′ (θ′sinhθ − τ),

εTβ3 =< Tβ3 , Tβ3 >= ±1 ve εNβ3
=< Nβ3 , Nβ3 = ±1 dir.

�spat: (4.3.2) ba§�nt�s� ile verilen β3 e§risinin sβ3 yay parametresine göre türevi

al�n�rsa

β
′

3(s) = Tβ3
dsβ3
ds

=
(κ− θ′coshθ)T + (θ

′
sinhθ − τ)B√

2
(4.3.4)

ve 〈
β
′

3, β
′

3

〉
=
−(θ

′ − ‖W‖)2

2
(4.3.5)

bulunur. Bu durumda
−(θ

′ − ‖W‖)2

2
< 0 oldu§undan β3 timelike bir e§ri olacakt�r.

∃θ′ ∈ R için
θ
′2

2
6= 1 oldu§undan β3 e§risi s ye göre yay parametreli de§ildir. Fakat

sβ3 e göre yay parametreli ba§l� kabul edece§iz. Bu durumda (4.3.4) ifadesinin normu

al�n�rsa

dsβ3
ds

=

∣∣θ′ − ‖W‖∣∣
√

2
(4.3.6)

³eklinde bulunur. Bulunan bu ifade (4.3.4) ifadesinde yerine yaz�l�rsa β3 e§risinin

te§et vektörü

Tβ3(s) =
(κ− θ′coshθ)T + (θ

′
sinhθ − τ)B

|θ′ − ‖W‖|
(4.3.7)
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³eklinde olur. (4.3.8) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa

φ1 = (−θ′′coshθ − θ′2sinhθ + κ
′
)
∣∣θ′ − ‖W‖∣∣

+
∣∣θ′ − ‖W‖∣∣′ (θ′coshθ − κ),

φ2 = (−θ′ ‖W‖+ ‖W‖2)
∣∣θ′ − ‖W‖∣∣ ,

φ3 = (θ
′′
sinhθ + θ

′2
coshθ − τ ′)

∣∣θ′ − ‖W‖∣∣
−
∣∣θ′ − ‖W‖∣∣′ (θ′sinhθ − τ)

(4.3.8)

olmak üzere T
′

β3
(s) türevinin evolüt e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β3
=

√
2(φ1T + φ2N + φ3B)

|θ′ − ‖W‖|3
(4.3.9)

³eklinde bulunur. β3 e§risinin aslinormali Nβ3 ile gösterilirse (4.3.9) ba§�nt�s�ndan

Nβ1 =
T
′

β1∥∥T ′β1∥∥ =
φ1T + φ2N + φ3B√
−φ2

1 + φ2
2 + φ2

3

,

(4.3.10)

elde edilir. Bβ3 = −(Tβ3 ×Nβ3) oldu§undan Bβ3 binormal vektörünün evolüt e§risi-

nin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi
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B3 =



−((θ
′
sinhθ − τ)φ2)T

|θ′ − ‖W‖|
√
−φ2

1 + φ2
2 + φ2

3

−((θ
′
coshθ − κ)φ3 + (θ

′
sinhθ − τ)φ1)N

|θ′ − ‖W‖|
√
−φ2

1 + φ2
2 + φ2

3

+
((θ

′
coshθ − κ)φ2)B

|θ′ − ‖W‖|
√
−φ2

1 + φ2
2 + φ2

3



(4.3.11)

³eklinde bulunur.

Teorem 4.3.3. (4.3.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilik ve

burulmas� s�ras�yla κβ3 ve τβ3 ile gösterilirse

κβ3 =

√
2
√
−φ2

1 + φ2
2 + φ2

3

|θ′ − ‖W‖|3
,

τβ3 =

√
2 (−ψ̃1w1 + ψ̃2w2 + ψ̃3w3)

−ψ̃1
2

+ ψ̃2
2

+ ψ̃3
2

³eklindedir. Burada

φ̃1 = (τ − θ′sinhθ)(‖W‖2 − θ′ ‖W‖),

φ̃2 = (−θ′coshθ + κ)(θ
′′
sinhθ + θ

′2
coshθ − τ ′) + (θ

′
sinhθ − τ)(θ

′′
coshθ + θ

′2
sinhθ − κ′)

φ̃3 = (θ
′
coshθ − κ)(‖W‖2 − θ′ ‖W‖),

ve

38





w1 = −(θ
′′′

+ θ
′3

)coshθ − 3θ
′
θ
′′
sinhθ + κ

′′ − θ′κ ‖W‖+ κ ‖W‖2 ,

w2 = −2θ
′′ ‖W‖ − θ′ ‖W‖

′
+ 2 ‖W‖ ‖W‖

′
+ κκ

′ − ττ ′ ,

w3 = (θ
′′′

+ θ
′3

)sinhθ + 3θ
′′
θ
′
coshθ − τ ′′ + θ

′
τ ‖W‖+ τ ‖W‖2

d�r.

�spat: (4.3.2) ba§�nt�s�ndan κβ3 e§rili§i

κβ3 =
∥∥∥T ′β1∥∥∥ =

√
2
√
−φ2

1 + φ2
2 + φ2

3

|θ′ − ‖W‖|3

³eklinde bulunur. β
′
3, β

′′
3 , β

′′′
3 de§erleri yerine yaz�l�r ve gerekli hesaplamalar yap�l�rsa

φ̃1 = (τ − θ′sinhθ)(‖W‖2 − θ′ ‖W‖),

φ̃2 = (−θ′coshθ + κ)(θ
′′
sinhθ + θ

′2
coshθ − τ ′)

+(θ
′
sinhθ − τ)(θ

′′
coshθ + θ

′2
sinhθ − κ′)

φ̃3 = (θ
′
coshθ − κ)(‖W‖2 − θ′ ‖W‖),

(4.3.12)

olmak üzere

β
′
3 ∧ β

′′
3 =

φ̃1T + φ̃2N + φ̃3B√
2

ve

w1 = −(θ
′′′

+ θ
′3

)coshθ − 3θ
′
θ
′′
sinhθ + κ

′′ − θ′κ ‖W‖+ κ ‖W‖2 ,

w2 = −2θ
′′ ‖W‖ − θ′ ‖W‖

′
+ 2 ‖W‖ ‖W‖

′
+ κκ

′ − ττ ′ ,

w3 = (θ
′′′

+ θ
′3

)sinhθ + 3θ
′′
θ
′
coshθ − τ ′′ + θ

′
τ ‖W‖+ τ ‖W‖2

(4.3.13)
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olmak üzere

β
′′′

3 =
w1T + w2N + w3B√

2

bulunur. Bu durumda β3 e§risinin burulmas� τβ3

τβ3 =

〈
β
′
3 × β

′′
3 , β

′′′
3

〉∥∥β ′3 × β ′′3∥∥2 ,

τβ3 =

√
2 (−ψ̃1w1 + ψ̃2w2 + ψ̃3w3)

−ψ̃1
2

+ ψ̃2
2

+ ψ̃3
2

(4.3.14)

³eklinde elde edilir.

Sonuç 4.3.4. (4.3.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ3 , Nβ3 ve Bβ3 ile gösterilirse

Tβ3(s) =
(−θ′sinhθ + κ)T + (θ

′
coshθ − τ)B

|θ′ − ‖W‖|
,

Nβ3 =
v1T + v2N + v3B√
εNβ3

(−v21 + v22 + v23)
,
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B3 = εNβ3



(−θ′coshθ + τ)v2)T

|θ′ − ‖W‖|
√
εNβ3

(−v21 + v22 + v23)

−((θ
′
sinhθ − κ)v3 + (θ

′
coshθ − τ)v1)N

|θ′ − ‖W‖|
√
εNβ3

(−v21 + v22 + v23)

− ((−θ′sinhθ + κ)v2)B

|θ′ − ‖W‖|
√
εNβ3

(−v21 + v22 + v23)


³eklindedir. Burada

v1 = (−θ′′sinhθ − θ′2coshθ + κ
′
)
∣∣θ′ − ‖W‖∣∣+

∣∣θ′ − ‖W‖∣∣′ (θ′sinhθ + κ),

v2 = (θ
′ ‖W‖ − ‖W‖2)

∣∣θ′ − ‖W‖∣∣ ,
v3 = (θ

′′
coshθ + θ

′2
sinhθ − τ ′)

∣∣θ′ − ‖W‖∣∣− (
∣∣θ′ − ‖W‖∣∣)′(θ′coshθ − τ)

d�r.

Sonuç 4.3.5. (4.3.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilikleri κβ3

ve τβ3 ile gösterilirse

κβ3 =

√
2 εNβ3

(−v21 + v22 + v23)

|θ′ − ‖W‖|3
,

τβ3 =

√
2 εNβ3

(−v1π1 + v2π2 + v3π3)

−v12 + v2
2 + v3

2

³eklindedir. Burada

41





v1 = (−θ′coshθ − τ)(‖W‖ θ′ − ‖W‖2),

v2 = (κ− θ′sinhθ)(θ′′coshθ + θ
′2
sinhθ − τ ′)

−(θ
′
coshθ − τ)(κ

′ − θ′′sinhθ − θ′2coshθ)

v3 = (θ
′
sinhθ − κ)(‖W‖ θ′ − ‖W‖2)

ve

π1 = −(θ
′′′

+ θ
′3

)sinhθ − 3θ
′
θ
′′
coshθ + κ

′′
+ κθ

′ ‖W‖

+κθ
′ ‖W‖ − κ ‖W‖2

π2 = 2θ
′′ ‖W‖+ θ

′ ‖W‖
′
− 2 ‖W‖ ‖W‖

′
κκ
′ − ττ ′

π3 = (θ
′′′

+ θ
′3

)coshθ + 3θ
′′
θ
′
sinhθ

−τ ′′ + τθ
′ ‖W‖ − τ ‖W‖2

d�r.

Sonuç 4.3.6. (4.3.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risi timelike bir e§-

ridir.

Sonuç 4.3.7. (4.3.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risi spacelike bir e§-

ridir.

4.4 T ∗N∗B∗ Smarandache E§risi

Tan�m 4.4.1. α∗ : I −→ R3
1 e§risi, birim h�zl� α timelike e§risinin involütü ve α∗(s)

e§risinin Frenet çat�s� T ∗, N∗, B∗ olsun. Bu durumda

β4 =
1√
3

(T ∗ +N∗ +B∗) (4.4.1)
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³eklindedir. Burada T ∗, N∗ ve B∗'�n yerine (3.1.3) ve (3.1.4) 'den kar³�l�klar� yaz�l�rsa

β4 e§risi

β4(s) =
1√
3

[−(sinhθ + coshθ)T +N + (sinhθ + coshθ)B], (4.4.2)

β4(s) =
1√
3

[(sinhθ − coshθ)T +N + (sinhθ − coshθ)B] (4.4.3)

olur.

Teorem 4.4.2. (4.4.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ4 , Nβ4 ve Bβ4 ile gösterilirse

Tβ4(s) =
(κ− θ′(sinhθ + coshθ))T − ‖W‖N√

2 |θ′| ‖W‖

+
(θ
′
(sinhθ + coshθ)− τ)B√

2 |θ′ | ‖W‖
,

Nβ4 =
ρ1T + ρ2N + ρ3B√
εNβ4

(−ρ21 + ρ22 + ρ33)
,

B4 = εTβ4εNβ4



−(‖W‖ ρ3 + (θ
′
(sinhθ + coshθ)− τ)ρ2)T√

2εNβ4
|θ′ | ‖W‖ (−ρ21 + ρ22 + ρ23)

+
(ρ1τ − ρ3κ− (θ

′
(sinhθ + coshθ))(ρ1 + ρ3))N√

2εNβ4
|θ′ | ‖W‖ (−ρ21 + ρ22 + ρ23)

+
(ρ2(θ

′
(sinhθ + coshθ)− κ)− ρ1 ‖W‖)B√
2εNβ4

|θ′ | ‖W‖ (−ρ21 + ρ22 + ρ23)



43



³eklindedir. Burada

ρ1 = (−(θ
′′

+ θ
′2

)(sinhθ + coshθ) + κ
′ − κ ‖W‖)

√
|θ′ | ‖W‖

+(θ
′
(sinhθ + coshθ) + κ)(

√
|θ′ | ‖W‖)′ ,

ρ2 = (−θ′ ‖W‖+ ‖W‖2 − ‖W‖
′
)
√
|θ′| ‖W‖+ ‖W‖ (

√
|θ′ | ‖W‖)′ ,

ρ3 = ((θ
′′

+ θ
′2

)(sinhθ + coshθ)− τ ′ + τ ‖W‖)
√
|θ′ | ‖W‖

−(θ
′
(sinhθ + coshθ)− τ)(

√
|θ′ | ‖W‖ ,)′

εTβ4 =< Tβ4 , Tβ4 >= ±1 ve εNβ4
=< Nβ4 , Nβ4 >= ±1 dir.

�spat: (4.4.2) ba§�nt�s� ile verilen β4 e§risinin sβ4 yay parametresine göre türevi

al�n�rsa

β
′
4 = Tβ4

dsβ4
ds

=
(κ− θ′(sinhθ + coshθ))T − ‖W‖N√

3

+
(θ
′
(sinhθ + coshθ)− τ)B√

3

(4.4.4)

ve

< β
′

4, β
′

4 >=
2θ
′ ‖W‖
3

(4.4.5)

bulunur. Bu durumda θ
′ ‖W‖ > 0 ve θ

′ ‖W‖ < 0 ko³ullar� alt�nda β4 e§risinin

kausal karakterlerine ba§l� olarak iki durum vard�r. ∃θ′ , ‖W‖ ∈ R için
2θ
′ ‖W‖
3

6=

1 oldu§undan β4 e§risi s'ye göre yay parametreli de§ildir. Fakat sβ4 e§risini yay

parametreli kabul edece§iz. Bu durumda (4.4.4) ifadesinin normu al�n�rsa

dsβ4
ds

=

√
2
∣∣θ′∣∣ ‖W‖

3
(4.4.6)

³eklinde bulunur. Bulunan bu ifade (4.4.4) ifadesinde yerine yaz�l�rsa β4 e§risinin
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te§et vektörü

Tβ4(s) =
(κ− θ′(sinhθ + coshθ))T − ‖W‖N√

2 |θ′| ‖W‖

+
(θ
′
(sinhθ + coshθ)− τ)B√

2 |θ′ | ‖W‖

(4.4.7)

³eklinde bulunur. (4.4.7) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa

ρ1 = (−(θ
′′

+ θ
′2

)(sinhθ + coshθ) + κ
′ − κ ‖W‖)

√
|θ′ | ‖W‖

+(θ
′
(sinhθ + coshθ) + κ)(

√
|θ′ | ‖W‖)′ ,

ρ2 = (−θ′ ‖W‖+ ‖W‖2 − ‖W‖
′
)
√
|θ′| ‖W‖+ ‖W‖ (

√
|θ′ | ‖W‖)′ ,

ρ3 = ((θ
′′

+ θ
′2

)(sinhθ + coshθ)− τ ′ + τ ‖W‖)
√
|θ′ | ‖W‖

−(θ
′
(sinhθ + coshθ)− τ)(

√
|θ′ | ‖W‖ ,)′

olmak üzere T
′

β4
(s) türevinin evolüt e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β4
(s) =

√
3(ρ1T + ρ2N + ρ3B)

2(|θ′ | ‖W‖) 3
2

(4.4.8)

olur. β4 e§risinin aslinormali Nβ4 ile gösterilirse (4.1.4) ba§�nt�s�ndan

Nβ4 =
T
′

β4∥∥T ′β4∥∥ ρ1T + ρ2N + ρ3B√
εNβ4

(−ρ21 + ρ22 + ρ33)
, (4.4.9)

elde edilir. Bβ4 = εTβ4εNβ4
(Tβ4 ×Nβ4) oldu§undan Bβ4 binormal vektörünün evolüt
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e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

B4 = εTβ4εNβ4



−(‖W‖ ρ3 + (θ
′
(sinhθ + coshθ)− τ)ρ2)T√

2εNβ4
|θ′ | ‖W‖ (−ρ21 + ρ22 + ρ23)

+
(ρ1τ − ρ3κ− (θ

′
(sinhθ + coshθ))(ρ1 + ρ3))N√

2εNβ4
|θ′ | ‖W‖ (−ρ21 + ρ22 + ρ23)

+
(ρ2(θ

′
(sinhθ + coshθ)− κ)− ρ1 ‖W‖)B√
2εNβ4

|θ′ | ‖W‖ (−ρ21 + ρ22 + ρ23)



(4.4.10)

³eklinde bulunur.

Teorem 4.4.3. (4.4.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilik ve

burulmas� s�ras�yla κβ4 ve τ4 ile gösterilirse

κβ4 =

√
3εNβ4

(−ρ21 + ρ22 + ρ23)

2(|θ′ | ‖W‖) 3
2

,

τ4 =

√
3εNβ4

(ρ̃1γ1 − ρ̃2γ2 − ρ̃3γ3)
−ρ̃12 + ρ̃2

2 + ρ23

³eklindedir. Burada

ρ̃1 = (sinhθ + coshθ)(−θ′′ ‖W‖+ θ
′
(‖W‖

′
− ‖W‖2))− τθ′ ‖W‖

−τ ‖W‖
′
+ τ

′ ‖W‖ ,

ρ̃2 = −θ′(sinhθ + coshθ)(κ
′ − τ ′ + ‖W‖ (τ − κ)) + (θ

′′
+ θ

′2
) ‖W‖ ,

−κτ ′ − τκ′ + 2κτ ‖W‖ ,
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ρ̃3 = (sinhθ + coshθ)(θ

′′ ‖W‖+ θ
′
(‖W‖2 − ‖W‖

′
)) + κθ

′ ‖W‖

+κ ‖W‖
′
+ κ

′ ‖W‖

ve



γ1 = −(sinhθ + coshθ)(θ
′′′

+ 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

) + κ
′′ − κ′ ‖W‖

−2κ ‖W‖
′
− θ′κ ‖W‖+ κ ‖W‖2 ,

γ2 = (θ
′′

+ (θ
′
)2)(−‖W‖+ ‖W‖ ‖W‖

′
− ‖W‖3)− ‖W‖

′′

−‖W‖ (2 ‖W‖
′
− θ′′)− θ′ ‖W‖

′
,

γ3 = −(sinhθ + coshθ)(θ
′′′

+ 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

)− τ ′′ + τ
′ ‖W‖

+2τ ‖W‖
′
+ θ

′
τ ‖W‖ − τ ‖W‖2

d�r.

�spat: (4.4.2) ba§�nt�s�ndan κβ4 e§rili§i

κβ4 =
∥∥T ′β4∥∥ =

√
3εNβ4

(−ρ21 + ρ22 + ρ23)

2(|θ′ | ‖W‖) 3
2

,

(4.4.11)

³eklinde bulunur. β
′
4, β

′′
4 , β

′′′
4 de§erleri yerine yaz�l�r ve gerekli hesaplamalar yap�l�rsa

ρ̃1 = (sinhθ + coshθ)(−θ′′ ‖W‖+ θ
′
(‖W‖

′
− ‖W‖2))− τθ′ ‖W‖

−τ ‖W‖
′
+ τ

′ ‖W‖ ,

(4.4.12)
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ρ̃2 = −θ′(sinhθ + coshθ)(κ
′ − τ ′ + ‖W‖ (τ − κ)) + (θ

′′
+ θ

′2
) ‖W‖ ,

−κτ ′ − τκ′ + 2κτ ‖W‖ ,

ρ̃3 = (sinhθ + coshθ)(θ
′′ ‖W‖+ θ

′
(‖W‖2 − ‖W‖

′
)) + κθ

′ ‖W‖

+κ ‖W‖
′
+ κ

′ ‖W‖

olmak üzere

β
′

4 × β
′′

4 =
ρ̃1T + ρ̃2N + ρ̃3B

2

ve



γ1 = −(sinhθ + coshθ)(θ
′′′

+ 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

) + κ
′′ − κ′ ‖W‖

−2κ ‖W‖
′
− θ′κ ‖W‖+ κ ‖W‖2 ,

γ2 = (θ
′′

+ (θ
′
)2)(−‖W‖+ ‖W‖ ‖W‖

′
− ‖W‖3)− ‖W‖

′′

−‖W‖ (2 ‖W‖
′
− θ′′)− θ′ ‖W‖

′
,

γ3 = −(sinhθ + coshθ)(θ
′′′

+ 3θ
′
θ
′′

+ θ
′3

)− τ ′′ + τ
′ ‖W‖

+2τ ‖W‖
′
+ θ

′
τ ‖W‖ − τ ‖W‖2

(4.4.13)

olmak üzere

β
′′′
4 =

γ1T + γ2N + γ3B√
2
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bulunur. Bu durumda β4 e§risinin burulmas� τβ4 ile gösterilirse

τβ4 = εNβ4

< β
′
4 × β

′′
4 , β

′′′
4 >∥∥β ′4 × β ′′4∥∥2 ,

τβ4 =

√
3εNβ4

(−ρ̃1γ1 + ρ̃2γ2 + ρ̃3γ3)

−ρ̃12 + ρ̃2
2 + ρ̃3

2

(4.4.14)

³eklinde elde edilir.

Sonuç 4.4.4. (4.4.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ4 , Nβ4 ve Bβ4 ile gösterilirse

Tβ4 =
(θ
′
(coshθ − sinhθ) + κ)T − ‖W‖N + (θ

′
(coshθ − sinhθ)− τ)B,√

2
∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣

Nβ4 =
ϑ1T + ϑ2N + ϑ3B√
εNβ4

(−ϑ2
1 + ϑ2

2 + ϑ2
3)
,

B4 = εTβ4εNβ4



− (‖W‖ϑ3 + (θ
′
(coshθ − sinhθ)− τ)ϑ2)T√

2εNβ4

∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣ (−ϑ2
1 + ϑ2

2 + ϑ2
3)

+
(θ
′
(coshθ − sinhθ)(ϑ3 − ϑ1) + ϑ3κ+ ϑ1τ)N√
2εNβ4

∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣ (−ϑ2
1 + ϑ2

2 + ϑ2
3)

− (θ
′
(coshθ − sinhθ) + κ)ϑ2 + ‖W‖ϑ1)B√

2εNβ4

∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣ (−ϑ2
1 + ϑ2

2 + ϑ2
3)
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³eklindedir. Burada

ϑ1 = ((θ
′′ − θ′2)(coshθ − sinhθ) + κ

′ − κ ‖W‖)
√∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣

−(θ
′
(coshθ − sinhθ) + κ)

(√∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣)′ ,
ϑ2 = (θ

′ ‖W‖ − ‖W‖2 − ‖W‖
′
)
√∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣

+ ‖W‖
(√∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣)′ ,

ϑ3 = ((θ
′′ − (θ

′
)2)(coshθ − sinhθ)− τ ′ + τ ‖W‖)

(√∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣)
−(θ

′
(coshθ − sinhθ)− τ))

(√∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣)′
dir.

Sonuç 4.4.5. (4.4.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilikleri κβ4

ve τβ4 ile gösterilirse

κβ4 =

√
3εNβ4

(−ϑ2

1 + ϑ
2

2 + ϑ
2

3)

2
∣∣‖W‖2 − θ′ ‖W‖∣∣ 32 ,

τβ4 =

√
3εNβ4

(−ϑ̃1Γ1 + ϑ̃2Γ2 + ϑ̃3Γ3)

−ϑ2

1 + ϑ
2

2 + ϑ
2

3

³eklindedir. Burada
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ϑ̃1 = (coshθ − sinhθ)(−θ′′ ‖W‖+ θ
′
(‖W‖2 + ‖W‖

′
))

+τ(θ
′ ‖W‖ − 2 ‖W‖2 − ‖W‖

′
) + τ

′ ‖W‖ ,

ϑ̃2 = θ
′
(coshθ − sinhθ)(−κ′ − τ ′ + ‖W‖ (κ+ τ))

+(θ
′′ − θ′2) ‖W‖ − κτ ′ + τκ

′
,

ϑ̃3 = (coshθ − sinhθ)(−θ′′ ‖W‖+ θ
′
(‖W‖2 + ‖W‖

′
))

+κ(−θ′ ‖W‖+ ‖W‖
′
+ 2 ‖W‖2)− κ′ ‖W‖

ve



Γ1 = (coshθ − sinhθ)(θ′′′ − 3θ
′
θ
′′ − θ′3) + κ

′′ − κ′ ‖W‖

−2κ ‖W‖
′
+ θ

′
κ ‖W‖ − κ ‖W‖2 ,

Γ2 = (θ
′′ − θ′2)(‖W‖ − ‖W‖ ‖W‖

′
+ ‖W‖3) + θ

′ ‖W‖
′

+ ‖W‖ (θ
′′ − 2 ‖W‖

′
) + ‖W‖

′′
,

Γ3 = (coshθ − sinhθ)(θ′′′ − 3θ
′
θ
′′ − θ′3)− τ ′′ + τ

′ ‖W‖

+2τ ‖W‖
′
− θ′τ ‖W‖+ τ ‖W‖2

d�r.

Sonuç 4.4.6. (4.4.2) ve (4.4.3) ba§�nt�lar� ³eklinde verilen Smarandache e§rileri

spacelike veya timelike e§rilerdir.
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4.5 N∗C∗ Smarandache E§risi

Tan�m 4.5.1. α∗ : I −→ R3
1 e§risi, birim h�zl� α : I −→ R3

1 timelike e§risinin

involütü olsun. Bu takdirde konum vektörü involüt e§risinin N∗ aslinormali ve C∗

Darboux vektörü taraf�ndan olu³turulan null olmayan regüler N∗C∗ Smarandache

e§risi

β5 =
1√
2

(N∗ + C∗) (4.5.1)

³eklindedir. Burada (3.1.3), (3.1.3), (3.1.4) ve (3.1.15) 'den kar³�l�klar� yaz�l�rsa β5

e§risi

a =

∣∣√κ2 − τ 2∣∣√
|θ′2 + κ2 − τ 2|

, b =
θ
′√

|θ′2 + κ2 − τ 2|

olmak üzere

β5(s) =
(−coshθ + asinhθ)T − bN + (sinhθ − acoshθ)B√

2
(4.5.2)

ve

a =

√
|τ 2 − κ2|√

|θ′2 − τ 2 + κ2|
, b =

θ
′√

|θ′2 − τ 2 + κ2|

olmak üzere

β5(s) =
1√
2

[(sinhθ + acoshθ)T + bN − (asinhθ + coshθ)]B (4.5.3)

olur.

Teorem 4.5.2. (4.5.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ5 , Nβ5 ve Bβ5 ile gösterilirse

Tβ5(s) =
((a

′ − θ′)sinhθ + aθ
′
coshθ − bκ)T√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣

52



− (‖W‖+ b
′
)N√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣

+
((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)B√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣ ,

Nβ5 =
η1T + η2N + η3B√
εNβ5

(−η21 + η22 + η23)
,

Bβ5 =



−εTβ5εNβ5
((b
′
+ ‖W‖)η3 + ((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)η2)T√
εNβ5

∣∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣∣ (− η21 + η22 + η23

)

−
εTβ5εNβ5

(((θ
′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)η1 + ((θ

′ − a′)sinhθ − aθ′coshθ + bκ)η3)N√
εNβ5

∣∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣∣ (− η21 + η22 + η23

)

−
εTβ5εNβ5

(((a
′ − θ′)sinhθ + aθ

′
coshθ − bκ)η2 + (b

′
+ ‖W‖)η1)B√

εNβ5

∣∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣∣ (− η21 + η22 + η23

) ,
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³eklindedir. Burada

η1 = ((a
′′

+ aθ
′2 − θ′′)sinhθ + (2a

′
θ
′
+ aθ

′′ − θ′2)coshθ − 2b
′
κ− bκ′ − κ ‖W‖)

·
√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + +aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣
−((a

′ − θ′)sinhθ + aθ
′
coshθ − bκ)

·
(√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + +aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣)′ ,
η2 = (aθ

′ ‖W‖ − b ‖W‖2 − b′′ + ‖W‖
′
)

·
√∣∣θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + +aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣
+(b

′
+ ‖W‖)

(√∣∣θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣)′ ,

η3 = ((θ
′′ − a′′ − a(θ

′
)2coshθ + (θ

′2 − 2a
′
θ
′ − aθ′′)sinhθ + 2b

′
τ + bτ

′
+ τ ‖W‖)

·
√∣∣θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + +aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣
−((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)

·
(√∣∣θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣)′ ,
εTβ5 =< Tβ5 , Tβ5 >= ±1 ve εNβ5

=< Nβ5 , Nβ5 >= ±1 dir.

�spat: Bu e§rinin sβ5 yay parametresine göre türevi al�n�rsa

β
′
5 = Tβ5

dsβ5
ds

=
((−θ′ + a

′
)sinhθ + aθ

′
coshθ − bκ)T − (‖W‖+ b

′
)N√

2

+
((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)B√
2

(4.5.4)
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ve

< β
′
5, β

′
5 >=

(θ
′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ

′
(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b

′
)2

2
(4.5.5)

bulunur. Bu durumda < β
′
5, β

′
5 >> 0 ve < β

′
5, β

′
5 >< 0 ko³ullar� alt�nda β5 e§ri-

sinin kausal karakterlerine ba§l� olarak iki durum vard�r. ∃a, b, θ′ , a′ , b′ , ‖W‖ ∈ R

için < β
′
1, β

′
1 >6= 1 oldu§undan β5 e§risi s'ye göre yay parametreli de§ildir. Fakat

β5 e§risini sβ5 'e göre yay parametreli kabul edece§iz. (4.5.4) ifadesinin normu al�n�rsa

dsβ5
ds

=

√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣

√
2

(4.5.6)

³eklinde bulunur.Bulunan bu ifade (4.5.4) ifadesinde yerine yaz�l�rsa β5 e§risinin,

evolüt e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

Tβ5(s) =
(aθ

′
coshθ − (θ

′ − a′)sinhθ − bκ)T√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣

− (‖W‖+ b
′
)N√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣

+
((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)B√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣

(4.5.7)

³eklinde bulunur. (4.5.7) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa
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η1 = ((a
′′

+ aθ
′2 − θ′′)sinhθ + (2a

′
θ
′
+ aθ

′′ − θ′2)coshθ − 2b
′
κ− bκ′ − κ ‖W‖)

·
√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + +aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣
−((a

′ − θ′)sinhθ + aθ
′
coshθ − bκ)

·
(√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + +aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣)′ ,
η2 = (aθ

′ ‖W‖ − b ‖W‖2 − b′′ + ‖W‖
′
)

·
√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + +aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣
+(b

′
+ ‖W‖)

(√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣)′ ,

(4.5.8)

η3 = ((θ
′′ − a′′ − a(θ

′
)2coshθ + (θ

′2 − 2a
′
θ
′ − aθ′′)sinhθ + 2b

′
τ + bτ

′
+ τ ‖W‖)

·
√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + +aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣
−((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)

·
(√∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣)′

olmak üzere T
′

β5
(s) türevinin evolüt e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β5
(s) =

√
2(η1T + η2N + η3B)∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2

∣∣ 32 (4.5.9)

³eklinde bulunur. (4.5.9) ba§�nt�s� kullan�larak β5 e§risnin aslinormali Nβ5 ile göste-
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rilirse

Nβ5 =
T
′

β5∥∥T ′β1∥∥ =
(η1T + η2N + η3B)√
εNβ5

(−η21 + η22 + η23)
, (4.5.10)

³eklindedir. Bβ5 = εTβ5εNβ5
(Tβ5×Nβ5) oldu§undan β5 e§risinin binormal vektörünün

evolüt e§risinin Frenet elemanlar� cinsinden ifadesi

Bβ5 =



−εTβ5εNβ5
((b
′
+ ‖W‖)η3 + ((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)η2)T√
εNβ5

∣∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣∣ (− η21 + η22 + η23

)

−
εTβ5εNβ5

(((θ
′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ)η1 + ((θ

′ − a′)sinhθ − aθ′coshθ + bκ)η3)N√
εNβ5

∣∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣∣ (− η21 + η22 + η23

)

−
εTβ5εNβ5

(((a
′ − θ′)sinhθ + aθ

′
coshθ − bκ)η2 + (b

′
+ ‖W‖)η1)B√

εNβ5

∣∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣∣ (− η21 + η22 + η23

) ,


(4.5.11)

³eklinde elde edilir.

Teorem 4.5.3. (4.5.2) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri κβ5 , τβ5 ile gösterilirse

κβ5 =

√
2εNβ5

(−η21 + η22 + η23)∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣ 32 ,

τβ5 =

√
2εNβ5

(−η̃4ε1 + η̃5ε2 + η̃6ε3)

−η̃42 + η̃5
2 + η̃6

2
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³eklindedir. Burada

η̃1 = (a
′′

+ aθ
′2 − θ′′)sinhθ + (aθ

′′
+ 2a

′
θ
′ − θ′2)coshθ

−2b
′
κ− bκ′ + κ ‖W‖ ,

η̃2 = aθ
′ ‖W‖+ b ‖W‖2 − b′′ − ‖W‖

′
,

η̃3 = (θ
′′ − a′′ − aθ′2)coshθ + (θ

′2 − 2a
′
θ
′ − aθ′′)sinhθ

+2b
′
τ + bτ

′ − τ ‖W‖ ,

η̃4 = −η̃3(b
′
+ ‖W‖)− η̃2((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ),

η̃5 = η̃3(aθ
′
coshθ + (a

′ − θ′)sinhθ − bκ)

−η̃1((θ
′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ),

η̃6 = −η̃3(b
′
+ ‖W‖)− η̃2((a

′ − θ′)sinhθ + aθ
′
coshθ − bκ),

ve



ε1 = η̃1
′
+ aθ

′
κ ‖W‖+ bκ ‖W‖2 − b′′κ− κ ‖W‖

′
,

ε2 = η̃2
′ − (θ

′2 − 2a
′
θ
′ − aθ′′) ‖W‖ − 2b

′ ‖W‖2 + b(ττ
′ − κκ′) + ‖W‖3 ,

ε3 = η̃3
′ − aθ′τ ‖W‖ − bτ ‖W‖2 + b

′′
τ + τ ‖W‖

′

d�r.
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�spat: (4.5.2) ba§�nt�s�ndan κβ5 e§rili§i

κβ5 =
∥∥T ′β5∥∥ =

√
2εNβ5

(−η21 + η22 + η23)∣∣(θ′ − a′)2 − b2 ‖W‖2 + aθ′(2b ‖W‖ − aθ′) + (‖W‖+ b′)2
∣∣ 32

³eklinde bulunur. Burada β
′
5, β

′′
5 , β

′′′
5 de§erleri yerine yaz�l�r ve gerekli hesaplamalar

yap�l�rsa

η̃1 = (a
′′

+ aθ
′2 − θ′′)sinhθ + (aθ

′′
+ 2a

′
θ
′ − θ′2)coshθ

−2b
′
κ− bκ′ + κ ‖W‖ ,

η̃2 = aθ
′ ‖W‖+ b ‖W‖2 − b′′ − ‖W‖

′
,

η̃3 = (θ
′′ − a′′ − aθ′2)coshθ + (θ

′2 − 2a
′
θ
′ − aθ′′)sinhθ

+2b
′
τ + bτ

′ − τ ‖W‖ ,

η̃4 = −η̃3(b
′
+ ‖W‖)− η̃2((θ

′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ),

η̃5 = η̃3(aθ
′
coshθ + (a

′ − θ′)sinhθ − bκ)

−η̃1((θ
′ − a′)coshθ − aθ′sinhθ + bτ),

η̃6 = −η̃3(b
′
+ ‖W‖)− η̃2((a

′ − θ′)sinhθ + aθ
′
coshθ − bκ),

(4.5.12)

olmak üzere

β
′
5 × β

′′
5 =

η̃4T + η̃5N + η̃6B

2
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ve

ε1 = η̃1
′
+ aθ

′
κ ‖W‖+ bκ ‖W‖2 − b′′κ− κ ‖W‖

′
,

ε2 = η̃2
′ − (θ

′2 − 2a
′
θ
′ − aθ′′) ‖W‖ − 2b

′ ‖W‖2 + b(ττ
′ − κκ′) + ‖W‖3 ,

ε3 = η̃3
′ − aθ′τ ‖W‖ − bτ ‖W‖2 + b

′′
τ + τ ‖W‖

′

(4.5.13)

olmak üzere

β
′′′

5 =
ε1T + ε2N + ε3B√

2

³eklinde elde edilir. Bu durumda β5 e§risinin burulmas� evolüt e§risinin Frenet ele-

manlar� cinsinden ifadesi

τβ5 = εNβ5

< β
′
5 × β

′′
5 , β

′′′
5 >∥∥β ′5 × β ′′5∥∥2

τβ5 =

√
2εNβ5

(−η̃4ε1 + η̃5ε2 + η̃6ε3)

−η̃42 + η̃5
2 + η̃6

2

(4.5.14)

³eklinde elde edilir.

Sonuç 4.5.4. (4.5.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin Frenet vek-

törleri Tβ5 , Nβ5 ve Bβ5 ile gösterilirse

Tβ5 =
(a
′
θ
′
sinhθ + (a

′
+ θ

′
)coshθ + bκ)T√∣∣∣b2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2

∣∣∣
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+
(b
′

− ‖W‖)N√∣∣∣b2 ‖W‖2 − (θ′ + a
′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2

∣∣∣

Nβ5 =
κ1T + κ2N + κ3B√
εNβ5

(−κ2
1 + κ2

2 + κ2
3)
,

Bβ5 =



εTβ5εNβ5
((b
′
− ‖W‖)κ3 + (aθ

′
coshθ + (θ

′
+ a

′
)sinhθ + bτ)κ2)T√∣∣∣εNβ5

(b
2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2)(−κ2

1 + κ2
2 + κ2

3)
∣∣∣

+
εTβ5εNβ5

((aθ
′
coshθ + (θ

′
+ a

′
)sinhθ + bτ)κ1 + (aθ

′
sinhθ + (θ

′
+ a

′
)coshθ + bκ)κ3)N√∣∣∣εNβ5

(b
2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2)(−κ2

1 + κ2
2 + κ2

3)
∣∣∣

−
εTβ5εNβ5

((aθ
′
sinhθ + (a

′
+ θ

′
)coshθ + bκ)κ2 − (b

′
− ‖W‖)κ1)B√∣∣∣εNβ5

(b
2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2)(−κ2

1 + κ2
2 + κ2

3)
∣∣∣


³eklindedir. Burada

κ1 = ((θ
′′

+ a
′′

+ aθ
′2

)coshθ + (aθ
′′

+ 2a
′
θ
′
+ θ

′2
)sinhθ + 2b

′

κ+ bκ
′ − κ ‖W‖

·
√∣∣∣b2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2

∣∣∣
−(aθ

′
sinhθ + (θ

′
+ a

′
)coshθ + bκ)

·
(√∣∣∣b2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2

∣∣∣)′ ,
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κ2 = (−aθ′ ‖W‖ − b ‖W‖2 + b
′′

− ‖W‖
′
)

·
√∣∣∣b2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2

∣∣∣
−(b

′ − ‖W‖)

·
(√∣∣∣b2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2(b

′
− ‖W‖)

∣∣∣)′ ,
κ3 = (−(θ

′′
+ a

′′
+ aθ

′2
)sinhθ − (aθ

′′
+ θ

′2
+ 2a

′
θ
′
)coshθ − 2b

′

τ − bτ ′ + τ ‖W‖)

·
√∣∣∣b2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2

∣∣∣
d�r.

Sonuç 4.5.5. (4.5.3) ba§�nt�s� ³eklinde verilen Smarandache e§risinin e§rilikleri κβ5

ve τβ5 ile gösterilirse

κβ5 =

√
2εNβ5

(−κ2
1 + κ2

2 + κ2
3)∣∣∣b2 ‖W‖2 − (θ′ + a

′
)2 + aθ′(2b ‖W‖+ aθ′) + (b

′
− ‖W‖)2

∣∣∣ 32 ,

τ5 =

√
2εNβ5

(−κ̃4ε1 + κ̃5ε2 + κ̃6ε3)

−κ̃4
2 + κ̃5

2 + κ̃6
2

³eklindedir. Burada

κ̃1 = (a
′′

+ aθ
′2

+ θ
′′
)coshθ + (2a

′
θ
′
+ aθ

′′
+ θ

′2
)sinhθ + 2b

′

κ+ bκ
′ − κ ‖W‖ ,

κ̃2 = −aθ′ ‖W‖ − b ‖W‖2 + b
′′

− ‖W‖
′
,

κ̃3 = −(θ
′′

+ a
′′

+ aθ
′2

)sinhθ − (aθ
′′

+ θ
′2

+ 2a
′
θ
′
)coshθ − 2b

′

τ − bτ ′ + τ ‖W‖ ,

κ̃4 = κ̃3(b
′

− ‖W‖) + κ̃2(aθ
′
coshθ + (θ

′
+ a

′
)sinhθ + bτ),
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κ̃5 = κ̃3((a

′
+ θ

′
)coshθ + aθ

′
sinhθ + bκ) + κ̃1(aθ

′
coshθ + (θ

′
+ a

′
)sinhθ + bτ),

κ̃6 = κ̃1(b
′

− ‖W‖)− κ̃2(aθ
′
sinhθ + (θ

′
+ a

′
)coshθ + bκ)

ve



ε1 = κ̃1
′ − aθ′κ ‖W‖ − bκ ‖W‖2 + b

′′

κ− κ ‖W‖
′
,

ε2 = κ̃′2 − (aθ
′′

+ θ
′2

+ 2a
′
θ
′
) ‖W‖+ 2b

′

‖W‖2 + b(κκ
′ − ττ ′) + ‖W‖3 ,

ε3 = κ̃′3 + aθ
′
τ ‖W‖+ bτ ‖W‖2 − τb

′′

+ τ ‖W‖
′

d�r.

Sonuç 4.5.6. (4.5.2) ve (4.5.3) ba§�nt�lar� ³eklinde verilen Smarandache e§rileri

spacelike veya timelike e§rilerdir.
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Örnek 4.1 α(s) =

( √
7√
2
s

√
5√
2
coss ,

√
5√
2
sins

)
e§risi timelike bir evolüt

e§risidir. Bu e§rinin Frenet vektörleri, birim Darboux vektörü, e§rilik ve torsiyonu

T (s) =
(√7√

2
s,−
√

5√
2
sins,

√
5√
2
coss

)
,

N(s) = (0,−coss,−sins),

B(s) =
(
−
√

5√
2
,

√
7√
2
sins,−

√
7√
2
coss

)
,

C(s) = (−1, 0, 0),

κ(s) =

√
5√
2
, τ(s) = −

√
7√
2

³eklinde bulunur. Bu e§riye ait involüt e§risinin denklemi

α∗ = α(s) + (c− s)T (s)

³eklinde oldu§undan α(s) ve T(s) de§erleri yerine yaz�l�rsa involüt e§risinin denklemi

α∗ =

(√
7√
2
s+

√
7√
2
|c− s| ,

√
5√
2
cos s−

√
5√
2
|c− s| sin s,

√
5√
2
sin s−

√
5√
2
|c− s| cos s

)

olur. α∗(s) involüt e§risinin Frenet vektörleri, birim Darboux vektörü, e§rilik ve bu-

rulmas�

T ∗(s) = (0,−coss,−sins) , N∗(s) = (0, sins,−coss)

B∗(s) = (1, 0, 0) , C∗(s) = (1, 0, 0), κ∗(s) = 1, τ ∗(s) = 0

³eklinde bulunur. �nvolüt e§risine ait Smarandache e§rileri a³a§�daki ³ekillerde gös-

terilmi³tir.
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�ekil 4.1 α∗ involüt e§risine ait T ∗N∗ - Smarandache e§risi

�ekil 4.2 α∗ involüt e§risine ait N∗B∗ - Smarandache e§risi

�ekil 4.3 α∗ involüt e§risine ait T ∗N∗B∗ - Smarandache e§risi
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�ekil 4.4 α∗ involüt e§risine ait T ∗B∗ - Smarandache e§risi

�ekil 4.5 α∗ involüt e§risine ait N∗C∗ - Smarandache e§risi

Örnek 4.2 γ(s) =

(
2sinh

s√
3
, 2cosh

s√
3
,
s√
3

)
e§risi timelike bir evolüt e§risidir.

Bu e§rinin Frenet vektörleri, birim Darboux vektörü, e§rilik ve torsiyonu

T (s) =
( 2√

3
cosh

( s√
3

)
,

2√
3
sinh

( s√
3

)
,

1√
3

)
N(s) = (sinh

( s√
3

)
, cosh

( s√
3

)
, 0
)
,

B(s) =
( 1√

3
cosh

( s√
3

)
,

1√
3
sinh

( s√
3

)
,

2√
3

)
,

C(s) = (0, 0,−1),

κ(s) =
2

3
, τ(s) =

1

3

³eklinde bulunur. Bu e§riye ait involüt e§risinin denklemi

α∗ = α(s) + (c− s)T (s)
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³eklinde oldu§undan α(s) ve T(s) de§erleri yerine yaz�l�rsa involüt e§risinin denklemi

γ∗(s) =

(
2sinh

s√
3

+
2√
3
|c− s| cosh s√

3
, 2cosh

s√
3

+
2

3
|c− s| sinh s√

3
,

s√
3

+
1√
3
|c− s|

)

olur. γ∗ involüt e§risinin Frenet vektörleri, birim Darboux vektörü, e§rilik ve burul-

mas�

T ∗(s) = (sinh
s√
3
, cosh

s√
3
, 0) , N∗(s) = (cosh

s√
3
, sinh

s√
3
, 0)

B∗(s) = (0, 0,−1), C∗(s) = (0, 0, 1) , κ∗(s) =
1√
3
ve τ ∗(s) = 0

³eklinde bulunur. �nvolüt e§risine ait Smarandache e§rileri a³a§�daki ³ekillerde gös-

terilmi³tir.

�ekil 4.6 γ∗ involüt e§risine ait T ∗N∗ - Smarandache e§risi

�ekil 4.7 γ∗ involüt e§risine ait N∗B∗ - Smarandache e§risi
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�ekil 4.8 γ∗ involüt e§risine ait T ∗N∗B∗ - Smarandache e§risi

�ekil 4.9 γ∗ involüt e§risine ait T ∗B∗ - Smarandache e§risi

�ekil 4.10 γ∗ involüt e§risine ait N∗C∗ - Smarandache e§risi
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5 TARTI�MA ve SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda α∗ : I −→ R3
1 e§risi α : I −→ R3

1 timelike e§risinin bir

involütü olarak al�nd�§�nda konum vektörü, α∗ involüt e§risinin Frenet vektörleri

taraf�ndan çizilen null olmayan regüler Smarandache e§rileri

β1 = βT ∗N∗(s) =
1√
2

(T ∗ +N∗) T ∗N∗ Smararandache e§risi

β2 = βN∗B∗(s) =
1√
2

(N∗ +B∗) N∗B∗ Smararandache e§risi

β3 = βT ∗B∗(s) =
1√
2

(T ∗ +B∗) T ∗B∗ Smararandache e§risi

β4 = βT ∗N∗B∗(s) =
1√
2

(T ∗ +N∗ +B∗) T ∗N∗B∗ Smararandache e§risi

β5 = βN∗C∗(s) =
1√
2

(N∗ + C∗) N∗C∗ Smararandache e§risi

³eklinde verilerek α∗ e§risinin {T ∗, N∗, B∗} Frenet vektörleri ve C∗ birim Darboux

vektörü konum vektörü olarak al�nd�§�nda elde edilen Smarandache e§rilerinin e§rilik

ve burulmalar� α evolüt e§risinin Frenet elemanlar�na ba§l� olarak ifade edilmi³tir.

Benzer ³ekilde bu çal�³ma 3- boyutlu Minkowski uzay�nda (α, α∗) Bertrand e§ri çifti

ve (α, α∗) Mannheim e§ri çifti içinde yap�labilir.
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