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Ikinci boliimde, tez calismasi icin gerekli kavramlarin tanimlar ve bazi temel 6zellikler
verilmigtir. Ucuncu boliimde; kuiver temsilleri tanitilarak, bir kuiverin basit, pro-
jektif ve injektif temsillerinin 6zellikleri incelenmistir Dordiincii boltimde kuiverlarin

tiplerine gore siniflandirilmas: yapilarak Gabriel Teoremi ispatlanmigtir.

2019, v+68 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kuiver, kuiver temsilleri, temsil morfizmi, ayristirilamaz tem-

sil, kuiver tipleri.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

QUIVER REPRESENTATIONS

Tugce HASIRCIOGLU
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Fatma KAYNARCA
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duction. In the second part, the definitions and some basic features of the concepts
required for the thesis study are given. In the third chapter; by introducing kuiver
representations, properties of simple, projective and injective representations of a
quiver have been examined. In the fourth section, Gabriel Theorem has been proved

by classification of quivers according to their types.
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SIMGELER DiZINI

Simgeler

Q Bir kuiver

Qo Bir kuiverin koselerinin kiimesi

Q1 Bir kuiverin oklarinin kiimesi

repQ) Bir @ kuivermin tiim temsillerinin kategorisi

rep, (@, n) Bir @) kuiverinin boyut vektorii n olan temsillerinin uzay1
Om Bir M temsilinin yoriingesi

O Bir M temsilinin yoriinge kapanisi

Gy Bir M elemaninin sabitleyicisi

ker f f'nin ¢ekirdegi

coker f f'nin esgekirdegi

im f f'nin goriintiisii

S Her bir oku baglangi¢ kosesine gotiiren fonksiyon

t Her bir oku bitis kogesine gotiiren fonksiyon

k Herhangi bir cisim

M Herhangi bir ) kuiverinin bir temsili

S(1) i kogesindeki basit temsil

P(i) i kogesindeki projektif temsil

I(i) i kogesindeki injektif temsil

k|x] k cismi tizerindeki polinomlar halkasi

der(p) k[x]’deki bir p polinomunun derecesi

mat,, xn (k) k cismi tizerindeki m x n tipindeki matrislerin kiimesi
Hom (M, M") M’den M"ye giden tiim temsil morfizmlerinin kiimesi
dimM =n M temsilinin boyut vektorii

M e M M ve M’ temsillerinin dik toplami

K, r-oklu Kronecker kuiver

L, r-loop kuiver

Sy r-koseli star kuiver

GL(V) V' vektor uzaymin genel lineer grubu

GL(n) k cismi iizerinde n.dereceden genel lineer grup




1. GIRIS

Kuiver, sonlu ve yonderilmig olmas1 bakimmdan bir ¢izgenin (graph) 6zel halidir.
Kuiver kavrami ilk olarak 1940’l yillarin sonunda Thrall (1947) tarafindan ortaya
atilmigtir. Daha sonra Grothendieck 1957’de kuiver icin “ok diyagrami” notas-
yonunu kullanmigtir. 1970°li yillarin baginda 6zelikle Gabriel tarafindan geligtirilen
bu kavram “kuiver” adi altinda incelenmistir (Gabriel 1960, 1972, 1973). Birlegmeli
cebirlerin modern temsil teorisinin baglangi¢ noktasini olugturan kuiver kavraminin;
Kac-Moody Lie cebirleri, Hall cebirleri, cluster cebirleri, coxeter gruplari, quan-
tum gruplari, geometrik invaryant teori, cebirsel geometri gibi matematigin pek cok

dalinda ve fizikte, uygulama alani vardir.

Genel olarak temsil teorinin temel amaci, bir cebirsel yapinin temsilleri yardimiyla o
cebirsel yap1 hakkinda lineer cebirden bazi ¢zellikleri de kullanarak daha fazla bilgi
edinebilmektir. Kuiver temsilleri ilk olarak; belirli bir vektor uzayinin altuzaylarinin
simiflandirilmasi gibi bazi lineer cebir problemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilmigtir.
Fakat daha sonra sonlu boyutlu cebirlerin temsil teorisinde 6nemli rol oynamiglardir.
Cebirsel kapali bir cisim itizerinde sonlu boyutlu cebirlerin temsilleri; kuiverlar ve
onlarin temsilleri yardimiyla tanimlanir. Bu agidan kuiver temsillerinin incelen-
mesinde temel hedef verilen herhangi bir kuiverin tiim temsillerini siniflandirmaktir.
Bu yiizden ayristirilamaz temsillerin belirlenmesi 6nem tagimaktadir. Bu stiregte
ilk adim Kac (1980) tarafindan atilmigtir. Kac ayrigtirilamaz temsillerin boyut
vektorlerinin, kuiverin altinda yatan yonlendirilmemis ¢izgeye karsilik gelen Kac-

Moody Lie cebirinin pozitif kokleri oldugunu gostermistir.

Sonlu boyutlu cebirlerin temsil teorisinde kuiverlarin kullanimi, her biri belirli bir
(kuiver) diyagramindaki bir ok ile iligkilendirilen matrislerin bir koleksiyonu olarak
verilen bir cebir tizerindeki modiilleri gorsellestirme imkani saglar. Elemanlari; bir
kuiverdaki yollarin sonlu toplamlar1 ve ¢arpma iglemi; yollarin ug uca eklenmesi (con-
catenation) olarak tanimli olan ve kuiverdaki tiim yollar1 taban kabul eden cebire

yol cebiri (path algebra) denildigi gbzoniine alindiginda bu cebir iizerindeki modiiller



kuiverin temsillerine kargilik gelir. Dolayisiyla kuiverlar bir cebir ornegi yaratmakla
kalmayip ayn1 zamanda cebirin temsil teorisi i¢in ¢ok somut bir model olugtururlar.
Teorinin bagka bir giizelligi de herhangi sonlu boyutlu cebirlerin temsil teorisinde

kuiver yaklagiminin kullanilabilir olmasidir (Schiffler 2014).

Kuiverlar ve onlarin temsillerinin incelenmesinde temel amag, verilen bir kuiverin
tim temsillerini izomorfizma farkiyla belirlemektir. Gabriel; bu problemi; baz
Dynkin tipli kuiverlar yardimiyla ¢ozmiig ve bu tip kuiverlarin ayrigtirilamaz tem-
sillerinin izomorfizma smifinin sonlu sayida oldugunu ifade etmistir. Genelde keyfi

kuiverlar i¢in bir simiflandirma yapmak ¢ok zordur.

Kuiverlar ve onlarin temsilleri; sonlu boyutlu cebirlerin temsil teorisinde onemli
rol oynadigr gibi kok sistemleriyle de baglantisi vardir. Bu baglant1 1972 yilinda
Peter Gabriel tarafindan iki kisim halinde ispatlanan “Gabriel Teoremi”’nde ifade
edilmigtir. Gabriel’in teoreminin birinci kisminda “bir ¢ kuiverinin sonlu (yoriinge)
tipli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul Q'nun altinda yatan yonlendirilmemis @
cizgesinin A, D, E tipli Dynkin diagram olmasidir” ifadesi ispatlanmistir. Ikinci
kisminda ise “@; A, D, E tipli Dynkin diyagramina sahip olacak sekilde bir ) kuiver:
i¢in; @’'nun n boyut vektériine sahip (bir tek) ayrigtirilamaz temsilinin var olmasi
icin gerek ve yeter kosul ®*; bir ® kok sisteminin tiim pozitif koklerinin kiimesi
olmak tizere n € ®* olmasidir” ifadesi ispat edilmistir (Gabriel, 1972). Boylece
Gabriel teoremi ile; bir () kuiverinin ayrigtirilamaz temsilleri ile ¢'nun altinda yatan
yonlendirilmemis Dynkin diyagramlar ile iligkili kok sistemlerindeki pozitif kokler

arasinda birebir esleme oldugunu ifade edilir.

Gabriel teoreminin ikinci kisminda ifade edilen ayrigtirilamaz temsillere kok sis-
temlerinin pozitif koklerinin dogal olarak kargsilik geldigini Bernstein vd. (1973);
Weyl gruplar1 ve koklerin teknigini kullanmaya dayali olarak farkl bir gekilde ispat-
lamiglardir. Coxeter funktorlar: olarak adlandirilan funktorlar bu ispatta énemli rol

oynamigtir.



Daha sonra Kac (1982), bu sonuglar1 Kac-Moody Lie cebirleriyle derinden bir baglanti
kurarak keyfi kuiverlara genigletmigtir ve bunlara sonsuz kok sistemlerini kargilik ge-
tirmigtir. Ayni zamanda Gabriel teoremi, aragtirmacilara; kok sistemleriyle baglantili
olmasi muhtemel olan kavramlar olarak bir kuiverin oklarinin yonlendirmesine bagh

olmayacak sekilde kuiver temsilleriyle ilgili kavramlar1 aramaya da ilham vermistir.

Tez caligmasinin ikinci boliimiinde kuiver temsillerinde kullanilan bazi cebirsel ve
kategorik kavramlarin tanimlarina ve 6zelliklerine yer verilmistir. Ayrica Gabriel
teoreminin ispatinda kullanlacak olan bazi topolojik kavramlarin tammlarina
deginilmigtir. Tez caligmasinin temel amaci kuiver temsillerini konuyla ilgilenen
aragtirmacilara tanitmak oldugundan ti¢tincii béliimiinde kuiver, kuiver temsili, tem-
sil morfizmi gibi bazi temel kavramlar tanitilarak gesitli ornekler verilmigtir. Kuiver
temsillerinin kategorisinde ayrigtirilamaz objeler olan basit, projektif ve injektif
temsillerin tanimlari, daha iyi anlasilabilmesi i¢in orneklerle zenginlestirilerek ifade

edilmigtir.

Tez calismasinin son boliimiinde kuiverlarin tiplerine gore bir siiflandirilmasi

yapilarak ornekler verilmigtir. Ayrica Gabriel teoreminin ayrintili ispat1 yapilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak tez caligmasi icin gerekli olan bazi temel cebirsel yapilar
tamtilacaktir. Tkinci boliimde kuiverlarin temsillerinin kategorik yapisinim daha iyi
anlagilmasi i¢in kategori teorideki baz1 kavramlar verilecektir.

2.1 Bazi Cebirsel Yapilar

Bu boliimde tez caligmasi icin gerekli olan baz1 cebirsel yapilar ve ozelliklerine yer

verilecektir.

Tanim 2.1.1 £ bir cisim olsun. Asagidaki denk kogullardan biri saglanirsa k’ya bir

cebirsel kapaly cisim (algebraically closed field) denir.

(i) der(p) > 1 olacak sekildeki her p € k[z]| polinomunun k’da bir kokii vardir.
(ii) k tizerindeki her indirgenmez polinomun derecesi 1 dir.
(iii) der(p) > 1 olacak sekildeki her p € k[z] polinomu ¢, ¢y, ..., ¢, € k olmak iizere
p=clzr—c1)(x—co) - (x—cp)
bi¢iminde yazilir.

Tanim 2.1.2 £k bir cisim, V' ve W birer k-vektor uzay: olmak iizere bir L : V — W

lineer dontigiimi verilsin.

(i) ker(L) ={v € V| L(v) = 0} C V altkiimesi L'nin ¢ekirdegi (kernel)
(i) imL = L(V) = {L(v) | v € V} C W altkiimesi L'nin gorintisi (image)
(iii) cokerL = W/imL kiimesi L'nin escekirdegi (cokernel)

(iv) Eger V =W ise L lineer doniigiimii endomorfizma

(v) L lineer déntigiimii birebir ise monomorfizma

(vi) L lineer doniigiimii érten ise epimorfizma

(vii) L lineer doniiglimii hem birebir hem de 6rten ise izomorfizma

olarak adlandirilir.



Tanim 2.1.3 R birimli bir halka, M bir toplamsal abel grup olmak iizere asagidaki
aksiyomlar: saglayan bir R x M — M fonksiyonu varsa M’ye bir sol R-modiil denir

ve pM ile gosterilir. Her ;s € R ve m,n € M i¢in
(My) r(m+n)=rm+rn
(Ms) (r+ s)m =rm+ sm
(M3) (rs)m = r(sm)
(My) 1gm=m

Benzer olarak bir sag R-modiil tanimlanir. Bir M kiimesi hem sol hem de sag R-

modiil ise M’ye kisaca R-modiil denir.

R ve S birer halka, M bir sol R-modiil, bir sag S-modiil ve her r € R, s € S;m € M

icin (rm)s = r(ms) oluyorsa M’ye bir (R, .S)-bimodiil denir ve r Mg ile gosterilir.
Tanim 2.1.4 A ve B birer R-modiil olsun. Her a,b € A ve her r € R igin

(i) fla+0b)= f(a)+ f(b)

(i) f(ra) =rf(a)

ozelliklerini saglayan bir f : A — B fonksiyonuna bir R-modul homomorfizmast

denir.

f A — B bir R-modil homomorfizmas: olsun. kerf = {a € A | f(a) = 0}
kiimesine f’nin c¢ekirdegi (kernel), imf = {f(a) | a € A} kiimesine de f nin
gorintisi (image) denir. f birebir ise monomorfizma, 6rten ise epimorfizma, hem

birebir hem orten ise tzomorfizma olarak adlandirilir.
(1) f monomorfizmadir < kerf = 0 duir.
(2) f epimorfizmadir < imf = B dir.

(3) f izomorfizmadir < gf = 14 ve fg = 1p olacak sekilde bir g : B — A

R-modil homomorfizmas: vardir.



Tanim 2.1.5 {M, | n € Z} modiillerin bir ailesi olmak tizere f, : M, — M,

R-modiil homomorfizmalarindan olusan bir

fnfl fn
— M, s M., > My —— -+

dizisi verilsin. Her bir n € Z i¢in imf,, = kerf, 11 oluyorsa bu diziye her bir M, de

tam dizi (exact sequence) denir.

Tanim 2.1.6

f

0 s M’ s M —2 s M 5 )

formundaki bir tam diziye kisa tam dizi (short exact sequence) denir. Burada f

birebir, im f = kerg ve g ortendir.

Teorem 2.1.7 0 y A — B ¢ » C > 0 kisa tam dizisi i¢in agagidaki

kosullar denktir:
(i) hf = 14 olacak sekilde bir h : B — A homomorfizmasi bulunur.
(ii) imf; B’nin bir dik toplanamdir.

(iii) gk = 1¢ olacak sekilde bir & : C — B homomorfizmasi bulunur. Ayrica
B=AoC dir.

Tanim 2.1.8 Teorem 2.1.7’deki denk kosullardan biri ger¢eklendiginde

0 v AL op_9%,¢

~
)

kisa tam dizisine parcalanan (split) dizi denir.



2.2 Kategorik Kavramlar

Bu boliimde tez caligmasi igin gerekli olan bazi kategorik kavramlar tanitilacaktir.

Tanim 2.2.1 Bir C kategorisi;
(i) ObC ile gosterilen objelerin olugturdugu siif;
(ii) Farkh (A, B) # (A’, B') obje ciftleri igin
Home (A, B) NHome (A, B) =)
ozelligine sahip Home (A, B) ile gosterilen morfizmlerin olugturdugu simif ile;

(iii) Her bir f € Home (A, B) ve g € Home(B, C) igin asagidaki 6zellikleri saglayan
(9, f) — go f ile tammh

Home (B, C) x Home(A, B) — Home(A, C)
bilegkesinden olusur, oyle ki:
(1) Birlegme Ozelligi: Her A, B,C € Ob(C) ve her f € Home(A, B),g €

Hom¢(B,C) ve h € Home(C, D) igin ho(go f) = (hog)o f esitligi
saglanir.

(2) Birim Eleman Ozelligi: Her A € ObC objesi ve her f € Home(A, B) ve
g € Home(B, A) morfizmi igin foly = f ve 1409 = g olacak sekilde bir

14 € Home(A, A) birim morfizmasi vardir.

Tanmim 2.2.2 C ve D iki kategori olsun. C'nin her A objesine D'nin bir F'(A) ob-
jesini, C’deki her f € Hom(A, B) morfizmasina D’deki bir F/(f) € Hom(F(A), F(B))
morfizmasini karsilik getiren ve agagidaki kosullari saglayan F' : C — D fonksiyonuna

bir kovaryant funktor (covariant functor) denir. Oyle ki:
(i) f € Home(A, B), g € Home(B,C) icin F(gf) = F(g)F(f) dir.

(ii) Her A € ObC i¢in F(14) = 1p(A) dir.



Tanim 2.2.3 C ve D iki kategori olsun. C’nin her A objesine D’nin bir F'(A) ob-
jesini, C’deki her f € Hom(A, B) morfizmasina D’deki bir F'(f) € Hom(F(B), F(A))
morfizmasini karsilik getiren ve asagidaki kosullari saglayan £’ : C — D fonksiyonuna

bir kontravaryant funktor (contravariant functor) denir. Oyle ki:
(i) f € Home(A, B), g € Home(B,C) i¢in F(gf) = F(f)F(g) dir.
(ii)) Her A € ObC i¢in F(14) = 1p(A) dir.
Herhangi bir C kategorisinde A keyfi bir obje olmak iizere sirasiyla kovaryant ve

kontravaryant olan Hom(A, —) ve Hom(—, A) ile gosterilen iki énemli funktor vardir.

Bu funktorlar asagidaki bi¢cimde tanimlanir.

Tanim 2.2.4

(i) Hom(A, —) funktoru; C kategorisinden k-vektor uzaylarimin kategorisine giden

bir kovaryant funktordur. Oyle ki;

(1) C’de bir B objesini A’dan B’ye giden tiim morfizmlerin kiimesi olan

Hom(A, B)’ye gotiiriir.

(2) C’de bir f : B — C morfizmini agagidaki diyagrami degismeli yapacak
sekilde f.(g) = fogile tanimh Hom(A, f) = f. : Hom(A, B) — Hom(A, C)

A
gk \\\ fog
B

f

morfizmine gotiirtr.

AN
AN
AN
A
— C

Burada f,; f'nin ileri itmesi (push forward) olarak adlandirilir.

(ii) Hom(—, A) funktoru; C kategorisinden k-vektor uzaylarimin kategorisine giden

bir kontravaryant funktordur. Oyle ki;

(1) C’de bir B objesini B’den A’ya giden tiim morfizmlerin kiimesi olan

Hom(B, A)’ya gotiiriir.



(2) C’de bir f : B — C morfizmini agagidaki diyagrami degismeli yapacak
sekilde f*(g) = gof ile tanimh Hom(f, A)=f*: Hom(C, A) — Hom(B, A)

morfizmine gotiiriir.

f
B———C
\\\ g
gof <
o
A

Burada f*; f'nin geri ¢ekmesi (pull back) olarak adlandirhlr.

2.3. Topolojik Kavramlar

Zariski topoloji; cebirsel geometri ve degismeli cebirde ilk defa Oscar Zariski tarafindan
tanitilan, cebirsel cesitlemler {izerinde bir topolojidir. Bir cebirsel gesitlemin Zariski

topolojisi; kapali kiimeleri gesitlemin cebirsel altkiimeleri olan bir topolojidir.

Tanim 2.3.1 (X, 7) topolojik uzay ve D € 7 olsun. D = X ise D’ye yogjun (dense)
denir. Buna denk olarak D yogun olmasi icin gerek ve yeter kosul her ) # U € 7
icin DN X # (\dir.

Uyar: 2.3.2 U ve V; bir X kiimesindeki bostan farkli acik iki yogun kiime olsun.
Ayrica U NV kesigimi de yogundur ve U NV bostan farklidir.



3. KUIVER TEMSILLERI

Bu boliimde Schiffler (2014) temel alinarak, sonlu boyutlu cebirlerin temsil teorisinde

onemli yer tutan, kuiverlar ve onlarin temsilleri tanitilarak bazi ornekler verilecektir.

3.1 Kuiver Temsilleri ve Temsil Morfizmleri

Bu bolimde ilk olarak kuiver kavrami tanitilacaktir.  Bir kuiver, sonlu ve
yonlendirilmig olmas1 bakimindan, kogelerin ve kenarlarin olugturdugu bir sistem
olan ¢izgenin (grafin) 6zel halidir. Daha sonra kuiver temsili ve temsil morfizmi

kavramlar: tamtilarak bazi ornekler verilecektir.

Tanmim 3.1.1 Asagidaki bicimde tamimlanan @ = (Qo, @1, s, t) sistemi bir kuiver

(quiver) olarak adlandirhr.

Qo: Kose (vertex) lerden olugan bir kiime
()1: Ok (arrow) lardan olusan bir kiime
s : Q1 — Qo fonksiyonu, her oku baglangig (source) kosesine gotiiren fonksiyon

t: Q1 — Qo fonksiyonu, her oku bitig (terminal) kdgesine gétiiren fonksiyon

s(a) —— t(a)

Ornek 3.1.2 Qo ={1,2,3}, Q1 ={o, 8,7, \u} ,s(e) =3, s(8) =2, s(7) =3,
s(A)=1,s(u)=1vet(a)=2,t(B)=1,t(y)=3,t\) =3, t() =3 ile tamimh

bir kuiver’in diyagrami ;

2N

1;;337

ile gosterilir.
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Uyar: 3.1.3 Bir kuiverdaki oklarin yonlendirilmesi kaldirildiginda elde edilen Qg
kogeleri ve () kenarlarmin olusturdugu c¢izgeye kuiverin altinda yatan
yonlendirilmemis ¢izge (underling undirected graph) denir ve Q ile gosterilir.  Bir
Q kuivermm altinda yatan Q cizgesi baglantil ise, Q kuiver1 baglantile (connected)

olarak adlandirilir.

Eger Qo ve (1 kiimeleri sonlu ise; bir @) kuiver1 sonlu (finite) olarak adlandirilir.

Boylece; bir kuiver sonlu ve yonlendirilmis bir ¢izge olarak diigiiniilebilir.

Bu calisgmada tiim kuiverlar sonlu ve baglantili olacaktir.

Tanim 3.1.4 Bir @ kuiver: verilsin. ’daki her bir ¢ € )y kosgesine bir k-vektor
uzay1 olan M, ve her bir & € Q; okuna bir M; —=- M; lineer dontigimiiniin
kargilik getirilmesi ile olugturulan M = (M;, ¥4 )icQo.aco, Sistemine bir temsil (rep-

resentation) denir.

Uyar1 3.1.5 Bir M temsilinin bir elemam m; € M; olmak iizere m = (m;)icq,

siralis1 bicimindedir.

Uyar1 3.1.6 Bir M = (M;, ¢4)icqo.acq, temsilinde her bir i € @y kosesine karsilik
gelen M; vektor uzay1 0 = {0} ise bu temsile sifir temsili denir ve M = 0 ile gosterilir.
Burada ¢, lineer doniigiimlerinin de sifir déniigiimii oldugu agiktir. Eger M sifirdan

farkli bir temsil ise, en az bir ¢ € () i¢in M; # 0 olur.

Uyar: 3.1.7 Bir @ kuiverinin bir M temsilinin boyut vektori (dimension vector);
her bir M; vektor uzayimin boyutlarinin olusturdugu sirali olarak tanimlanir. Yani

her 7 € Qg icin dimM; = n; ise M; = k™ olup M temsilinin boyut vektori
dimM = n = (dimM,)icq, = (14)icq,

ile gosterilir. Bir M temsilinde her bir M; vektor uzayi sonlu boyutlu ise M temsili
sonlu boyutlu olarak adlandirihir. Her bir ¢, @ Mya) — M) lineer doniigimii

Ni(a) X Ng(e) tipinde bir matris olarak ifade edilebilir.

11



Ornek 3.1.8 Bir koge ve r > 1 tamsayisi i¢in r tane oktan olusan agagida belirtilen

kuivera r-loop kuiver denir ve L, ile gosterilir.

a2

Q) o
<t
V]
(623
Bu kuiverin bir temsili; bir M vektor uzayr ve onun ¢.,, Pays- - - Pa, endomor-
fizmalarindan olusur. Bdylece L,’nin temsillerinin izomorfizma siiflarinin boyut

vektori M'nin bir tabanina karsilik gelen n x n tipindeki matrislerin r-siralisina

karsilik gelen n’dir.

Ornek 3.1.9 Tki kise ve r > 1 tamsayisi i¢in 7 tane oktan olusan asagida belirtilen

kuivera r-oklu Kronecker kuiver denir ve K, ile gosterilir.

Bu kuiverin bir temsili; M; ve M, sirasiyla 1 ve 2 koselerine karsilik gelen vektor
uzaylar1 ve her ¢ = 1,2,...,7 i¢in ¢,, : M1 — M, lineer dontigimleriyle birlikte
(My & M, {¢a; tack,,) formundadir. Bu temsilin boyut vektorit m,n € Z* olmak

tizere (m,n) := (dimM;, dimM,) swralisi bi¢imindedir.

Ornek 3.1.10 Kogelerinin kiimesi r > 1 tamsayist i¢in {1,2,...,r, ¢} ve oklarimin
kiimesi {ay, as, ..., a,} olan agagida belirtilen kuivera yildiz (star) kuiver denir ve

S, ile gosterilir.

T 1 2
\r/‘la%
ar—1
r—1 > C - 3
Ar—2
SN
r—2 4

Bu kuiverin bir temsili; My, Ms, ..., M, sirasiyla 1,2, ...r koselerine karsilik gelen
vektor uzaylar1 ve N; ¢ kosesine karsilik gelen vektor uzayi ve her bir ¢ = 1,2,...r
icin ¢,, : M; — N lineer doniigiimleriyle birlikte (M; @ ... M, & N,{¥a,; }acs.,)
formundadir. Her bir ¢ = 1,2,...7 i¢in dimM; = m; ve dimN = n olmak iizere
M; =2 k™ ve N = k™ olup bu temsilin boyut vektorii (mg,...,m,,n) siralisi

bi¢imindedir.



Ornek 3.1.11 Q kuiver1 1 —%— 2 olsun. @ kuiverimn
M: k—"—sk
M: k———k

Mk —2 4

M" R —— K}
temsilleri gozoniine alindiginda bu temsillerin boyut vektorleri sirasiyla
dimM = dimM’ = (1,1), dimM” = (1,0) ve dimM"~ = (2,3)
bicimindedir.

Tamm 3.1.12 M = (M;, ¢a)icoacq, Ve M' = (M, ¢)icoacq, bir @ kuivermin
iki temsili olsun. @);’deki her bir ¢ —~ j oku icin agsagidaki diyagrami degigmeli
yapan bir f : M — M’ fonksiyonu bir temsil morfizmi (representation morphism)

olarak adlandirlr.
fi fi

/

/ Pa /
r_ e /
Mz ]\4]

Yani bir f : M — M’ temsil morfizmi; her m € M; icin

(fj 0 pa)(m) = (gq 0 fi)(m)

olacak gekilde f;: M; —— M/ lineer doniistimlerin bir (f;);eq, koleksiyonudur.

Uyar1 3.1.13 Bir £ cismi tizerinde bir () kuiveriin sonlu boyutlu temsilleri temsil

morfizmleri ile birlikte bir kategori olugturur. Bu kategori rep, @ ile gosterilir.

Uyar: 3.1.14 Herhangi bir f = (f)icq, : M — M’ temsil morfizminde her bir f;
hem birebir hem de orten ise f bir izomorfizmdir. Yani f’'nin izomorfizm olmasi
igin gerek ve yeter kogul her bir ¢ € )y icin f; lineer doniigtimlerinin terslenebilir

(izomorfim) olmasidir. f bir izomorfizm ise M temsili M’ temsiline izomorf denir
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ve M = M’ ile gosterilir. Bir M temsiline izomorf olan tiim temsillerin sinifi M nin
izosinafi (isoclassM ) olarak adlandirihr. M, M’ € rep@ temsilleri igin M’den M"ye

giden tiim temsil morfizmlerinin kiimesi Hom (M, M’) ile gosterilir.

Onerme 3.1.15 M, M’ € repQ olsun. Tiim temsil morfizmlerinin Hom(M, M’)
kiimesi; her f, g € Hom(M, M'), m € M ve X € k i¢in

(f ® g)(m) = f(m) +g(m)
(A @ f)(m) = Af(m)
ile tanimh toplama ve skaler carpma iglemlerine gore bir k-vektor uzayidir.
Ornek 3.1.16 Q: 1 —— 2 kuivermin
M k———k
Mk —— 0

temsillerini alahm. f = (f1, f2) : M —— M" temsil morfizmi fi; a € k ile skaler
carpim ve fo; sifir doniigtimii ile belirlidir. Yani

1

M : h———— k
f ak lo
M k———0

diyagramimi degismeli yapar. Boylece Hom(M, M) = {(a,0) | a € k} = k olur.
Simdi agagidaki diyagrami degismeli yapan g : M” — M temsil morfizmini be-

lirleyelim.

M" —2 0

k
g glk g2=0

M E—Lr sk

Her ¢ € k i¢in (00 g2)(¢) = (1 0 ¢1)(c¢) olmalidir. Buradan ¢g; = 0 olur. go'nin sifir
doniigimii oldugu agiktir. Sonug olarak g = (g1,92) = (0,0) olup M” den M’ye

sadece sifir temsil morfizmi vardir. Yani Hom(M"”, M) = 0 olur.
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Ornek 3.1.17

ile verilen ) kuivermin

L

k

M" -

temsilleri gozontine alindiginda
Hom (M, M') =0,  Hom(M,M") = k?

Hom(M', M) = k*,  Hom(M",M) =0

olur. Simdi Hom(M, M") = k* oldugunu gosterelim. M — M” temsil morfizmi
agsagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde a, b, ¢, d, e € k skalerlerinin se¢imi ile

belirlenir.



N

k

[c d] [e]

Bu durumda

bulunur.

Ornek 3.1.18 2-oklu Kronecker 1 ﬁi 2 kuivermin asagidaki temsillerini
B

gbzontline alalim.

M : kQAk

N
b o]

IV S w—
00
o
Hom(M, M')’yi belirleyelim. f = (f1, f2); M’den M"ye bir temsil morfizmi olsun.

Bu durumda f; ve f5 lineer doniigiimleri a, b, ¢, d, x,y € k olmak iizere

e[ =[]
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bigiminde yazilir. f bir temsil morfizmi oldugundan diyagramlar degigsmeli yani

fiva = @l fa ve fips = go’ﬁfz olmalidir. Buradan
Lol =Ll
i
10]Ly

ve

| —
[SIES]

[SURIS
L I
| —
= o
|

Il

elde edilir. Boylece

olup

bulunur.

WL D (D)

kiimesi Hom(M, M") icin bir taban oldugundan Hom (M, M") = k? olur.

3.2 Dik Toplam ve Ayrigtirilamaz Temsiller

M ve N temsilleri verildiginde, bu iki temsilin dik toplami olarak adlandirilan yeni
bir temsil agagidaki gibi tanimlanir. Diger yandan herhangi bir X temsili veril-
diginde X'i sifirdan farkl iki temsilin bir dik toplami i¢inde ayrigtirabiliriz. Yani
M ve N sifirdan farkli temsiller olmak iizere X = M @& N yazlabilir. Bu durumda
M ve N dik toplananlarimin da bir ayrisitmi yazildiginda her bir M; ayristirilamaz
temsil olacak gekilde X = M; & My & ... M, yazilmig olur. Boylece X temsilinin
yapisini anlamak i¢in onu olusturan daha basit yapiya sahip olan ayristirilamaz M;

temsillerini incelemek yeterli olur.

Tanim 3.2.1 Q bir kuiver ve M = (M;, ¢,) ve M' = (M/,¢)); @ nun iki temsili
olsun.
“a 0

MaM = (MeM,[% )
0 Po ier,ate

ile tanimlanan @'nun bir temsiline M ve M" niin dik toplama (direct sum) denir.
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Uyar: 3.2.2 Iki temsilin dik toplaminin tanimi sonlu sayida temsil i¢in yineleyerek

sonlu sayida My, My, --- , M, € rep( temsilleri i¢in
Mi®My®---®@My= (MDD M) & M,
ile tanimlanir.

Ornek 3.2.3

kuiverinin

M: k L S — 0

~

M/ . k2 > kz < k
temsillerini alalim. M @ M’ dik toplam temsili
100 00
{0 1 1] [0 1]
kaok? =2l kok? 1 00k

ile tanimhdir ve agagidaki dik toplama izomorftur.
100 0
p3 ool s 1

Tanim 3.2.4 Sifirdan farkl bir M € rep@ temsili; sifirdan farkl iki temsilin bir dik

toplami olarak yazilamazsa, yani; N, L € rep() olmak tizere M = N & L iken N =0
veya L = 0 oluyorsa M’ye aymistirilamaz temsil (indecomposable representation)

denir.

Ornek 3.2.5 Ornek 3.1.17 ve 3.1.18’deki kuiverlarin verilen temsilleri ayrigtirilamaz
temsillerdir. Ornek 3.2.3’deki kuiverm M temsili ayngtirilamaz temsil, fakat M’

temsili agagidaki dik toplama izomorf olan bir ayrigtirilabilir temsildir.

(k N A k)@(k L e O o)

Ornek 3.1.11°deki M ve M” temsilleri ayristirilamazdir fakat M’ ve M" temsilleri

ayrigtirilabilirdir.
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Asagida ispatsiz olarak verilen Krull-Schmidt teoremi her bir M temsilinin ayrigtiri-

lamaz temsillerin bir dik toplami olarak tek tiirlii yazildigini ifade eder.

Teorem 3.2.6 (Krull-Schmidt Teoremi) ) bir kuiver ve M € rep(@ olsun. Her

bir M; € rep() ayrigtirilamaz temsil olmak tizere
MEM M &---P M,
bi¢iminde tek tiirlii yazilir.

Ornek 3.2.7 Derksen ve Weyman (2005); 1 —%— 2 kuivermimn

A: k—250, B: 05k ve C: k—5k

ayrigtirlamaz temsilleri yardimiyla bu kuivermn herhangi bir M : M; —2 M,
temsilinin

dy = dimM;, dy = dimM,, r = ranky,

olmak lizere

M = Adl—T’ D Bdg—r D Cﬂ"

bigiminde yazildigini ifade etmistir.

3.3 (Cekirdek, Escekirdek ve Tam Diziler

Bu boltimde lineer cebir alaninda kullanilan, bir lineer doniigimiin ¢ekirdegi ve

escekirdegi gibi baz1 kavramlar temsil teoriye genisletilecektir.

Tanim 3.3.1 Bir @ kuivermin M = (M;, ¢u)icgpaco, Ve M' = (M], ¢!)icp.aco:
temsilleri ile f = (fi)ieg, : M — M’ temsil morfizmi verilsin. Her bir ¢ € Qg i¢in;
fi + M; — M! lineer dontigimuntn ¢ekirdegi L; = kerf; = {m; € M| fi(m;) = 0}
olsun. @;’deki her bir i« —*— j oku ve her z € L; i¢in ¢, () = () ile tammh
bir ¢, : Li — L; lineer doniisimt vardir. v, iyi tanimhdir. Gergekten; her € L;
i¢in f bir temsil morfizmi oldugundan f;p,(z) = ¢, fi(z) olup fi(z) = 0 ve buradan
fipa(z) = 0 bulunur. Boylece ¢, (z) € kerf; yani; ¢,(x) € L; elde edilir.

Bu sekilde tanimlanan (L;, ¥4 )icgy.aco, temsili f'nin ¢ekirdegi (kernel) olarak ad-

landirilir ve kerf ile gosterilir.
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Uyar: 3.3.2 Her bir ¢ € @) icin ing; : ker f; < M; icerim doniigiimii yardimiyla bir

birebir ¢ = (inc¢;)eq, : kerf < M temsil morfizmi belirlenir.

Tamm 3.3.3 Bir @ kuivermm M = (M;, ¢a)icQoacq, Ve M = (M!, ¢L)ic0o.0c0
temsilleri ile f = (fi)ieq, : M — M’ temsil morfizmi verilsin. Her bir ¢ € )y kogesi
icin f; : M; — M) lineer doniigiimiiniin esgekirdegi N; = cokerf; = M//fi(M;)
olsun. @;’deki her bir i —— j oku ve her bir m; € M/ i¢in x.(m} + f;(M;)) =
ol (m}) + f;(M;) ile tammh bir x, : N; — N; lineer déntigiimii vardir. x, iyl
tanimhidir. Gergekten; ml, m! € M/ olmak iizere m} + f;(M;) = m/ + f;(M;) olsun.
Bu durumda m) — m} € fi(M;) ve ¢, (m; —m]) = ¢ (m}) — ¢, (m}) olup f bir
temsil morfizmi oldugundan ¢/ f;(M;) = fipa(M;) C f;j(M;) bulunur. Boylece
Xa(mi + fi( M) = xa(m! + fi(M;)) elde edilir.

Bu gekilde tanimlanan (N;, Xa)icgo.acg, temsili f'nin escekirdegi (cokernel) olarak

adlandirilir ve coker f ile gosterilir.

Uyar1 3.3.4 Her bir i € () igin proj; : M| — coker f; projeksiyonu yardimiyla bir

orten p = (proj;)icq, : M’ — coker f temsil morfizmi belirlenir.

Yukarida tanimlanan bir temsil morfizminin g¢ekirdegi ve escekirdegi kavramlar:
kategori teoride “evrensellik 6zelligi ”(universal property) bakimindan agagidaki
sekilde tamimlanir. Kategorik anlamda verilen agagidaki tanimlar ilerde ifade edile-

cek sonuglarin ispatinda kullanilacaktir.

Tamim 3.3.5 Bir M —— N temsil morfizminin cekirdegi; g f = 0 olacak sekilde
bir L —' M morfizmi ile birlikte L temsilidir. Oyle ki gv = 0 olacak sekilde
bagka bir X —— M morfizmi icin asagidaki diyagrami degismeli yapan, yani

fu = v olacak sekilde bir tek X —*— L morfizmi vardir.
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Uyar1 3.3.6 Kategorik anlamda, Tanim 3.3.1’deki g¢ekirdek tanimi evrensellik
ozelligine sahiptir. Gergekten; M = (M;, ¢.), L = (Li, ) ve X = (Xj, xa) birer
temsil olmak iizere repQ’da bir ¢ : M — N temsil morfizmi verilsin. kerg = L
ve ¢ : L < M igerim doniigiimii olmak tizere (L,¢) temsilinin g'nin bir gekirdegi
oldugunu gésterelim. Her ¢ € Qo ve her m; € L; = kerg; igin g;t;(m;) = gi(m;) =0
olup g¢ = 0 bulunur. Diger yandan gv = 0 olacak sekilde bagka bir v : X — M tem-
sil morfizmi var olsun. Bu durumda her i € @)y ve her x; € X icin v(z;) € kerg; = L;
olur. Boylece u : X — L morfizmasi u;(x;) = v;(z;) olarak tanimlanabilir. Boylece

tu = v oldugu agiktir. Simdi u’'nun bir temsil morfizmi oldugunu gosterelim. Bunun

icin
X
u
v L V4
L
4 oo
M My —2 s M,

birinci diyagramin degismeli oldugu gosterilmelidir. u ve L’nin tanimi ve v’nin bir

temsil morfizmi oldugu kullanilarak her z; € X; ic¢in
Yatti(T;) = avi(Ti) = V;Xa(®i) = UjXa(T:)

elde edilir. ¢ igerim morfizmi oldugundan u’'nun bu 6zelliklere sahip tek temsil mor-

fizmi oldugu goriiliir.

Tanim 3.3.7 Bir L —'— M temsil morfizminin esgekirdegi; gf = 0 olacak

sekilde bir M —2— N morfizmi ile birlikte N temsilidir. Oyle ki vf = 0 ola-
cak sekilde baska bir M —"— X morfizmi icin, asagidaki diyagrami degismeli

yapan; yani ug = v olacak sekilde bir tek N —*— X morfizmi vardir.

L f

Al
v

g
s M > N
I
]
]
I
|
I
\V

X
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Uyar: 3.3.8 Kategorik anlamda, Tanim 3.3.3’deki escekirdek taniminin evrensellik
ozelligine sahip oldugu N = cokerf ve g yerine p : M — coker f morfizmi alinarak

Uyar1 3.3.57ya benzer olarak gosterilir.

Tanim 3.3.9 rep()’da bir M temsili verilsin. Eger birebir bir ¢ : L — M temsil mor-
fizmi var ise L’ye M’ nin bir alttemsili (subrepresentation) denir. Bu durumda ¢'nin

esgekirdegi cokeri = M /L bolim temsili (quotient representation) olarak tanimlanir.

Teorem 3.3.10 (Birinci Izomorfizma Teoremi) rep@)’da bir f : M — N temsil
morfizmi i¢in

imf = M /kerf

olur.

Ispat M = (M;, o) olmak tizere f : M — N temsil morfizmi verilsin. );’deki

her + —— j oku icin

M : M; —2— M,
f l fi l fi l
imf : FOM) = (M)

diyagrami degismeli yani her m; € M, i¢in ¢, fi(m;) = fjpa(m;) olacak sekilde
tanimlanan 1, lineer dontigiimleriyle birlikte (f(M;),1),) ikilisi bir temsildir ve
imf ile gosterilir. Diger yandan x,(m; + kerf;) = @o(m;) + kerf; ile tanimlanan
lineer doniigiimlerle birlikte M/kerf = (M;/kerf;, xo) ikilisi de bir temsil olur.
Her f; lineer doniisiimii yardimiyla f;(m; + kerf;) = fi(m;) tanimlansin. Her bir
i —%— j oku icin Vo f; = figa esitligi saglandigindan f bir temsil morfizmidir.
Sonug olarak yukaridaki bicimde tanimlanan f; : M;/kerf; — imf; bir izomorfizma

olup imf = M /ker f bulunur. O

Tanim 3.3.11 repQ)’da temsil morfizmlerinin bir L Lo M —2 N dizisi ve-

rilsin. imf = kerg oluyorsa bu diziye tam dizi (exact sequence) denir. Her bir f;
icin

f2
> My

> Ml i > M2
dizisi tam, yani im f; = ker f;,1 ise bu diziye tamdir denir.
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Tanim 3.3.12
f

0 s L s M —2 s N s 0

formundaki bir tam dizi kisa tam dizi (short exact sequence) olarak adlandirihr. Bu
dizinin kisa tam dizi olmas i¢in gerek ve yeter kosul f'nin birebir, imf = kerg ve

¢g’nin orten olmasidir.
Uyar: 3.3.13 Brion (2008); bir @ kuiverimin sonlu boyutlu temsillerinden olugan

0 s M’ M s M" —— 0

~

kisa tam dizisinde, temsillerin boyut vektorleri arasinda

dimM = dimM’ + dimM”.

biciminde bir iligki oldugunu belirtmistir. Aym zamanda, herhangi sonlu boyutlu

izomorf olan temsillerin aynm boyut vektoriine sahip oldugunu ifade etmistir.

Ornek 3.3.14 repQ’da verilen bir f : M — N temsil morfizmi yardimiyla

0 — kerf —— M U Y ’ s cokerf — 0

tam dizisi yazilabilir. Ayrica

0 — kerf —— M —2— M/kerf —— 0

kisa tam dizi olur.

Ornek 3.3.15 Q: 1 —— 2 kuiverin

S1): k——0

temsillerini géz o6ntine alahm. f = (fi, fo) = (0,1) ve g = (g1,92) = (1,0) olmak

uzere

0—— 82 —L+ M —25 S(1) —— 0

dizisi kisa tam dizidir. f" = (f{, f}) = (0,1), ¢' = (¢}, g5) = (1,0) olmak tizere
0—— 5@ L5 smese —L s1) — 0

dizisi de bagka bir kisa tam dizidir.
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Tanim 3.3.16 f: L — M bir temsil morfizmi olsun.

ho f =1y olacak sekilde h : M — L morfizmi var ise f’ye bir kesit (section) denir.

g : M — N bir temsil morfizmi olsun.

g ok = 1y olacak gekilde k& : N — M morfizmi var ise g’ye bir biizilme (retraction)

denir.

Tanim 3.3.17

f

0 s L s M —2 s N s 0

kisa tam dizi olsun. f bir kesit ise bu diziye par¢alanan (split) dizi denir.

Ornek 3.3.18 Ornek 3.3.15°deki kisa tam olan

0—— 5@ L smese L5 s1) — 0

N -

h/
dizisini gézoniine alalim. h'o f" = 1g() olacak sekilde A’ : S(1) ® S(2) — S(2) var

oldugundan bu dizi parcalanan dizidir. Fakat

f

0 —— S(2) »y M —2— S(1) —— 0

dizisi parcalanan degildir. Ciinkii ho f = 1g(2) olacak sekilde h : M — S(2) yoktur.
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Onerme 3.3.19 repQ’da bir

kisa tam dizisi verilsin.
(a) f bir kesittir ancak ve ancak g bir biiziilmedir.
(b) f bir kesit ise, im f(=kerg); M nin bir dik toplananidir.

Ispat (a)(=) Kabul edelim ki f bir kesit olsun. Bu durumda ho f = 1, olacak
sekilde bir A : M — L morfizmi vardir. g : M — N morfizminin biiztilme oldugunu
gosterelim. Bunun icin g o b’ = 1y olacak sekilde A’ : N — M morfizmi su sekilde
tammmlansmn: Her n € N i¢in g 6rten oldugundan g(m) = n olacak sekilde bir
m € M vardir. O halde h'(n) = m — (f o h)(m) olsun. Simdi A"niin taniminin
m’nin se¢iminden bagimsiz oldugunu gosterelim. g(m) = g(m’) = n olacak sekilde
m,m’ € M alahm. Bu durumda g(m) — g(m’) = g(m —m’) = 0 olup m — m’ €

kerg = im f bulunur. Buradan m — m/ = f(¥) olacak sekilde ¢ € L vardir.

(m—foh(m))—(m'—foh(m)) = m—m'—foh(m—m)
— m—m' —foho f({)
= m—m— [(0)
= 0
Boylece m— foh(m) = m’— foh(m') olup A’niin tanim1 m’nin se¢iminden bagimsiz
yani A’ iyi tanimhdir. Simdi A”niin bir temsil morfizmi oldugunu gosterelim. L =
(Liy o), M = (M;,¢l) ve N = (N;,¢) olsun. Q7’deki her i —*— j oku i¢in

asagidaki diyagramda kareler degismelidir.

Pa
L —* L,

h; fi fi h;
~ (p/ ~
M, — 5 M,

R gi gj h




Yani f bir temsil morfizmi oldugundan ¢/, f; = f;¢a, g bir temsil morfizmi oldugundan
©rg; = g;00 ve h bir temsil morfizmi oldugundan p,h; = h;¢), esitlikleri vardir. b/

niin bir morfizm olmasi i¢in her n; € N; i¢in
(o hi)(ni) = (hjeq) (i)

esitligi saglanmalidir. A’ niin tamim geregince g¢;(m;) = n; olacak sekilde

Ri(n;) = m; — (fihi)(m;) oldugu gbzoniine alinarak

3
|
S
S
2
S
S

=@a(mi) = fihjea(mi) (3.1)
Diger yandan;

(Pjea) () =hipegi(mi)
=h;g;$Pe(mi)
=h;(9;(a(mi)))
= (mi) = fihjen(m;) (3.2)
(3.1) ve (3.2)'den ¢, h; = R} olup h' bir temsil morfizmidir. §imdi go A’ = 1y

oldugunu gosterelim. n € N alalim. ¢ o6rten oldugundan g(m) = n olacak sekilde

m € M vardir.

(gh')(n) = g(h'(n)))
= g(m — fh(m))
= g(m) —gfh(m)
= g(m)
= 1N(n)

Sonug olarak g bir biiziilmedir.
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(<) Kabul edelim ki ¢g bir biiziilme olsun. Bu durumda g o b’ = 1y olacak sekilde
bir A’ : N — M morfizmi vardir. f 'nin kesit oldugunu gosterelim. ho f = 1, olacak
sekilde h : M — L morfizmini tamimlayalim. m € M olmak iizere g(m — h'g(m)) =
g(m) — gh'g(m) = g(m) — g(m) = 0 olup m — h'g(m) € kerg = imf oldugundan
f(0) =m — Wg(m) olacak sekilde bir tek ¢ € L vardir. Bundan dolay1 h(m) = ¢ ile
tamimlanir. h’nin tanimindan h o f = 1, oldugu aciktir. Simdi A’nin rep@’da bir

temsil morfizmi oldugunu gosterelim. Her m; € M; icin

(©ahi)(mi) = (hjeq)(m:)

oldugunu géstermeliyiz. m; € M; ve {; € L; icin f;(¢;) = m; — h}g;(m;) olacak sekilde

h’nin tanimindan
(bahi)(mi) =pa(hi(mi)) = ealli) (3.3)
m; € M; icin ¢/ (m;) € M; olup h'nin tanimindan
(hjspo) (mi) =; (3.4)
olacak sekilde bir tek ¢; € L vardir. Bu durumda
fi(l5) =i, (mq) — hg;00,(m;) (3.5)

olur. (3.3) ve (3.4) esitliklerinin sag taraflarinin egit oldugu gosterilirse ispat tamam-

lanir. f, g ve A/ niin birer temsil morfizmi oldugu kulllanilarak

filli) = mi = higi(mi) =m; = fi(l;) + higi(ma)
= (mi) = ¢4 fills) + @l higi(mi)
= (mi) = fipa(ls) + hjgagi(ms)
=0 (mi) = [50a(li) + hygjen(ms) (3.6)
elde edilir. (3.5) esitliginden —h;g;¢. (m;) = f;(¢;) — ¢, (m;) oldugu (3.6) esitliginde
kullanihirsa f;(a(4;)) = f;(¢;) olur. f;’ler birebir oldugundan ¢; = ¢, (¢;) olup (3.3)

ve (3.4) esitliklerinin sag taraflar1 egit bulunur.
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(b) Kabul edelim ki f bir kesit olsun. Verilen dizi tam oldugundan imf = kerg olup
kerg'nin M’nin bir dik toplanani oldugunu gosterelim. (a) sikkindan g bir biiziilme
oldugundan g o i’ = 1y olacak sekilde ' € Hom(N, M) vardir. m = (m;)icq, € M
olmak tizere
m; = higi(mi) + (m; — higi(m;))

bigiminde yazabilir. Burada h.g;(m;) € imh] ve m; — hg;(m;) € kerg; dir. Bundan
dolay1 M = imh) + kerg; olur. Simdi imh, N kerg; = {0} oldugunu gosterelim.
x € imh] N kerg; alahm. Bu durumda x € imh ve x € kerg,;’dir. g;(z) = g;hi(n;) =
In(n;) = n; = 0 olup x = h'(n;) = K (0) = 0 bulunur. Sonug olarak M = imh/ &
kerg;’dir.

Son olarak @Q,’deki her bir ¢ —~ j oku i¢in M temsilinin lineer déniigiimlerinin

limns 0
0 9021 |ke7‘gi

bigiminde oldugunu gosterelim. m; € kerg; alahm. Bu durumda g¢;(m;) = 0
olup buradan g bir temsil morfizmi oldugundan ¢”g;(m;) = 0 = g;¢,(m;) olup

¢, (m;) € kerg; olur. Yani yukaridaki matrisin sag iist blogu ¢}, |gerg,= 0 bulunur.

m; € imh ise, m; = h}(n;) olacak sekilde n; € N; vardir. Her iki tarafin ¢/, altinda
goriintiisii almirsa ¢f, (m;) = ¢, hi(n;) = hpp(n;) € imh} olur. Boylece yukaridaki
matrisin sol alt blogunun 0 oldugu goriiliir. U

Sonuc 3.3.20

f

0 > L s M —2 s N

e}

dizisi parcalanan tam dizi ise, M = L & N dir.

Ispat Verilen dizi parcalanan dizi olsun. Bu durumda f bir kesittir. Onerme 3.3.19
geregince im f, M nin bir dik toplananidir. Diger yandan f : L — M morfizmi i¢in
Lizomorfizma teoremi geregince L/kerf = imf olur. Bu dizi tam dizi oldugundan
f birebir yani kerf=0 olup L/0 = L = imf bulunur. Boylece L, M’nin bir dik
toplanami olur. Diger yandan g : M — N morfizmi i¢in l.izomorfizma teoremi
geregince M /kerg = img olur. Dizi tam oldugundan img = N ve kerg = imf = L
oldugu kullanilarak M/L = N elde edilir. Sonug olarak M = L & N olup ispat

tamamlanir. O
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3.4 Hom Funktorlar:

Homoloji cebirde soldan tam olduklar: bilinen sirasiyla kovaryant ve kontravaryant
olan Hom(X,—) ve Hom(—, X) funktorlarmin rep@ kategorisinde de bu ozelligi

sagladig1 asagida ifade edilmigtir.

Teorem 3.4.1 () bir kuiver ve

0 s L s M2 N

rep()’da bir dizi olsun. Bu dizinin tam dizi olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her

X € rep@ temsili i¢in
0 —— Hom(X, L) —X—~ Hom(X, M) —£— Hom(X, N)

dizisinin tam olmasidir.

f

g

Ispat (=) 0 > L M —2— N dizisi tam olsun. Bu durumda f bire-
bir, im f=kerg ve g értendir. Ikinci dizinin tam oldugunu géstermek icin f,’mn birebir
ve im f,=kerg, oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in v € kerf, alalim. Bu durumda
felu) = fou = 0’dir. Her z € X igin (f ou)(z) = f(u(xz)) = 0 olup f bire-
bir oldugundan u = 0’dir. Dolayisiyla f, birebirdir. Simdi im f,=kerg, oldugunu
gosterelim. v € Hom(X, L) alalim. Bu durumda f,(u) € Hom(X, M) olup dizi tam
oldugundan g, (f.(u)) = g o f ou = 0 bulunur. Boylece g. f. = 0 olup imf, C kerg,
elde edilir. Diger yandan, v € kerg, alahm. Bu durumda g.(v) = g ov = 0 olur.
Tanim 3.3.5’den ¢g'nin ¢ekirdeginin evrensellik 6zelligi kullanilarak g o v = 0 olacak
sekilde v morfizmas: i¢gin f o u = v olacak gekilde bir tek v € Hom(X, L) mor-

fizmasimin var oldugunu kullanarak v = fowu = f.(u) € imf, bulunur. Bdylece

kerg, C imf, olup ispat tamamlanir.

(<) 0 —— Hom(X, L) SELEN Hom (X, M) —*— Hom(X,N) dizisi tam olsun.
f

0 > L » M —2— N dizisinin tam oldugunu gosterelim. Oncelikle f’nin
birebir oldugunu gosterelim. X temsili yerine kerf alimirsa ¢ : X — L igerim
doniigiimii olur. f,(i) = f oi = 0 ve f. birebir oldugundan ¢ = 0 bulunur. ¢ birebir

oldugundan X = 0 = kerf olup f birebirdir. Simdi im f=kerg oldugunu gosterelim.
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X yerine L temsilini alalm. g, f, = 0 oldugundan ¢.f.(1;) =go fol,=gof=0
olur. Buradan imf C kerg elde edilir. Diger yandan X yerine kerg temsili alinirsa
i: X < M igerim morfizmasi olur. Bu durumda g,(i) = goi = 0 olup i € kerg, =
im f, oldugundan i = f,(u) = fowu olacak sekilde bir v € Hom(X, L) vardir. Boylece
i(X) = X = kerg =C imf bulunur. Sonug olarak im f=kerg olup dizinin tam oldugu

ispatlanmig olur. 0

Sonuc 3.4.2 rep()’da bir

0 s L s M2 N

e}

dizisinin parcalanan tam dizi olmasi icin gerek ve yeter kosul her X € rep@) icin

0 —— Hom(X, L) —~ Hom(X, M) —2— Hom(X,N) — 0

dizisinin tam olmasidir.

Ispat (=) Tk dizinin parcalanan tam dizi oldugunu kabul edelim. Teorem 3.4.1
geregince g,'n Orten oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in v € Hom(X, N)
alahm. Kabulden gh = 1y olacak sekilde h € Hom(N, M) vardir. Boylece g,(hu) =
ghu = 1yu = u olacak sekilde hu € Hom(X, M) var oldugundan g, ortendir.

(<) Ikinci dizinin tam oldugunu kabul edelim. Teorem 3.4.1 geregince

0 s L s ML N

dizisi tam olur. g'nin orten ve bir buiziilme oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

X yerine N temsilini alalim. g, 6rten oldugundan 1y € Hom(N, N) igin

olacak gekilde h € Hom(N, M) var oldugundan g bir biiztilme olur. Ayrica; her
n € N icin g(h(n)) = 1y(n) = n olacak sekilde h(n) € M var oldugundan g

ortendir. 0
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Uyar:1 3.4.3
f

0 s L s M —2 s N s 0

dizisi parcalanan ise, gh = 1y olup buradan g.h, = 1Hom( ) oldugundan

X,N

0 — Hom(X, L) —— Hom(X, M) —%— Hom(X,N) — 0

dizisi de pargalanandir.

Teorem 3.4.1 ve Sonug 3.4.2'nin dual versiyonu olarak, Hom(—, X) kontravaryant

funktoru icin, agagidaki teorem ve sonug ispatsiz olarak ifade edilecektir.

Teorem 3.4.4 repQ)’da bir

f

L s M —2 s N s 0

dizisinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her X € rep() i¢in
0 —— Hom(N, X) —<— Hom(M, X) —— Hom(L, X)

dizisinin tam olmasidir.

Sonuc 3.4.5 rep()’da bir

dizisinin parcalanan tam olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her X € rep() i¢in
0 —— Hom(N, X) —<— Hom(M, X) —— Hom(L,X) — 0
dizisinin tam olmasidir.

Uyar1 3.4.6 Asagidaki 6rnekten goriilecegi gibi

0 > L

dizisi parcalanan degil ise, f* ve g, her zaman orten olmak zorunda degildir.

Ornek 3.4.7 Ornek 3.3.15'deki parcalanan olmayan

f

0 —— S(2) » M —2— S(1) —— 0

kisa tam dizisini gézoniine alalim. X yerine S(1) alinip Hom(S(1), —) funktoru bu
diziye uygulanirsa Hom(S(1), M) = 0 ve Hom(S(1), S(1)) = k oldugu kullamlarak
g« : Hom(S(1), M) — Hom(S(1), S(1)) morfizminin érten olmadigr goriliir.
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3.5 Kuiverda Yollar

Kuiver temsil teorisinin temel amaci; verilen bir () kuiver i¢in onun tiim temsillerini
ve bu temsiller arasindaki morfizmleri belirlemektir. Bunun i¢in en iyi yol, verilen
kuiverin Auslander-Reiten kuiver1 denilen yeni bir kuiver: olugturmaktir. @ bir
kuiver olmak tizere, @Q’'nun Auslander-Reiten kuiver;

e Koseleri; @Q'nun ayristirilamaz temsillerinin izosimiflar:

e Oklari; Aynistirilamaz iki temsil arasindaki indirgenmez morfizmler

olan I'g ile gosterilen yeni bir kuiverdir. Auslander-Reiten kuiverin koseleri, rep()’da-
ki temsiller igin, oklar1 ise rep()’daki temsil morfizmleri i¢in birer yap1 tagidir. Bir
@ kuiverinin ayrigtirilamaz temsillerinin izosimiflarinin sayisi sonlu ise, o kuiverin
I'g Auslander-Reiten kuiver: olusturularak, rep() hakkinda tam bilgi elde edilir. Bu
boliimde, Auslander-Reiten kuiverin olugturulmasinda énemli yer tutan ve ayrigtirila-
maz olan basit, projektif ve injektif temsiller tanitilacaktir. Bunun igin gerekli olan

baz1 gosterimler asagida ifade edilmigtir.

Tanim 3.5.1 @ bir kuiver ve i, j € Qg olsun. Q’da i’den j’ye giden ¢ uzunlugunda

bir ¢ yolu (path); oy € Q1 olmak tizere

S<a1> = 1
s(ap) = tlap—1), h=2,3,....0 ,
tlae) = J

olacak gekildeki bir e=(i|ay, o, . . ., ay|7) dizisidir.

Ornek 3.5.2

Q: «(1-"o223

kuiverinda (1]a|l), (1|e, B12), (1|a, o, B|2) sirasiyla 1, 2, 3 uzunluklu yollardir.
Fakat (1|«, 3,7|2) bir yol degildir.
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Tanim 3.5.3

(1) ¢ kosesindeki ¢ = 0 uzunluklu (i||¢) yoluna sabit yol (lazy path) denir ve e; ile

gosterilir.

(2) Bir i —*— j oku bir uzunluklu (é|a|j) yoludur. Ozel olarak i = j ise (i|ali)

yolu bir déngii (loop) olarak adlandirilir.

i e

i ) > o ) > ®
ay
formundaki bir (i|ay, ag, ..., ali) yolu yénlendirilmis dongi (oriented cycle)

olarak adlandirilir.

3.6 Basit, Projektif ve injektif Temsiller

Bu boltimde temsil teorinin temel kavramlar: olan basit, projektif ve injektif temsiller
tanitilacaktir. Bu boliimde () yonlendirilmis dongii icermeyen bir kuiver olacaktir.
()’'daki her i kosesi igin S(i), P(i) ve I(7) ile gosterilen ii¢ tane ayrigtirilamaz temsil
tanimlanir. Bu temsiller kategorik anlamda, rep() kategorisinde basit, projektif ve
injektif objelere kargilik gelirler. Bir kuiverin temsillerinin gosteriminde kolaylik

saglayan notasyon asagida ifade edilmistir.

Tanim 3.6.1 Bir @ kuivermin koselerinin kiimesi Qo = {1,2,...,n}, M = (M;, v,);
(Q’nun bir ayrigtirilamaz temsili ve dimM = (dy,ds,...,d,); M temsilinin boyut
vektorii olsun. 1,2,...,n rakamlar1 kullanilarak M temsilinin farkli bir gosterimi
soyledir: Bir o : ¢ — j okuna karsilik gelen ¢, : M; — M lineer doniisimii sifirdan

farkl ise ¢ rakami j rakaminin tizerinde ve her bir ¢ rakami d; defa yazilir.
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Ornek 3.6.2 Q: 1 > 2 < 3 kuivermin bazi temsillerinin rakamlarla

gosterimi agagidaki bigimdedir.

k > 0 < 0 =1
0 s ko< 0 = 2
0 R k = 3
1
E—t s k< 0 =
2
3
0 sk« k=
2
13
EF—ts kel k =
2

Herhangi bir kuiverin her bir kosesi i¢in yazilan basit, projektif ve injektif temsiller

agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.6.3
e Vektor uzaylari: ¢ kogesinde bir boyutlu diger kogelerde 0 boyutlu olan ve
e Lineer doniigiimlerinin: tamami sifir olan temsile basit temsil (simple representa-
tion) denir. Yani ¢ kogesindeki basit temsil:
. ko i=j
S(i); = ve Yo =0
0, 1#

olmak tizere S(7)=(5(%);, ¥a)icQo,acq, bicimindedir.

Tanim 3.6.4

e Vektor uzaylari: i’den j'ye giden tiim yollarin kiimesini taban kabul eden vektor
uzaylar: ve

e Lineer dontigiimleri: i’den j’ye giden bir ¢ yolunun sonuna « okunun eklenmesiyle
i’"den (’'ye giden bir ca yoluna gotiiren déniigiimler olan P(i)=(P();, Pa)ico.ac0:
temsiline projektif temsil (projective representation) denir. Yani ¢ kogesindeki pro-

jektif temsil:

(i) P(i);'nin elemanlari: ¢; i’den j'ye giden tiim yollar ve A\, € k olmak fizere

> Acc formundadir.
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(ii) ¢q lineer doniigimleri: j —*— ¢ oku yardimiyla P(i);'nin bir tabam ile

P(i)¢'nin bir tabani arasinda agagidaki bigimde tanimhdir:
P(7); tabani — P(i), taban

c= (ilBr, B2, - - -, Bslj) = ca = (i] Br, Ba, - - -, Bsl€)

olmak lzere
Do (Z )\Cc> = Z AeCO
ile tanimlanir.

Tanim 3.6.5

e Vektor uzaylari: j’den i’ye giden tiim yollarin kiimesini taban kabul eden vektor
uzaylari ve

e Lineer doniisiimleri: j’den i’ye giden bir ¢ yolu j —*— ¢ oku ile bashyorsa, a
okunun silinmesiyle ¢’den i’ye giden bir yola, « ile baglamiyorsa ¢ yolunu 0’a gotiiren
dontigiimler olan 1(i) = (1(4);, Ya)jcQo.aco, temsiline injektif temsil (injective repre-

sentation) denir. Yani i kogesindeki injektif temsil:

(i) I(7); 'nin elemanlar1; ¢; j’'den i’ye giden tiim yollar ve A. € k olmak iizere

> Acc formundadr.

(ii) ¢q lineer doniigiimleri: j —*— ¢ oku yardimyla I(i);’nin bir tabam ile

I(i),/nin bir tabam arasinda agagidaki bigimde tanimhdir:

I(3); tabam N I(i), tabam

(€|527aﬁs|z) ; /61 = Q;

; diger durumlarda.

c=(jl|B, Bay - . ., Bsli) —>

olmak tizere
Pa (Z )\cc> = Z )\Cf(C)

ile tanimlanir.
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Uyar1 3.6.6 rep@; sonlu boyutlu temsillerin kategorisi oldugundan () kuiver:
yonlendirilmig déngii igermemelidir. Aksi taktirde P (i) sonsuz boyutlu olacak sekilde
bir 4 kosesi var olup P(i) ¢ repQ@ olur. Ornegin; yonlenmis dongii iceren Q: 1 = 2

kuiver1 gozoniine alindiginda P(1) ve P(2) sonsuz boyutlu temsiller olur.

Uyar1 3.6.7 P(i) = (P(7);, pa); @ kisesindeki projektif temsil ve ¢; i’de baslayan
bir yol yani ¢ = (i|51, B2, - - -, Belj) olsun. O zaman P(i)’deki lineer déniigiimlerin
bilegkesi olarak

pe: P(i); — P(i);

Pe = LB PBPB

ile tammhdir. Ozel olarak ¢ sabit yol ise ¢.(e;) = ¢ olur.

Tanim 3.6.8

(1) Bir @ kuiverinda s(«) = i olacak sekilde bir « oku yok ise ¢ kdsgesi batak (sink)
olarak adlandirilir. ¢ kogesindeki projektif temsilin basit temsil olmasi icin

gerek ve yeter kosul 7'nin batak olmasidir. Yani;

P(i) = S(i) < i bir bataktr.

(2) Bir @ kuiverinda t(«) = ¢ olacak gekilde bir o oku yok ise i kdsesi kaynak
(source) olarak adlandirilir. i kogesindeki injektif temsilin basit temsil olmasi

icin gerek ve yeter kosul ¢'nin kaynak olmasidir. Yani;

I(i) = S(i) < i bir kaynaktir.

Asagidaki iki 6rnekte, iki farkli kuiverin tiim koselerindeki basit, projektif ve injektif

temsiller gosterilmistir.
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Ornek 3.6.9

olmak tizere (Q'nun basit temsilleri:

S(1)

~

I

I

I

I

~+

~

AN

A

(e}

A

UL——mm W

AN

g

AN

o

(e}

A

g

A

o

o

A

g

A

o

o

A

o

g

A
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@’nun projektif temsilleri;

P(1) =2 k LN (! 0 <
0
P2) = 0 y ko< 0 <
0
P(3) = 0 >k — k <
kl
k
P(4) = 0 Ny RE—— k <
Jl
k
P(B) = 0 > 0 < ¢
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@’'nun injektif temsilleri;

I1) = k

~
e}
N

SO

A

o

A

I3) 2 0 > 0 < k <
0
I4) =2 0 > 0 < 0 <
0
I(5) = 0 > 0 < k <
1
k
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Ornek 3.6.10

Q:1 > 3 > 4
2
olmak tlizere ()'nun basit temsilleri;
S(1) = k 0 > 0 ° 0 =1
0
S(2) = 0 0 > 0 0 0 = 2
k
S(3) = 0 0 >k ° 0 = 3
0
S(4) = O -k = 4

0 0 s 0
0

@’'nun projektif temsilleri;

.

P(2)

1 10} 1

010 v k2 = 9233

]
e
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0 0 s k ! k=
\/ 4
0
0

0 0 s 0 0 E = 4
\&%
0

~

~

@’'nun injektif temsilleri;

I(1) = k 0 > 0 0 0 =1
0
~ 0 0 1
I(2) = k > 0 >O:2
k
11
I(3) = k> LI 0 0 =
23
[ox /
k
11
I(4) = R0 Lk = 23
4
[0 1] 1
k

Uyar1 3.6.11 Kategori teorisinde; bir basit obje, sifirdan ve kendisinden bagka

altobjesi olmayan objelerdir. S(i) basit temsillerinin bu 6zellige sahip oldugu agiktur.
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Uyar: 3.6.12 Kategori teorisinde; bir projektif obje, Hom(P, —) funktoru orten
morfizmleri orten morfizmlere dontigtiirecek sekildeki bir P objesidir. Asagida is-

patsiz olarak verilen 6nermede P(i) projektif temsillerinin bu 6zellige sahip oldugu

ifade edilir.

Onerme 3.6.13 rep()’da bir g : M — N temsil morfizmi orten ve i kosesindeki

projektif temsil P(i) olsun. Hom(P(i), —) funktoru g’ye uygulanirsa,
g« : Hom(P(i), M) —— Hom(P(i), N)

temsil morfizmi orten olur.
Diger bir deyisle; f : P(i) — N herhangi bir morfizm ise agagidaki diyagrami
degismeli yapan, yani f = g o h = g.(h) olacak sekilde h : P(i) — M morfizmi
vardir.

P(i)

f

M 7 s N > 0

Sonuc 3.6.14 rep(@)’da P projektif ise,

formundaki bir tam dizi parcalanandir.

Uyar:1 3.6.15 Kategori teorisinde; bir injektif obje, Hom(—, ) funktoru birebir
morfizmleri 6rten morfizmlere doniistiirecek sekildeki bir I objesidir. Asagida is-

patsiz olarak verilen 6énermede (i) injektif temsillerinin bu 6zellige sahip oldugu

ifade edilir.

Onerme 3.6.16 rep@’da bir g : L — M temsil morfizmi birebir ve ¢ kosesindeki

injektif temsil 7(7) olsun. Hom(—, I(¢)) funktoru g’ye uygulanirsa,
g* : Hom(M, I(i)) —— Hom(L, I(7))

temsil morfizmi Orten olur.
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Diger bir deyigle, f : L — I(i) herhangi bir morfizm ise agagidaki diyagrami
degismeli yapan, yani f = h o g = ¢g*(h) olacak sekilde bir h : M — (i) morfizmi

vardir.

0 A V/ s

s L

1(7)

Sonuc 3.6.17 rep()’da [ injektif ise;

0 y I —25 M » N > 0
formundaki bir tam dizi parcalanandir.

Agagidaki 6nerme, rep@’da projektif (injektif) temsillerin dik toplaminin ve toplanan-

larmin projektif (injektif) oldugunu ifade eder.
Onerme 3.6.18 repQ’daki P, P',I, I temsilleri icin
(1) P @ P’ projektiftir & P ve P’ projektiftir.
(2) I & I’ injektiftir & I ve I’ injektiftir.
ispat

(1) (=) P ® P’ projektif olsun. P’nin projektif oldugunu gosterelim. Benzer
olarak P”niin projektif oldugu gosterilir. repQ’da g : M — N orten bir
temsil morfizmi ve f : P — N herhangi bir temsil morfizmi olsun. Asagidaki

diyagrami gozoniine alalim.

~
o
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p1; birinci toplanana izdiigiim ve ¢1; birinci toplanana dogal gomiilme dontigiim-
leri olmak iizere p; o i3 = 1p oldugu agiktir. P @ P’ projektif oldugundan
gh = fp; olacak sekilde h : P & P' — M vardir. Boylece

gh' = ghiy = fpriv = flp=f

olacak sekilde ' = hiy : P — M morfizmi var olup P projektiftir.

(<) P ve P’ projektif olsun. P & P’ projektif oldugunu gosterelim. Asagidaki

diyagramlar1 gozoniine alalim.

> 0

11 ve 19 sirasiyla birinci ve ikinci toplanana dogal gomiilme doniigtimleri olmak
tizere P projektif oldugundan gh; = fi; olacak sekilde hy : P — M morfizmi
vardir. P’ projektif oldugundan gho = fis olacak sekilde hy : P — M mor-
fizmi vardir. Her p+p' € P @ P’ i¢in b/ = (hy, hy) : P ® P’ — M morfizmi
W (p+7p') = hi(p) + he(p') ile tammh olmak tizere

gh'(p+ ') = ghi(p) + gho(p') = fir(p) + fia(p') = f(p + 1)

oldugundan gh’ = f olup P & P’ projektiftir.

(2) (1) sikkina benzer olarak ispatlanir. O

Onerme 3.6.19 S(i), P(i) ve I(i) temsilleri ayrigtirlamazdir.

S(i) basit temsillerin, tammidan dolayi, ayrigtirilamaz oldugu agiktir.

P(i) = (P(i)}, Ya) jeqo.aco, Projektif temsillerinin ayrigtirilamaz oldugunu géstermek

yeterlidir. Kabul edelim ki P(7) ayrigtirilabilir olsun. Bu durumda M # 0 ve N # 0
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olmak iizere P(i) = M @ N bi¢iminde yazilir. Diger yandan @) yonlendirilmis déngi
icermedigi i¢in P(i); = k olup, buradan k = P(i); = M; @ N; bulunur. Genelligi
bozmaksizin P(i); = M; ve N; = 0 kabul edilebilir. N, # 0 olacak sekilde bir ¢
kosesi segilsin. ¢ = (i|f1, B, - . ., Bs|€) bir yol olmak tizere M; nin tek taban elemani

olan e;’yi M, 'nin bir elemani olan ¢.(e;) = c’ye gotiiren bir

lineer doniiglimii vardir. Buradan N, = 0 olur ki bu bir geligkidir. Sonug olarak P(7)

ayrigtirilamaz bir temsildir. ([l

Onerme 3.6.20 M temsilinin repQ’da basit temsil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M = S(i) olacak sekilde bir i € @y var olmasidir.

Ispat (<) M = S(i) ise S(i)’ler basit temsil oldugundan ispat aciktur.

(=) Kabul edelim ki M = (M;, p,) basit temsil olsun. S(i), M’nin alttemsili
olacak gekilde bir ¢ € )y kosesinin var oldugunu gostermeliyiz. ¢ kogesinin batak
olup olmamasima gore iki durum sézkonusudur. Eger i bir batak ise, M = S(i)
olacak sekilde bir ¢ € )y bulunmus olur ve ispat tamamlanir. Eger ¢ bir batak
degil ise + —~ j oku vardir. Diger yandan ¢ kosesinde M temsilinin sifirdan
farkli olmas1 gerektiginden M; # 0 ve M; = 0 olacak sekilde i € @y secilir. @
yonlendirilmig dongii icermedigi icin boyle bir ¢ her zaman vardir. Birebir olan
herhangi bir f; : S(i); &2 k — M; lineer doniisiimii asikar olarak bir f : S(i) — M
morfizmine i # j iken f; = 0 almarak genigletilir. Her ¢ —*— i ve i SN J
oku icin

0 —2— (i) —2—

0
0 fi ‘0
0

M[ Pa MZ PB
diyagrami degismeli olacak gekilde f : .S(i) — M temsil morfizminin birebir oldugu

goriiliir. Bu durumda S(7); M nin bir alttemsili olur. Fakat M basit temsil oldugun-

dan S(i) = 0 veya S(i) = M dir. S(i) # 0 oldugundan S(i) = M elde edilir. O
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Uyar1 3.6.21 Q yonlendirilmis déngii iceren bir kuiver ise Onerme 3.6.20 saglanmaz.

Ornegin;
Qoo

olsun. Her bir A € k icin fy; A ile carpim doniigiimleri olmak iizere

M fACk

temsili hi¢bir ¢ kogesindeki basit temsile izomorf degildir.

Teorem 3.6.22 M = (M;,1,) € rep@ olsun. ()’daki herhangi bir ¢ kdgesi igin
Hom(P(i), M) = M;

dir.

Ispat Bir Q kuivermin herbir i késesindeki sabit yol e; = (i|]i) olsun. {e;} kiimesi

P(i); vektor uzaylar igin bir tabandir.
¢ : Hom(P(i), M) — M;

f=(fi)ieqo — filei)

ile tanimlanan ¢ déniistimii, P(7)'den M’ye giden f = (f;)icq, temsil morfizminin
fi (lineer doniigiimleri) bilegenleri yardimiyla tanimlandigindan, iyi tanimh oldugu
aciktir.

Her f,g € Hom(P(i), M) ve her X € k igin ¢(f +g) = (f +9)i(e;) = file:) +gi(e;) =
6(f) + 6lg) ve GNf) = (Af)iles) = Afiler) = Ag(f) oldugundan ¢; vektor uzaylar
arasinda bir lineer doniigtimdiir.

Simdi ¢’nin birebir oldugunu gosterelim. f € ker¢ alalim. Bu durumda ¢(f) =
fi(e;) = 0 olur. Buradan f; lineer doniistimleri e; taban elemanlarini sifira gotiirdigii
icin sifir doniigiimii olur. Herhangi bir j kosesiicin f; : P(¢); — M, lineer doniistimle-
rinin de sifir doniigiimii oldugunu gostermeliyiz. Bunun ic¢in f temsil morfizmi

oldugundan asagidaki degismeli diyagrami gozoniine alalim.
P(i); —— P(i),

P(i) :
f l fi l lfj
M ;



P(i)'nin tammidan; P(7);, i’den j’ye giden tiim yollar1 taban kabul ettiginden
P(i);/nin bir tabani ¢ = (i|a, . .., ay|j) yolu olsun. Bu durumda ¢, = ¢4, 0...0¢q,
ve o, = ¢l o...0 ¢, olmak iizere ¢.(e;) = ¢ oldugu kullanilarak diyagramin

degismeli olmasindan her e; taban elemani i¢in
fiveled) = ¢, filei) = 0= fi(c) =0

elde edilir. Boylece f; lineer doniigiimleri P(¢),; nin taban elemanlarmi sifira gétiirdii-
g i¢in sifir doniigiimii olur. Bundan dolay1 f = (f;)ie; = 0 olup ker¢) = 0 bulunur.
Simdi ¢'nin Orten oldugunu gosterelim. m; € M; alalim. &(f) = fi(e;) = m;
olacak gekilde bir f : Hom(P(i), M) — M; morfizmini su sekilde yapilandiralim:
fi(e;) = m,; olacak sekildeki f; : P(i); — M; bilesenini sabitleyelim. Bu f;’yi Q’daki
yollar1 takip ederek f’ye genigletelim. Daha acik olarak ()’da i’den j’ye bir ¢ yolu i¢in
fi(e) = ¢.(m;) ile tammlansin. Boylece f; dontigiimleri P(); nin bir tabani tizerinde
tanimlanarak tiim P(7); vektor uzayma genisletilebilir ve tanimindan dolay1 temsil
morfizmi olma &zelligini de sagladigindan f € Hom(P(i), M) bulunur. Bundan

dolay1 ¢ ortendir. Sonug olarak ¢ bir izomorfizmadair. 0

Teorem 3.6.22’in bir sonucu olarak; M temsili yerine P(j) projektif temsili alimrsa
P(i)’den P(j)’ye giden temsil morfizmlerinin kiimesi P(j); vektor uzayma, M temsili
yerine P(i) projektif temsili alimrsa P(i)’den P(i)’ye giden temsil morfizmlerinin
kiimesi P(7); vektor uzayima (ki bu da i’den 7’ye sadece sabit yol var oldugundan bir

boyutlu k vetor uzayima) izomorf oldugu asagida ifade edilmistir.

Sonuc 3.6.23 i,j € )y olmak tizere

(1) Hom(P(i), P(j)) vektor uzaymin; @)’da j’den i’ye giden tiim yollardan olusan

bir tabam vardir. Ozel olarak,

Hom(P(i), P(i)) = End(P(i)) = k.

(2) Eger A = @i, P(i) ise, End(A) = Hom(A, A) vektor uzaymin ’daki tiim

yollardan olusan bir tabani vardir.

¢

Sonug 3.6.23 geregince ¢ j'nin bir batak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul P(j) tem-

silinin basit olmasidir 7 ifadesi kullanilarak asagidaki sonug verilir.
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Sonuc 3.6.24 P(j) temsili bir basit temsildir ancak ve ancak her i # j igin
Hom(P(i), P(j)) = 0’dur.
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4. KUIVER TIPLERI

Kuiverlar altinda yatan ¢izgelere (graph) gore simiflandirilir. 1940’ yillarin orta-
larinda sovyet matematik¢i Eugene Dynkin tarafindan yaribasit Lie cebirlerinin
simiflandirlmasinda Dynkin (Cozxeter-Dynkin) diyagramlar adi verilen agagidaki

diyagramlar kullanilmigtir (Knapp 2002).

A, ° ° ° e ° °
B, ° ° ° ° °
C, ° ° ° ° °

°

D, ° ° . °
.
Es . ° ° ° °
°
E; ° ° ° ° ° °
°
Eg ° ° ° ° ° ° °
°
Fy ° ° ° °
GQ e ——— ©

Yukarida da gortildiigii gibi A, D, E tipli diagramlarda sadece bir tane paralel kenar
bulunur ve A,;; n > 1igin D, ise n > 4 i¢in tamimhidir. Bu boliimde ilgilenecegimiz bu
tip diagramlara basit¢e-bagl ya da tekli-bagly (simply-laced or single-laced) Dynkin
diagrami denir (Schiffler 2014).
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Bu boliimde Peter Gabriel tarafindan ispatlanan “Gabriel Teoremi”nin ayrintil is-
pat1 verilecektir (Gabriel 1972). Bu teoremin birinci kisminda basitge-bagli Dynkin
diyagramlar1 yardimiyla sonlu kuiverlar i¢in bir karakterizasyon verilmistir. Tkinci
kisminda ise bir kuiverin her ayrigtirilamaz temsiline kok sistemlerinden bir pozitif
kok kargilik geldigi ifade edilmigtir. Bu ikinci kisim Bernstein vd. (1973) tarafindan
coxeter funktorlar1 yardimiyla Weyl gruplar1 ve koklerin teknigi kullanilarak farklh

bir gekilde ispatlanmigtir.

Her kuiver asagida belirtilen tiplerden biri formundadir. Kuiverlarin bu tipleri-
ne gore ayristirilamaz temsillerinin davranisi farklhidir. Kuiver temsil teorisinin
temel amaci, bir kuiverin tiim ayrigtirilamaz temsillerinin izomorfizma simiflarini
belirlemek oldugundan verilen bir kuiverin tipine gére bu simiflandirmay1 yapmak

onemlidir.

4.1 Sonlu Tipli Kuiverlar

Bu béliimde Cummin (2011) ve Schiffler (2014) temel alinarak; sonlu tipli kuiverlar
tanitilarak bazi ornekler verilecektir. Bir kuiverin sonlu tipli olmasi i¢in bir gerek

ve yeter kosul iceren Gabriel teoremi ifade ve ispat edilecektir.

Tanim 4.1.1 Bir @) kuiverinin ayrigtirilamaz temsillerinin izomorfizma siniflarinin

saywisinin sonlu ise Q’ya sonlu (yoringe) tipli (finite (orbit) type) kuiver denir.

Ornek4.1.2 Q : 1 —2 2 kuiverinm ayristirilamaz temsilleri sadece k& —250,

k—2-50 ve k—— k oldugundan bu kuiver sonlu tiplidir.

Ornek 4.1.3 Q : 1 > 2 ¢ 3 kuiver: sonlu tipli bir kuiverdir. Ciinkii

agagida gosterilen sadece 6 tane ayrigtirilamaz temsile sahiptir.

B
=}
~
en}
=}
o
o
=}
~
o
AN
=}
e}

[a]
o
;;
,\H
o~
o~
—
;;
,\H
o~



Ornek 4.1.4 Ornek 3.1.10°daki S, yildiz kuiver: r < 4 i¢in bir sonlu tipli kuiverdir.
Ciinki r = 1 igin Sy; As-tipli Dynkin diyagrama, r = 2 igin S; As-tipli Dynkin
diyagrama, r = 3 icin S3; Dy-tipli Dynkin diyagrama sahiptir. Fakat r > 4 icin
S, yildiz kuiverinin ayrigtirilamaz temsilerinin sayisi sonlu olmadigindan sonlu tipli

kuiver degildir (Brion 2000).

Uyar1 4.1.5 Ringel (2012)’e gore farkh Dynkin tipli kuiverlarin ayrigtirilamaz tem-

sillerinin sayisi agagidaki bigcimde formiile edilmistir:

A, D, E E, Fyg

in(n+1) n(n —1) 36 69 120
Oncelikle Gabriel teoreminin ispat1 icin gerekli olan bazi kavramlar: verelim.

Tanim 4.1.6 @ bir kuiver, | Qo |= r olmak tizere n = (ny, ng, -+ ,n,) olsun. @ nun

boyut vektori n olan temsillerinin uzayr (kategorisi)

repk(Q,Q) = @ HOm(kns(a)7 kjnt(a))'

ac@Qn
ile tanimlanir.
k cismi tizerindeki m x n tipindeki matrislerin kiimesinin mat,,x, (k) ile gosterildigi

ve Uyari 3.1.7 gozontine alinarak

repk(Q>ﬂ) = @ matnt(a)xns(a)(k)

ac@q
bi¢iminde gosterilebilir. Bu durumda her bir o € Q1 i¢in pa; Ny(a) X Ns(a) tipinde
bir matris olmak iizere rep,(Q,n)’de bir M temsili p := (pa)acg, siralst ile 6zdes

alinabilir.

Uyar: 4.1.7 Simdi rep,(Q,n) nin boyutunun nasil hesaplandigini ifade edelim.

1 < 4,j < r kogelerini ve @ € Q7 okunu sabitleyelim. mat (k) vektor

Ni(a) XMs(a)
uzaymin herbir Ef taban elemamnin 4j.  bileseni 1, diger bilesenleri 0’dir.
EZ‘; tabanindaki elemanlar bulunurken matrisin birinci satirinda 1 bilegeni ny(,) kadar
k)'nin bir

gorliniir ve bu durum ny,) satir kadar tekrarlanir. Boylece mat,,, (a)xns(a>(
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tabaninda ng)ni«) kadar matris bulunur. Temsil uzay1 matnt(a>xns(a)(k) vektor

uzaylarinin bir dik toplami oldugundan temsil uzayinin boyutu

dim(repk(Q,Q)) = Z Ns(a)Nt(a)

a€Qn

ile hesaplanir.

Yukarida ifade edilen temsil uzaymin boyutunun hesaplanmasini agagidaki érnekle

aciklayalim.

B

Ornek 4.1.8 Q: 1 —% 2 » 3 kuivermmi gozoniine alalim. ()'nun boyut

vektorii n = (2,1, 3) olan M temsilinin temsil uzay1 agagidaki bigimdedir.

rep;,(Q, n) =Hom(k?, k) & Hom(k, k°)

=mat«o(k) G matzx (k)

Temsil uzayinin taban elemanlar

s={[1 o] [0 1]

e[}

bi¢imindedir. Temsil uzayimin boyutu;

dim(repy(Q,n) = Y Ny@)Mui) =2+3 =5

acQy

olur.

Tanim 4.1.9 k bir cisim ve V' bir k-vektor uzayir olmak tizere tiim terslenebilir
¢ 'V — V lineer doniigtimlerinin kiimesi bilegke iglemine gore bir grup olusturur,
bu gruba genel lineer grup (general linear group) denir ve GL(V) ile gosterilir. Bir k
cismi lizerindeki n.dereceden genel lineer grup mat,, ., (k) nin n x n tipindeki tersinir
matrislerden olusan bir altkiimesidir ve GL(n) ile gosterilir. GL(n); matrislerdeki

carpma iglemine gore bir gruptur. Ayrica V' bir n-boyutlu vektor uzayi ise

GL(n) = GL(V) olur.
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Uyar 4.1.7°de ifade edilen metoda benzer olarak G L(n)nin boyutu

dim(GL(n)) = Y n}

1€Q0

formiilii ile hesaplanir.

Tanim 4.1.10 G bir grup X bir kiime olsun. G'nin X iizerine bir etkisi (action)
agagidaki ozellikleri saglayan bir * : G x X — X fonksiyonudur:

(i) Her g, h € Gvex € X igin ghxx = g * (hxx)
(ii) Her x € X i¢in e € G birim eleman olmak {izere e x v = x

G’nin X uzerinde bir etkisi varsa X bir G-kume olarak adlandirhr.

Uyar1 4.1.11 GL(n;); M; = k™’den kendisi lizerine gelen tiim tersinir lineer
doniigtimlerin kiimesi olmak iizere GL(n) = [[;cq, GL(ni) olarak tanimlansin.
Simdi GL(n) genel lineer grubunun rep,(Q,n) temsil uzay1 {izerine etkisini
tanimlayalim: gy € GL(N40)),Pa € matnthns(a)(k),gs_(i) € GL(ngq)) olmak
lizere g = (g;) € GL(n), M = (M;, ¢a) = (pa) € repp(Q,n) i¢in

Is(a) It(a)
ki L} ki

g% M = (¢:) * (Pa) = Gi(a)Paly()

ile tanmimlanan eslenik olma etkisi ile rep, (@, n); bir GL(n)-kiimedir.

Bu etki altinda bir M temsilinin yéringesi (orbit)
Om:={g*M|gecGL(n)}

ile tammmhdir ve repg(Q,n) nin bir altkimesidir.
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Bu durumu bir ornekle agiklayalim.

Ornek 4.1.12 Q : 1 —— 2 ve n = (ny,ny) olsun. Bu durumda rep,(Q,n)
uzayl, ng X ny tipindeki matrislerin uzayina izomorf olup repg(Q, n)’de bir M temsili
ny X ny tipindeki bir p matrisi olarak gézoniine almabilir. GL(n) genel lineer grubu;
bilesenleri ny X n; ve ny X ny tipindeki tersinir kare matrisler olan (g;, g2) eleman-
larindan olusur. Bir M temsilinin Oy = {gopg;* | (g1,92) € GL(n)} yériingesinin

elemanlari ise ranki p'nin rankina egit tiim matrislerdir.

Asagidaki onermede, bir temsilin yoriingesinin o temsilin izosimifi oldugu ifade edilir.

Onerme 4.1.13 Bir M temsilinin O, yoriingesi M temsilinin izosinifidir. Yani;
On ={M' € repQ | M' = M} = isoclassM

Tanim 4.1.14 X bir kiime ve G; X {izerine etki eden bir grup olsun. Bir x € X

elemaninin sabitleyicisi (stabilizer)
G.={9€G|gxx=uz}

ile tammhdir. Izotropy grubu olarak ta bilinen bu grup her z € X icin G’nin bir
altgrubudur.

Buna gore bir M temsilinin sabitleyicisi (stabilizer)
StabM ={g € GL(n) | g« M = M}

ile tamimlanan ve M temsilinin otomorfizmalarinin AutM kiimesine karsilik gelen
bir kiimedir. repy(Q,n)'de M = p = (p,) olmak iizere StabM = G, bi¢iminde de

gosterilebilir.

Onerme 4.1.15 Boyut vektorii n olan herhangi bir M = p = (p,) € repy(Q, n) icin

asagidaki ifadeler saglanir.
(i) dim(0,) = dimGL(n) — dimG,

(ii) Oy yoriinge kapanisy; Oy ile Oy, 'nin boyutundan daha kiiciik boyutlu tiim

yoriingelerin birlegimidir.
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Onerme 4.1.16 ¥ : G — H cebirsel grup homomorfizmasi olsun. kery cekirdegi
G’de (Zariski topolojiye gore) kapali, imy) goriintiisii H'de (Zariski topolojiye gore)
kapali ve dim(ker ¢) 4+ dim(im ¢) = dimG’dir.

Simdi Uyar1 4.1.11°de tamimlanan G L(n) genel lineer grubunun 6zel bir altgrubunu

tanimlayalim.

Tanmim 4.1.17 k* = k \ {0} olmak iizere k'L, = {(Aln,)icq, | A € k*} kiimesi
G/'L(n)’nin merkezinde kapsanan bir altgruptur. Bundan dolayr GL(n)nin bir nor-

mal altgrubu olup rep,(Q,n) temsil uzayia agikar olarak etki eder. Boylece
GL(n)/kL,

boliim grubu tanimhdir ve derecesi n boyut vektori olan projektif genel lineer grup

olarak adlandirilir ve PGL(n) ile gosterilir.

Simdi projektif genel lineer grubun boyutunu hesaplayalim. GL(n) ve PGL(n) birer
cebirsel grup oldugundan ¢ : GL(n) — PGL(n) kanonik epimorfizmas: vardir. 1)
orten oldugundan imy = PG L(n) dir. Ayrica kery, 1x1 tipindeki terslenebilir skaler
matrislerin uzay olan GL(1)’e izomorf oldugundan dimkerty) = 1 olur. Onerme 4.1.16
geregince

dim(PGL(n)) = dimGL(n) — 1
olarak bulunur.

Tanim 4.1.18 (@ bir kuiver, m ve n; ’nun iki temsilinin boyut vektorleri ol-
sun. @'nun Euler formu (ya da Ringel formu) QQo'in kardinalitesi r olmak iizere Z"

uzerinde

<m,n >q@= Z min; — Z M) Ms(a)

1€Qo acQq

ile tanimh bir bilineer formdur.

Tanim 4.1.19 Bir @ kuiverinin Tits formu; bir n boyut vektorii i¢in Euler formunun

kuadratik formudur ve

Go(n) :==<n,n>= Z n; — Z Nt(a) (o)

1€Qo acQ1

ile tanimhdar.
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Ornek 4.1.20 Q: 1 > 2 ¢ 3 kuiverinin herhangi n = (ny, ny, n3) boyut

vektoriine kargilik gelen tits formu gg(n) = n? 4 nj + n3 — nyns — nans bigimindedir.

Tanim 4.1.21 @ bir kuiver ve M; boyut vektorii n olan Q’'nun bir temsili olsun.
Her 0 # n = (ni)icq, i¢in
qq(n) >0

oluyorsa ¢’ya pozitif tanimli (positive definite) denir. Her n igin

qo(n) >0

oluyorsa q’ya pozitif yari-taniml (positive semi-definite) denir.
Herhangi n boyut vektori igin @ ile iligkili ¢ tits formu pozitif tamiml ise @ cizgesi

pozitif taniml olarak adlandirilir.

Asagidaki 6nerme; Gabriel Teoreminin birinci kisminin “=" yonlii ispatinda kul-
lanilacak olup pozitif tanimh ¢izgeler ve Dynkin diyagramlari arasindaki iligkiyi or-
taya koymasi bakimindan énemlidir. Bu 6nerme Bernstein vd. (1973)ne dayanarak

Webster (2005) tarafindan agagidaki bigimde ispatlanmistir.

Onerme 4.1.22 @ baglantili olacak sekilde @ bir kuiver olsun. gq tits formunun
pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul @’mn; basit¢e-bagh A,,,D,,, E¢, E; ya
da Eg tipli Dynkin diagram olmasidir.

ispat. qq tits formunun pozitif tanimh oldugunu kabul edelim. Koselerinin kiimesi
@B’m bir altkiimesi, kenarlarinin kiimesi de @\1 'in bir alkiimesi olan 62\’ gizgesine
@’mn bir altcizgesi denildigi ve qg pozitif tanimh iken gg/'niin de pozitif tanimh

oldugu gozoniinde bulundurularak ispati agagidaki durumlar: inceleyerek yapalim:

(1) @ kuiver: dongiiler (loops) icermez.
Eger () bir dongti igerirse, bir kogesinde m > 1 tane dongi bulunan bir dolu
kuiver1 vardir. Bu kosedeki degeri 1 olan n boyut vektortinii alirsak gor = 1—m

olur ki bu durum kabuliimiiz ile celigir.

(2) n; @’daki koselerin sayis1 ve m; @’daki kenarlarin sayisi ise, m < n dir.
Yani iki koge en fazla bir kenarla baglanabilir. ¢ € @)y kosesindeki boyut n; = 1

oldugu gozoniine alinirsa ¢g = n — m olur. Aksi durumda cgeligki elde edilir.
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(3) Her kose en fazla ii¢ kose ile bagh olabilir.
Kabul edelim ki j € @y kosesi [y, lo, I3, 14 kOseleriyle bagl olsun. Bu durumda
g, 11,19, 13,4 kogelerini igeren @\’ dolu altcizgesini gozoniine alalim.Bu altcizge
(2. durumdan) j'yi Iy, s, I3, l4’e baglayan sadece dort kenar igerebilir. n; = 2
vet = 1,2,3,4icin n;, = 1 olarak alimirsa gg = 0 olur ki bu durum kabultimiiz

ile celigir.

(4) Q: iic késeyle bagh olan bir kése icermezse, Q; A, tipli diagramdir.
Bir j € Qo kosesini alalim. Bu kose en fazla [y ve [_; koseleriyle bagh olabilir.
Bu koseler de en fazla I ve [_5 koseleriyle bagh olabilir. Bu durumda herhangi
iki I; ve [_; koseleri bilegensel olarak farkli olmali ya da bir dongii tizerinde

bulunmalidir ki bu 2. durum ile geligir.

(5) Q: iic késeyle bagh olan en fazla bir kése icerebilir.

Aksi durumda agagidaki bicimde bir @\’ ¢izgesi icerseydi

ll T Y ]{;1

ly ko

n boyut vektortiniin [y, [y, k1, ko koselerindeki bilegenleri 1, diger koselerdeki

bilegenleri 2 alinir ise gor = 0 olur ki bu durum kabuliimiiz ile ¢elisir.

(6) 4. durumu ispatlamak i¢in kullanilan prosediir tekrar edilir ve r < p < ¢

oldugu kabul edilerek agagidaki durumlar degerlendirilir.

(7) r =1 durumunda, ¢izge agagidaki bigimde bir dolu alt¢izge icerirse
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ve boyut vektori

3
|
2
|
1

bi¢imde almirsa ggr = 0 olur ki bu durum kabultimiiz ile ¢eligir.

(8) ¢ < 2 durumunda, @ asagidaki bigimde bir dolu altgizge igerir ve:

ve boyut vektorii

1 2 3 4 3 2 1
2
biciminde alinirsa gg = 0 olur ki bu durum kabuliimiz ile ¢elisir.
(9) ¢ = 1 durumunda p keyfi olabilir. Bu durum bize Q'nin D, tipli olmasin1 verir.

(10) ¢ = 2 durumunda p < 4 olur. Kuiver

bi¢iminde ve boyut vektorii

bi¢imindeyse celigki elde edileceginden

Tiim durumlarin sonucu olarak @ sadece A,,,D,, Eq, E7, Eg tipli olmalidir. O]
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Teorem 4.1.23 (Gabriel Teoremi, birinci kisim) Bir @ kuivermin sonlu (yoriinge)
tipli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul 'nun altinda yatan yonlendirilmemis @

¢izgesinin basit¢e-bagh A, D, E tipli Dynkin diagram olmasidir.

Ispat (=) Onerme 4.1.22 geregince qq tits formunun pozitif taniml oldugunu
gosterirsek ispat tamamlanir. Kabul edelim ki @) sonlu (yoriinge) tipli bir kuiver
olsun. Bu durumda Tanim 4.1.1 geregince (Q'nun boyut vektorii n olan sonlu
sayida aynstirilamaz temsili vardir. Boylece Onerme 4.1.13 geregince sonlu sayida
yoriinge var olup bu yoringeleri Op,Q,,...,O; ve bu yoriingelerin kapaniglarini
01,0, ..., 0, ile gésterelim. Bu kapanislar rep, (Q, n) nin Zariski-kapali altkiimeleri-
dir. Bir O yoriingesinin @ kapamsi Onerme 4.1.15'den kendi yoriingesi ile bir-
likte O’nun boyutundan daha kiigiik boyutlu yortingelerin birlegimi oldugundan her
i = 1,2,...,0 icin O; C O; olur. rep,(Q,n)nin her objesi bir yoriingeye sahip

oldugundan ve rep,(Q, n) objelerin sonsuz birlegiminden olugtugundan

l l
@ =Jo.c o

olur. Burada yoriingelerin sayisi sonlu oldugundan bu birlesim sonludur. Fakat

bununla birlikte bu yériinge kapamglari rep, (Q, n)’de kendilerini kapsandigindan

rep;,(Q,n) Uo

esitligi elde edilir. Boylece rep,(Q,n)’e esit olan Zariski-kapal kiimelerin sonlu bir

birlegimi elde edilir. Simdi bu Zariski-kapal kiimelerin ya tamami rep,(Q, n)’de 6z

olarak kapsanir ya da bu yoriinge kapaniglarimin en az biri 6z degildir ve rep, (@, n) nin
tamamina esittir.

Ilk olarak Zariski-kapah kiimelerin tamamimin rep,(Q, n)’de 6z oldugunu kabul ede-

lim. Zariski topolojinin tiim 6z kapal kiimeleri: Z; n degiskenli k[ti,ts,. .., 1,]

polinom halkasinin bir ideali olmak tizere
V(Z):={(a1,...,a,) € k"|f(a1,...,a,) =0,Vf €T}

bi¢imindedir. Bu 6z kapali altkiimeler gozardi edilebilir bir alana sahip oldugundan

Zariski topolojideki tiim 6z kapali kiimelerin timleyenleri yogundur. Kabulden,
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bu 6z kapali altkiimelerin sonlu birlegimi rep, (@, n)nin tamamina esit oldugundan,
bu 6z kapali kiimelerin tiimleyenlerinin sonlu kesigimi, yogun kiimelerin bir sonlu
kesigimi olarak bog kiimeyi verir. Bu durum Uyar1 2.3.2 ile ¢eligir. Boylece kabuliimiiz
yanhs olup bu O; kapali kiimelerinin en az biri rep, (@, n)nin tamamina esit ol-
mak zorundadir. Buradan Tanmim 2.3.1 geregince O; yortingeleri yogun olmalidir.
Bir p € rep,(Q,n) icin O, kapanmsi rep,(Q,n)’yve esit olan yoriinge yani
dim(rep,(Q, n)) = dim(0,) = dim(0,) olsun. G := GL(n) diyelim. Onerme 4.1.15
geregince

dim(0,) = dim(G) — dim(G,)
ve id € G, oldugundan dim(G,) > 1 olup
dim(rep,,(Q, n)) < dim(G)
elde edilir. Tanim 4.1.17’dan dim(PGL(n)) = dimGL(n) — 1 oldugundan
dim(rep,(Q, n)) < dim(PGL(n))

olur. Tanim 4.1.9; G’nin boyutunu, Tanim 4.1.6; rep,(Q,n)nin boyutunu verdigin-

den ve Tanim 4.1.19 kullanilarak

dim(PGL(n)) — dim(rep,(Q,n)) > 0 = dimGL(n) — 1 — dim(rep,(Q,n)) > 0

= Z 7112 — Z N () Ms(a) >0

1€Qo acQ1

=qo(n) —12>0
=qo(n) >1

bulunur. Boylece Onerme 4.1.22 geregince @’mn A;D,E tipli basitce-bagh bir
Dynkin diyagrami oldugu gortliir. U

Simdi Gabriel teoreminin ikinci kismini ispatlamak igin gerekli olan baz kavramlari

tanitalim.

Tanim 4.1.24 Bir pozitif yari-tanimh kuadratik form igin gergek (real) ve sanal
(imaginary) olmak iizere iki tip kok vardir. Her 0 # n igin go(n) = 1 ise n'ye gercek

kok (real root), qo(n) = 0 ise n’ye sanal kok (imaginary root) denir. Z"deki tiim
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n = (n;);eq, koklerin kiimesi ® ile gosterilir.

i. bilegeni 1 diger bilesenleri 0 olan taban vektorii e; = (0,...,0,1,0,...,0) olmak
lizere Z"'nin her elemani, 6zel olarak her kok, a; € Z olmak tizere ), a;e; biciminde
yazilir. Her a; > 01ise bir n = ), a,e; kokii pozitif, her a; < Oise birn =) . a;e; koki
negatif olarak adlandirhr. Pozitif koklerin kiimesi ®* ve negatif koklerin kiimesi ®~

ile gosterilir.

Teorem 4.1.25 (Gabriel Teoremi, ikinci kisim) Q; basit¢e-bagh A, D, E tipli Dynkin
diyagramina sahip olacak sekilde bir kuiver olsun. ¢’nun boyut vektorii n olan bir

(tek) ayrigtirilamaz temsilinin var olmasi igin gerek ve yeter kogul n € ®* olmasidir.

Ispat  Bir @ kuivermm ayristirlamaz temsillerinin indQ izosmiflarindan pozitif
koklerin kiimesine (M) = dimM ile tammmh ¢ : indM — ®* doéntigiimiintin bir
izomorfizma oldugu gosterilir.

Diger yandan A, D, E Dynkin tipli kuiverlarin sahip olduklar1 pozitif kokler agsagida
gosterilmigtir. Bir @ kuiver1 igin | Qp |= n ve a = (a1, ag, ..., a,) bir kok olmak
uzere

e A, tipinde bir kuiverin pozitif koklerinin bilegenleri her ¢ € @ i¢in a; < 1

bi¢iminde ve koklerinin sayisi @ dir. Ornegin As’iin pozitif kokleri:

100, 010,001,110,011, 111
bicimindedir.

e D, tipinde bir kuiverin pozitif koklerinin bilesenleri 1,n — 1,n koseleri harig
her i € Q icin a; < 2 bi¢iminde ve koklerinin sayist n(n — 1) dir. Ornegin
Ds’in pozitif kokleri:

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
100 , 010 , 001, 100 , 100 , 110 , 011, 001 , 001 , 111,
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

1 0 1 1 0 1 1 1 1 1
o011, oir, oor, 111, 111, o011, 111, 012, 112, 122,
0 1 1 0 1 1 1 1 1 1

bi¢imindedir.
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12321
e [E; tipinde bir kuiverin kokleri o < bi¢iminde olup 36 tanedir. Bun-

2
lardan bazilar1 agsagida gosterilmistir.

11111 11211 12211 11221 12221 12321 12321

1 1 1 1 1 1 2
234321
e [E; tipinde bir kuiverin kokleri @ < bi¢iminde olup 63 tanedir. Bun-
2

lardan bazilar1 agsagida gosterilmistir.

111111 112111 124321 134321 122221 123211 123321
1 1 2 2 1 2 2

2265432
e [Eg tipinde bir kuiverm kokleri a < bi¢iminde olup 120 tanedir.

3
Bunlardan bazilar1 agagida gosterilmigtir.

1111111 1121111 1232211 1344321 2465321 2354321 2465421
1 1 2 2 3 3 3

4.2  Evcil Tipli Kuiverlar
Bu boliimde sonlu tipli olmayan kuiverlarin bir sinifi tanitilacaktir.

Tanim 4.2.1 Bir kuiverin sonsuz sayida ayrigtirilamaz temsili var ve bu tem-
sillerdeki vektor uzaylarimin boyutu en fazla 1 ise, bu kuiver evcil tipli (tame type)

kuiver olarak adlandirilir.

Ornek 4.2.2 Ornek 3.1.9'daki r-oklu Kronecker K, kuiver gozoniine alimirsa r = 1
durumunda K;; As-tipli Dynkin diyagrama sahip oldugundan sonlu tipli kuiverdir.
r > 2 durumunda Ky'nin ayrigtirilamaz temsillerinin izomorfizma simiflarinin sayisi

sonsuz oldugundan tame tipli kuiverdir (Brion 2000).

Tanim 4.2.3 A,D ya da E tipli Dynkin diagramlarma bir kdsenin (ve bazi ke-
narlarm) eklenmesiyle elde edilen ve Oklid diagramlar. (Euclidean diagrams) ya da
afin Dynkin diagramlar (affine Dynkin diagrams) olarak adlandirilan diagramlarin

listesi agagida verilmigtir.
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° ° o ..o ° °
o °
]/I—)E; ° o -0 °
° °
o
°
TEZ ° ° ° ° °
°
IE; o ° ° ° ° ° °
°
]E; ° ° ° ° ° ° ° o

Oklid diagraminm kendisi bir Dynkin diagram degildir fakat Oklid diagramindan
herhangi bir koge silindiginde Dynkin diagramlarinin bir birlesimi elde edilir. Bu

nedenle Oklid diagramlarina genisletilmis (extended) Dynkin diagramlar1 da denir.

Donovan ve Freislich (1973) ve Nazarova (1973) tarafindan sonlu tipli olmayan

kuiverlar i¢in agagidaki karakterizasyon verilmistir.

Teorem 4.2.4 Bir kuiverin tame tipli kuiver olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o
kuiverin altinda yatan cizgenin; A, D, E tipli Dynkin diagramlar ile 1&,]5 ya da E

tipli genigletilmis Dynkin diagramlarinin bir birlesimi olmasidir.
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4.3 Vahsi Tipli Kuiverlar

Tanim 4.3.1 Kuiverin temsil teorisi, en az ¢ift dongii kuiverin temsil teorisi kadar

karmagik ise bu kuivera vahsi (wild) tipli kuiver denir.

Ornek 4.3.2 Ringel (2012) tarafindan vahsi tipli kuiverlarn asagidaki listesi ver-

ilmigtir.
L. (s
7N
K3 [ ] [ J
N S
[ ] [ ] [ [ @)

/

A C o

A \. o
./

A ./ \. o

3 N

A \. o
o ./
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