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Ozet

Calismamiz boyunca, N tiim dogal sayilar kiimesinin ve R tiim gercek sayilarin kiimesini belirtecektir. Reel say1 dizilerinin bir
genellestirmesi olan istatistiksel yakinsaklik Fast (1951) tarafindan tamimlandi. Daha sonra Schoenberg (1959) ve Fridy (1985)
gibi matematikgiler tarafindan istatistiksel yakinsakligin bazi 6zellikleri incelendi. Istatistiksel yakinsakhigm bir genellestirmesi
olan J-yakinsaklik Kostyrko vd. (2000) tarafindan tanilmis olup, bu kavram N dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin sinifi olan
J idealinin yapisina baglidir. Ayrica bu ¢alismada, J*-yakinsaklik kavrami tanimlanarak (AP) sart1 yardimiyla J-yakinsaklik ile
aralarindaki iliskiler arastirilmistir. Gezer ve Karakus (2005) fonksiyon dizilerinin J-noktasal ve diizgiin yakisakligi ve J*-
noktasal ve diizgiin yakinsakligini arastirip ve aralarindaki iligkiyi incelediler. Das vd. (2008) metrik uzaylarda ¢ift dizilerinin J-
yakinsaklik kavramini tanitip bu bu yakinsakhigin bazi 6zellilerini incelemislerdir. Diindar and Altay (2015, 2016) ¢ift fonksiyon
dizilerinin noktasal ve duzgiin J-yakinsaklik ve J7*-yakinsaklik kavramini ve bununla ilgili 6zellikleri incelemislerdir. Dahasi
Diindar (2015) ¢ift fonksiyon dizilerinin J,-yakinsakliginin hakkinda bir¢ok arastirma yapmustir.

2-normlu uzay kavrami 1960’11 yillarda Gdhler tarafindan tanitilmistir. Glrdal ve Pehlivan (2009) 2-normlu uzaylarda istatistiksel
yakinsaklik kavramini tanimlayarak bu kavram ile ilgili ozellikleri incelemislerdir. Giirdal (2006) 2-normlu uzaylarda ideal
yakinsakligi ¢alismustir. 2-normlu uzayda fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizileri Yegul ve
Diindar (2017) tarafindan incelenmistir. Ayrica. Yegul ve Diindar (2018) 2-normlu uzaylardaki ¢ift fonksiyon dizilerinin istatistiksel
yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizilerinin noktasal ve diizglin yakinsaklik kavramlarini tanimladi. Son zamanlarda, Arslan and
Diindar (2018) 2-normlu uzaylardaki fonksiyon dizilerinin J-yakinsaklik ve J-Cauchy dizisi kavramlarini tanimladi.

Bu ¢aligmada, 2-normlu uzaylarda ¢ift fonksiyon dizilerinin J,-yakinsaklik kavramini tamimlayacagiz. Ayrica bu kavram ile ilgili
bazi 6nemli 6zellikleri inceleyecegiz.
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Abstract

Throughout the paper, N denotes the set of all positive integers and R the set of all real numbers. Statistical convergence, which
is a generalization of the real number sequences, was defined by Fast (1951). Some features of statistical convergence were studied
by mathematicians such as Schoenberg (1959) and Fridy (1985). The idea of J-convergence was introduced by Kostyrko et al.
(2000) as a generalization of statistical convergence which is based on the structure of the ideal 7 of subset of N. Also, In this
study, 7*-convergence concept was defined and the relations between J-convergence and its relations with (AP) condition were
investigated. Gezer and Karakus (2005) investigated 7-pointwise and uniform convergence and 7*-pointwise and uniform
convergence of function sequences and they examined the relations between them. Das et al. (2008) introduced the concept of 7
convergence of double sequences in a metric space and studied some properties of this convergence. Diindar and Altay (2015, 2016)
studied the concepts of pointwise and uniformly J convergence and J;-convergence of double sequences of functions and
investigated some properties about them. Furthermore, Dindar (2015) investigated some results of 7,-convergence of double
sequences of functions.

The concept of 2-normed spaces was initially introduced by Géhler in the 1960's. Giirdal and Pehlivan (2009) describe the concept
of statistical convergence in 2-normed spaces and examined the properties related to this concept. Girdal (2006) studied ideal
convergence in 2-normed spaces. Statistical convergence and statistical Cauchy sequence of functions in 2-normed space were
studied by Yegiil and Diindar (2017). Also, Yegil and Dundar (2018) introduced concepts of pointwise and uniform convergence,
statistical convergence and statistical Cauchy double sequences of functions in 2-normed space. Recently, Arslan and Diindar (2018)
inroduced J-convergence and J-Cauchy sequences of functions in 2-normed spaces.

In this study, we will describe the concept of J,-convergence of double function sequences in 2-normed spaces. We will also
examine some important aspects of this concept.
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Giris ve Temel Kavramlar

Bu bolimde, sonraki bélumlere temel teskil edecek bazi bilgiler verilmistir. Vektor uzay, topolojik uzay ve alt uzay
gibi baz1 kavramlarin bilindigi kabul edilmistir.

X, 2 < d < oo olmak lzere d boyutlu bir vektor uzay1 olsun. X tizerinde |.,.||: X X X - R 2-normlu uzay1 asagidaki
ifadeleri sagliyorsa,

i. [lx, |l = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x ve y’nin lineer bagiml olmasidir.

[ )
i lax, yll = |alllx,yll, « € R.
iv. lxy+zll = llxyll + llx, zIl.
&, |I.,.1D ciftine 2-normlu uzay denir. 2-normlu uzayin bir érnegi 2-normla donatilmis X = R? dir. ||x, y||: =

x ve y vektorlerine dayali paralel kenarin bolgesi

llx, ¥Il: = |1y, — x2y11; x = (x1,%2), ¥y = (¥1,¥2) € R?

formalu ile verilebilir.
Calismamizda X ve Y iki 2-normlu uzay, {f,}nen Ve {gnlnen iki fonksiyon dizisive f, g X denY ye iki fonksiyon
olarak alacagiz.

Her x € X igin f,(x) ”L”tf(x) ise {f}nen fonksiyon dizisi f ye yakinsaktir. f, ”—”Y>f olarak yazabiliriz.
(Vy € Y)(Vx € X)(VE > 0)(3ng € N)(Vn > ng) [Ifn(x) — f(0), ¥l <&
formuli ile ifade edilebilir.
g < 2% kimelerinin dizisi bir idealdir ancak ve ancak
i. Q€7
ii. Her A,B€7Jicin AuB €7 dir,
iii. Her A€ J veher B < A icin B € Jdir.

N ¢ J ise ideal, nontrivial olarak adlandirilir ve her bir n € N i¢in {n} € J ise nontrivial ideale, uygun ideal denir.

F < 2% kimelerin ailesi stizgectir ancak ve ancak
i. 0¢F,
ii. Her A B€EF icin AnB € F dir,
iii. Her A€ F veher B2 A icin B € F dir.

J, N de nontrivial idealdir ancak ve ancak F(J) = {M c N: (34 € 7)(M = N\A)}, N de siizgectir.
Her 7, icin {i} x N ve N x {i}, 7, yeaitise N x N de 7, ideali, kuvvetli uygun idealdir.

Caligmamiz boyunca 7, yi N X N de kuvvetli uygun ideal olarak alacagiz.

Aciktir ki kuvvetli uygun ideal bir uygun idealdir. 72 = {4 ¢ N x N: (@m(4) € N)(i,j = m(4) = (i,j) € A)}.
Buradan , 79 kuvvetli uygun idealdir ve agiktir ki 7, ideali, kuvvetli uygun idealdir ancak ve ancak 79 < 7, dir.

{f.} fonksiyon dizisi D € R kiimesi Uzerinde f ye (noktasal) 7-yakinsaktir ancak ve ancak her € > 0 igin ve her

bir x € D igin

n: () = f)| =€} €7

J
dir. Bu durumda D Uzerinde f,, — f yazabiliriz.



{f.} fonksiyon dizisi f ye J-noktasal yakinsak ise her € > 0, her bir x € X ve her bir sifirdan farkli z € Y igin
A€, z2) =neN:|If,() — (), ¥yl = E} €T
yada J — Tlli_{gollfn(x) — f(x),z|ly = 0 dir. Buradan f;, ”—”Y>g f yazabiliriz.
(Vz e Y)(VE > 0)(FM € 7)(Any € N\M)(Vx € X)(Vn > ny) ||fn(x) — f(x),z|]| < E
formilu ile ifade edebiliriz.

{fmn} ciftfonksiyon dizisi f ye noktasal yakinsak ise her bir x € X ve her bir € > 0 icin, ky, = kq(x, E) pozitif tam

sayist vardir 6yle ki tim m,n = kg, her sifirdan farkli z € Y igin ||f;,n(x) — f(x),z|| < E dur. Bu durumda

fn ”—”Y> f yazabiliriz.

Yontem
Bu ¢alismada elde edilen teoremlerin ispatlarinda, matematikte siklikla kullanilan
i.  Dogrudan ispat yontemi,
ii.  Ters durum ispat yontemi,
iii. Olmayana ergi (¢eligski bulma) yontemi,

iv. Timevarim yontemi

gibi yontemler gerektikce kullanilmistir.



Bulgular

Calismamiz X ve Y iki 2-normlu uzay {finn}mmnyenxn V& {gmntammenxn Gift fonksiyonlar f ve g, X den Y ye
foksiyonlar olara alinacaktir.

Tamm: (X, |.,.|]) 2-normlu uzaymda {f,,,} ¢ift fonksiyon dizisi olsun. Her £ > 0 ve her bir sifirdan farkli z € Y
icin
A(E,2) = {(m,n) € N X N: || fin(x) — f(2), 2]l 2 E} € T,

ise {finn} cift fonksiyon dizisi f ye (noktasal anlamda) J,-yakinsaktir denir ve her bir x € X igin

T = Iim[|fmn (), 2ll = 1 @), 2]
dir.
(VzeY)(Vx e X)(VE > 0)3H € T,)(V(m,n) € H) ||frun(x) — f0), z|| < E

formuli ile ifade edilebilir. Bu durumda

ll--lly
fn Iz

yazabiliriz.
Teorem 1: Her bir x € X ve her sifirdan farkli z € Y igin

Jim (G, 21 = 1 GO, 2ll s Ty = lim fown G, 21 = 1/ G021
dir.

Teorem 2: Bir {f;,,} ¢ift fonksiyon dizisinin herhangi bir J,-limiti varsa tektir.

Teorem 3: Her bir x € X ve her sifirdan farkli z € Y igin

Jp = lim ||fin (), zll = If (x), 2|l ve I, — lim || gy (), 2| = |l g (x), zI|
mmn—oo mmn-oo
ise
I I — ml_;lrilm”fmn(x) + gmn (%), 2|l = |If (x) + g(x), zl|,
I mljlrglm||0-fmn(x),z|| =lc.f(x),zll,c ER,

i Ty = lm [ fonn (30 G (), 211 = 11 (). g (), 2|

esitlikleri saglanir.
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