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Oz

Istatistiksel yakinsaklik kavramm reel sayr dizilerinin yakinsaklik kavraminin genigletilmesiyle ortaya gikmustir.
Istatistiksel yakinsak diziler tizerinde yapilan galigmalarda metrik uzaylardaki birgok klasik yakinsakligin 6zelliginin
saglandig1 gosterilmisgtir. Aymi zamanda bu galigmalar genigletilerck ideal yakinsaklik kavranu ortaya gikarilmugtir. Ideal
yakinsaklik tanimi dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin ideal yapisina dayanan bir tanimdir. Bu tanimla birlikte lacunary
dizi ve lacunary yakinsaklik kavramlar ortaya ¢ikmig ve birgok aragtirmact yakinsama kavraminin gegitlerini aragtirmaya
baglanuglardir. Ozellikle son yillarda yapilan galigmalarda istatistiksel yakinsakligin cift diziler iginde tammlanmasiyla bu
caligmalar hiz kazanmigtir. Ideal yakinsaklik, lacunary dizi ve ¢ift dizi kavramlarinin bir araya gclmesiyle son yapilan
caligmalar ¢ift diziler i¢in lacunary ideal yakinsaklik tizerinde yogunlagmigtir. Bu ¢aligmamizda biz bu yakinsakligi fuzzy n -
normlu uzaylardan faydalanarak yeniden tamimladik ve bu tamimlar 1131nda bazi temel tanim ve teoremleri fuzzy n - normlu
uzaylar igin yeniden diizenledik. Yaptigimiz bu ¢aligma ileriki galigmalara temel olugturmasi agisindan dnemli bir ¢aligmadir.
Buradaki tanim ve teoremler kullanilarak lacunary yakinsakligin fuzzy n - normlu uzaylarda tanimlanmasi ve bunlarin
lacunary ideal yakinsaklikla iligkisinin incelenmesi miimkiin olacaktir. Ayrica fuzzy n - normlu uzaylarda lacunary idea
Cauhy dizilerinden bahsedilebilecektir. Yaptigimiz galigmada temel aldigimiz galigmalara benzer sonuglar elde etmemiz
yaptigimiz g¢aligmalarin daha farkli uzaylarda da denenebilecegini aym zamanda bu uzaylar arasinda bazi iligkilerin
kurulabilecegini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy n-normlu uzay, lacunary dizi, ideal yakinsaklik, ¢ift dizi.

Abstract

The concept of datistical convergence has emerged with the expansion of convergence concept of real number
sequences. Studies on statistical convergent sequences have shown that many classical convergences in metric spaces are
provided. At the same time, the concept of ideal convergence was introduced by expanding these studies. The definition of
ideal convergence is a definition based on the idea structure of the subset of natural numbers. With this definition, the
concepts of lacunary sequence and lacunary convergence have emerged and many researchers have started to investigate the
types of convergence concept. In recent studies, statistical convergence has been accelerated with the definition of double
sequences. The combination of double sequence, lacunary sequence, and ideal convergence concepts has focused on lacunary
ideal convergence for double sequences. In this study, we redefined this convergence by using fuzzy n - normed spaces, and
thanks to these definitions, we reconstructed some basic definitions and theorems for fuzzy n - normed spaces. This study is
an important study as a basis for further studies. By using the definitions and theorems here, it will be possible to define
lacunary convergence in fuzzy n - normed spaces and to investigate their relationship with lacunary idea convergence. In
addition, fuzzy n - normed spaces, lacunary ideal Cauhy sequences can be mentioned. In our study, similar results with other
studies showed that our studies could be tried in different spaces.

Keywords: Fuzzy n-normed spaces, lacunary sequence, ideal convergence, double sequence.

Giris ve On Bilgiler

Istatiksel yakinsakligin ¢ift dizilere genisletilmesi ilk defa Mursaleen ve Edely (2003) tarafindan yapilmistir. Bu
¢alismadan sonra basta Tripathy ve Tripathy (2005), Dindar ve Altay (2014), Dindar vd. (2016) ve Turkmen ve
Dundar (2018) olmak tizere bir¢ok aragtirmac ¢ift diziler iizerine aragtirmalar yapmiglardir. Bu ¢aligmalara yon
verecek farkli bir dizi ilk defa Matloka (1986) tarafindan fuzzy sayilarin klasik yakinsamasi ile ilgili “fuzzy say1
dizileri” adli ¢aligmasinda verilmis ve bu caligmada baz1 fuzzy say: dizilerinin temel teoremleri ispat edilmigtir.
Fuzzy sayi dizilerinin istatistiksel yakinsakligini ve istatiksel Cauchy dizilerini ise ilk defa Nuray ve Savas
(1995) ¢alismustir. Bu ¢aligmalardan sonra S$en¢imen ve Pehlivan (2008) istatiksel yakmsaklik ve istatiksel
Cauchy kavramlarini ve Hazarika (2013) ideal yakinsaklik ve ideal Cauchy kavramlarinmi fuzzy normlu uzaylarda
tanimlamis, Dundar ve Talo (2013a, 2013b) fuzzy sayilarin ¢ift dizileri igin J,-yakisaklik ve 7,-Cauchy
kavramlarmi tanimlamig, Hazarika ve Kumar (2014) ¢ift diziler i¢in fuzzy reel degerli 7-yakmsaklik, Tirkmen
ve Cmar (2017) ise lacunary istatiksel yakinsaklik kavramlarimi fuzzy normlu uzaylarda tanimlamislardir.

Bir vektor uzayi tizerinde fuzzy norm kavrami ilk defa Katsaras (1984) tarafindan ortaya atilmig, daha sonra ise
Felbin (1992) tarafindan fuzzy normlu uzay kavrami tanmimlanmigtir. Narayanan ve Vijayabalaji (2005) ise fuzzy
n-normlu uzaylar tzerinde ilk ¢alismalar1 yapmislardir. n-normlu uzaylarda istatiksel yakinsaklign ve baz
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sonug¢larim Reddy (2010) ¢alistiktan sonra Reddy ve Srinivas (2015) bu ¢alismay1 fuzzy n-normlu uzaylarda
yapmuglardir. Biz ise bu ¢alismamizda daha 6énce Tirkmen (2018) tarafindan yapilan ¢aligmalardan ilham alarak
lacunary ideal yakinsaklig: ¢ift diziler i¢in fuzzy n-normlu uzaylarda tanimlayip bazi ézelliklerini ve sonuglarin
verecegiz. Simdi fuzzy sayi, fuzzy norm, fuzzy n-norm, ¢ift dizi, lacunary dizi, ideal, ideal yakinsaklik, gibi bazi
temel tamim ve teoremleri; Bag ve Samanta (2008), Diamond ve Kloeden (1994), Mizumoto ve Tanaka (1979),
Kumar (2007), Nanda (1989), Nuray (1989), Pringsheim (1900), Rath ve Tripaty (1994), Tripathy vd (2012),
Turkmen ve Cinar (2018), Zadeh (1965) ve Tirkmen den ve daha énce bahsettigimiz kisilerden faydalanarak
hatirlatalim.

[k olarak fuzzy sayilardan bahscdceck olursak, her bir x € X elemani, [0,1] kapali araliginda bir degere sahip
olan u(x) uyelik derecesine sahip bir elamana karsilik gelmektedir. Burada u(x) = O olmasi iiye olmadigi,
u(x) = 1 olmasi tam tiye oldugu anlamina gelirken, 0 < u(x) < 1 olmasi ise kismi iiye olmast anlamina gelir.
Zadeh e gore X in bir fuzzy alt kiimesi, bazi u: X — [0,1] fonksiyonlar1 i¢in X % [0,1] in bostan farkli bir
{(x,u(x)): x € X} alt kimesine denir. Burada u fonksiyonu genellikle fuzzy kiime olarak kullanilir.

R uizerinde bir u fuzzy kiimesi asagidaki sartlart sagliyorsa fuzzy sayi olarak adlandirilir.

i.  u normaldir, yani en azindan bir x, € R var 6yle ki u(x,) = 1

ii.  u fuzzy konvekstir, yani x,y € R ve 0 < A < 1igin u(Ax + (1 — A)y) = min[u(x),u(y)];
ili. u ust yar sireklidir;

IV. [u]y, ile gosterilen supp u = cl{x € R : u(x) > 0}, kimesi kompakttr,

Fuzzy sayilarin timini L(R) ile gosterelim. Eger t < 0 i¢in u € L(R) ve u(t) = 0 ise u ya negatif olmayan
fuzzy say1 denir. Tim negatif olmayan fuzzy sayilarin kiimesini L"(R) ile gosterecegiz. u € L'(R) olabilmesi
igin gerek ve yeter sart herbir @ € [0,1] i¢in u; > O olmasidir diyebiliriz. Agik¢a 0 € L(R) oldugu goriilityor.
u € L(R) i¢in u nun a seviye kiimeleri agagidaki sekilde tanimlanir;
{x e Riu(x) = a}, a€(01]
e = € A
pp u , a=0.

a-seviye kiimeleriyle ilgili baz1 aritmetik iglemler ise asagidaki sekilde tanimlanmustir.

a € (01] veu,v € L(R) i¢in [u], = [uz,ui] ve[v], = [vy,v]] ise

[u®vl, = [ug + v ug +v5l, WOV, = [ug —vi,ug —val,
— _ = 1 1 —

movl, = e v ui vl [T@u], = [ =] ue > 0ar

u,v € L(R) i¢in L(R) uzerinde supremum metrigi

D(u,v) = sup max{lu, — v, |, [ug —vg 1}
O=a=1
seklinde tanimlanir. L(R) tzerinde D nin bir metrik oldugu ve (L(R),D) nin bir tam metrik uzay oldugu
gosterilebilir. x = (x;) fuzzy sayilarin bir dizisi olmak tizere, eger her € > 0 i¢in en azindan bir k, pozitif sayist
var oyle ki k > kg icin D (x,,x,) < € oluyorsax = (x,) dizis x, fuzzy sayisina yakinsaktir denir. Ayrica fuzzy
sayilarin x = (x;,) dizis x, fuzzy sayisina yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart her & € (0,1) igin [x,], =

[0t )ar ()] Ve [tale = [Geo)ar (o)l olmak tzere lim [x,], = [x,] Ve Jim [x,], = [x,]; olmasidir

Fuzzy sayilarin istatistiksel yakinsakligi agsagidaki sekilde tanimlanmistir;

X = (X)) fuzzy sayilarinin bir dizisi olmak uizere, eger her € > 0 igin

1 _
lim = |{k < n: (X, X,) = €}| = 0

n-oc N

oluyorsa X = (X;) dizisi X, sayisina istatiksel yakinsaktir denir. Bu tamimdan sonra, birgok matematikgi fuzzy
sayilarin istatistiksel yakinsakligi iizerinde ¢alismis ve bu ¢aligmalari fuzzy normlu uzaylara genigletmislerdir.

Simdi ise fuzzy norm tanmimini ve fuzzy normlu uzaylarda yapilan yakinsaklik tanimlarin verelim.

X, R uzeride bir vektor uzayi, ||.||: X = L"(R) ve sirasiyla sol ve sag norm olarak adlandirilan L; R:[0,1] x
[0,1] - [0,1] doniisimleri L(0,0) = 0, R(1,1) = 1 sartlarim saglayan simetrik ve azalmayan donitigiimler olsun.
Eger asagidaki aksiyomlar saglanirsa (X, ||.||,L, R) dortliisine fuzzy normlu lineer uzay yada kisaca (X, ||.[])

FNSdenir ve ||. || donistimiine de fuzzy norm denir;

1. ||x|| = 0 ancak ve ancak x = 0,
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2.x € X, r € Ri¢in ||rx| = |r|llx],

3. Herx,y € X igin

@ llx +yli(s + ) = LllxlI(s), Iy ll(e)), her nezaman s < |lxll7, ¢ < Ilyll; ves +¢t < [lx + ylI7,
(0) llx + yli(s + &) < R(llx[I(s), llylI(t)), her nezaman s = ||x|l7, ¢ = |lyll; ves +¢ = |lx + yll; .

(X, 1.1 fuzzy normlu uzayin topolojik yapist dusinildiginde herhangi bir e > 0, € [0,1] ve x € X, i¢in x in
(&, @) —komsulugu N, (g,a) = {y € X: |l x — y ;< €} kimesi ile gosterilir.

Sengimen ve Pehlivan fuzzy normlu uzaylarda yakinsakligi s6yle tammmlamistir;

(X, |I. 1D bir fuzzy normlu uzay ve (x,)&_,, X de bir dizi olsun. Eger (D) — lim,_,o|lx, — x|l = 0 ise bu dizi

FN
x € X noktasina X tizerindeki fuzzy norma gore yakinsaktir denir ve x,, - x seklinde gosterilir. Yani her € > 0
i¢in en azindan bir N(e) € N var 6yleki her n = N (¢) i¢in D(llxn — x||,(~)) < & dur. Budaher € > 0 i¢in en
azindan bir N(¢) € N var ¢yleki her n > N (¢g) i¢in supgejoq)lln — xlle = llx, — xll§ < & olmasi demektir.

Istatistiksel yakinsakligin fuzzy normlu uzaylarda taninu ise asagidaki sekildedir;
(X, || |I) bir fuzzy normlu uzay, (x,)m—; X de bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in
S({k e N: D(llx, — LI,0) = e}) =0
FS
ise bu dizi L € X noktasina X tzerindeki fuzzy norma gore istatistiksel yakinsaktir denir ve x,, - x seklinde
gosterilir. Buda her € > 0 i¢in
K(e) = (k € N:flx, — LI; =&}

kiimesinin dogal yogunlugunun sifir olmasi demektir. Kisaca, her € > 0 ve hemen hemen her k i¢in ||x; —
L|l§ < € olmas1 demektir.

Cift diziler i¢in yakinsaklik tanimlart ige su sekildedir;

X = (Xmn) (mmyenxn reel sayilarin bir ¢ift dizisi olsun. Eger her & > 0 i¢in bir N(¢) € N var 6yleki her m,n =
N(e) igin |x,, —L| <& oluyorsa (x,,,) dizis Pringsheim anlaminda L noktasina yakinsaktir denir
ve lim x,,, = L seklinde gosterilir.

m,n—oo

(X, 11D bir fuzzy normlu uzay, x = (Xmn) gnmyenxy X de bir ¢ift dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in bir N(e) € N
var oyleki her m,n = N (&) igin D(llxmn — xll,ﬁ) < ¢ oluyorsa (x,,,) dizisi fuzzy norma gore x noktasmna

yakinsaktir denir ve x,,, =z x geklinde gosterilir.

(X, |I-11) bir fuzzy normlu uzay, x = (X,1,) (mmyenxy X de bir ¢ift dizi olsun. Eger her e > 0 igin
§,({(m,n) e NX N: D([|x;p, — L[,0) = €}) =0

isebu dizi L € X noktasma X tizerindeki fuzzy norma gore istatistiksel yakinsaktir denir ve X, F—S>2 L seklinde

gosterilir.

Ideal ve filtre tanimlart isc asagidaki sckildedir;

X bostan farkli bir kiime olmak iizere X in alt kimelerinin bir 7 sinifi ;

1.oey,

2.A,BeJikenAUBE€J,

3A€l,BcAikenB €7

sartlarini saglaniyorsa X in bir ideali oldugu soylenir. X & J ise asikar olmayan ideal denir.

X bostan farkli bir kiime olmak tizere X in alt kiimelerinin F sinifi ;

lLog7F,

2.A,BEFikenANBEF,

3AeF,AcBikenBeF
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sartlar1 saglaniyorsa X in bir filtresi oldugu soylenir. 7 agikar olmayan ideal ve X bostan farkli bir kiime ise
F(H ={McX:(3Ae€T)(M = X\A)} smifina X tzerinde 7 ile iligkili filtre denir.

Asikar olmayan bir 7 ideali, her x € X i¢in eger {x} € 7 ise admissible ideal olarak adlandirilir,

Asikar olmayan bir 7, ideali her i € N i¢in eger {i} x N € J, ve N X {i} € 7, ise kuvvetli admissible idea olarak
adlandirilir.

Bu tanimlar kullanilarak ideal yakinsakligin fuzzy normlu uzaylardaki ifadesi su sekildedir;
(X, |I-11) bir fuzzy normlu uzay, x = (X,) (mmenxy X de bir ¢ift dizi olsun. Eger her & > 0 igin
A(e) = {(m,n) € N:||xy, — Lllg = €}
kiimesi J, ye ait ise bu diziye fuzzy norma gore L € X noktasmna J, —yakinsaktir denir ve x,,, E L seklinde
gosterilir.

Simdi lacunary dizi tanimim vererek ¢ift diziler i¢in lacunary ideal yakinsaklik tanimindan bahsedelim. 0, =
{(k,,j,)} dizis k, =0, j, =0ver,u »wikenh, =k, —k,_; - o, hy = j, — j,_1 = % olacak sekilde artan

bir tamsay1 dizisi ise bu diziye ¢ift lacunary dizi denir. (92 tarafindan belirlenen araliklar I, = (k,_,,k,] ve
Ju = Gu—1jy] seklinde gosterilirken I, = I, X J,, ve h,,, = h,.. h,, olarak alinir,

Bu durumda her € > 0 i¢in

1 -
(r,u) €N X N: Z D(l 2y — L 1,0) > &

ru
(mn)€lpy

kiimesi J, ye ait iSe X = (X ) mmnyenxn dizisine X tzerindeki fuzzy norma gore L € X noktasma lacunary J,-
rgd
yakinsaktir denir. Bu durumda x,,,,, 5L veyax,,, - L(Ff]zg) veyaFi{ — lim x,,, = L seklide gosterilir.
m,n—co

Buraya kadar verdigimiz tanmimlarda gordugiumiz gibi kullandigimiz normlar klasik ve fuzzy normlarin tek
boyutlular1 idi. $imdi ise son verdigimiz tanimi fuzzy n-normlu uzaylarda gosterebilmek i¢in fuzzy n-norm
tammin yapacagiz.

2 <d < wolmak tzere X uzay1 d boyutlu bir lineer uzay olmak tzere ve ||-,...,|: X™ = L*(R) olsun.
Sirastyla sol ve sag norm olarak adlandirilan L;R:[0,1] x [0,1] — [0,1] déntstimleri L(0,0) =0, R(1,1) =1
sartlarin1 saglayan simetrik ve azalmayan dontgimler olsun. Eger asagidaki aksiyomlar saglanirsa (X, |-
,--orll, L, R) dortliisine fuzzy n-normlu lineer uzay yada kisaca (X, ||-,,...,|l,L, R) FnNS denir ve ||-,-,...,-||
dontgiiminede fuzzy n-norm denir;

Her y,x,,x,,...,x, € X ves,t € Rigin
fnNg: ||x,,%,,...,x,|| = 0 ancak ve ancak x,,x,,..., x, lincer bagimh vektorlerdir,
fnN,: |lx,,x,,...,%, | degerl x,, x,,...,%x, nin herhangi bir permutasyonunda degismeyendir,
fnN;: Her @ € Rigin ||ax,, x3,..., X, || = |a|llx,, x5, ..., x,] dir,
faNgllx, +y,%,,...,x,0l(s +t) = L(llxl,xz,...,an(s), Iy, x,, .. .,xn||(t))
her nezaman s < |lx;,x,,..., X, 17, t < 1y, %5, x5 017 VEs +t < |lxy +y,2x0,...,x, 7 ise
frNs: s + y,%, -, %[5 + ) <RIz, %2, 0, %, 168D, 11,2, X, [1(2))
her nezaman s = ||x,,x,, ..., x, 0, t = |1y, %5, ..., x |7 VEes + £ = ||y + y,%5,...,%, || iSe.
Buradax,,x,,...,x, € X,0 < a < 1igin,
s, %z, nllle = o, X200 2l 20, X2, X0 Ml ]
ve uei%fﬂ”xl,xz,.. o X, |l > 0 dir. Boylece ||-,-,...,-|| hormu X tzerinde fuzzy n-norm ve (X, ||-,-, ... ,-|) ciftide
fuzzy n-normlu uzay olarak adlandirilir. Simdi fuzzy n-normlu uzaylarda ¢ift diziler i¢in lacunary 7,-yakinsaklik
tanimini vercbiliriz. flerki asamalarda tckrardan kaginmak igin aksi belirtilmedigi surcec J, € N x N kimesi

admissible ideal, 8,, = {(r,t,)} ¢ift lacunary dizi, (X, ||-,...,"||) fuzzy n-normlu vzay, x = (X;¢) (rtyenxn X 0€
bir ¢ift dizi ve z,, z5,... z, € X olarak almacaktir.
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2. Lacunary 7, —Yakinsakhk

Bu bolimde fuzzy n-normlu uzaylarda ¢ift diziler ig¢in lacunary ideal yakinsaklik kavrami ve ilgili teoremleri
verilecektir. Aksi belirtilmedigi sturece 0y = {(ry,t,)} tarafindan belirlenen araliklar [, = (r,_;,7,] ve J, =
(t;—1,t] olmak uzere, Ji; =Jp XJ, V& hy =71, — 74—y , h; =t, —t,_, olmak tzere hy = h;.h, olarak
alinacaktir.

Tamm 2.1. x = (X,4) (r)enxny diZiSi X de bir ¢ift dizi olmak tizere, herbir & > 0 igin, eger

1 _
(1) €N x Ni-— Z D(Ilxye — Ly, 2, Z3, .. 2,11,0) = &

(rt)€lg

komesi 7, ya ait ise, x dizisi L, € X noktasina X tzerindeki fuzzy n-norma gore lacunary J, —yakinsaktir denir.

Fngd
Bu durumda x,., . Ly, Xpp — Ll(FnJZH ) veya Fn7f — ltim X+ = L, gosterimlerinden birini kullanabiliriz. L,
r,t—

degerine ise (x,,) nin Fn7¢ —limiti denir.

Teorem 2.1. X uzerindeki fuzzy n-norma gore x = (x,,) dizis lacunary 7, —yakinsak ise yakinsadigi nokta
tektir yani Fn? — limx tektir.

ispat: Varsayalim ki Fn7{ — limx = L, ve Fn7{ — limx = L, olsun. Bu durumda herbir & > 0, i¢in agagidaki
kiimeleri tanimlayalim;

4,

1 £
(k,1) ENx N:— Z e — L1, 25,25, . 2,16 = =
(rt)€l

1 £
A, =0 €N xN:— Z e = L2020, 230020l 2 5
o ()€l
Fn3¢ —limx = L, ve FnJ{ — limx = L, oldugundan her & > 0 i¢in 4, € 7, ve A, € J, dir. O halde 4, = 4, U
A, olarak aldigimizda da A; € 3, olacaktir. Bu durumda (4;)¢ kamesi F(J,) igerisinde bostan farkli bir kiime
olacaktir. (k,1) € (A;)¢ olacak sekilde bir eleman aldigimizda ise

1 . €
T Z e = L1, 25,23, o Zallo <E

ki
O
ve

1 L, €
h_ Z e — Lo 22,23, Z4llo <E

Kkl
(rt)€)m

bulunur. Agikga, alacagimiz en azindan bir (p,q) € N X N i¢in

n 1 . €
||qu —Ll,zz,zg,...zn”O < — Z l¢,e = L1, 25, 25,... 2,115 <E

hia (rt)€l
ve
+ 1 £
l|l%pq — Lz,zz,zg,...zn”O < Z e = Ly 2y, 24,0 20 lls < >
o (rt)€lp

elde ederiz. Buda bizim
Ly — Ly, 25,25, 2,115 < ||qu —Ll,zz,zg,...zn”; + ||qu —LZ,ZZ,Zg,...Zn”; <e

esitsizligini elde etmemizi saglar. € > 0 keyfi oldugundan ||L, — L, 2,,25,...,2,]l§ = 0 elde ederiz. Buda bize
L, = L, oldugunu gosterir. Sonug olarak FnI¢ — limx in tek oldugu sonucuna variriz.

Teorem 2.2. (x,.) ve (y,+) X de iki ¢ift dizi olsun. Bu durumda agagidaki aritmetik islemler vardur.
i) Eger Fng¢ —limx,, = L, ve Fn3¢ —limy,, = L, ise Fn¢ —lim(x,, ¥ y,,) = L, T L, dir.

i) Bger Fn7{ —limx,, = L, isec € R — {0} i¢in Fn7{ — limcx,, = cL, dir.
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ispat: 1) Bu ispatin sadece toplama kismim gostermemiz yeterli olacaktir. Yani FnJ{ —limx,, = L, ve
Fni¢ —limy,, = L,, ise Fni{ —lim(x,; + y,+) = L, + L, dir. Cikarma kismi benzer sekilde yapilabilir.
Herhangi bir € > 0 i¢in agagidaki kiimeleri tanimlayalim;

1 £
A, =301 € NxN:— Z 1% = Loy Zg, Zgy oo 2o |lf = =
(rt)€l
1 L€
A, =< (k1) €N X N:h— Z Vre — Lyy2g, 24, ... 240l4 25 .

Kl
(rt)€]r

Fn3¢ —limx = L, ve Fn3{ —limy = L, oldugundan her &€ > 0 i¢in A, € 7, ve A, € J, dir. O halde 4, = A, U
A, olarak aldipimizda da A, € J, olacaktir. Bu durumda (A;)¢ kumesi F(J,) igerisinde bostan farkl bir kiime
olacaktir. Simdi ise

1
(4e)° €1 () €N X N: Z e = Ly + Vo — Lyps 23y 23, v 2o lld < €
(rt)€J 11

kapsamasinin dogru oldugunu gésterelim.
(k, 1) € (45)€ olsun. Bu durumda

1 ., €
= D e Luzzg e Zl§ <3

h 2
K (rt)€)
ve

1
= ) e Lazzg zlls <3

2
ki
RGO

bulunur. Buradan, alacagimiz bir (p,q) € N x N igin

n 1 . €
||qu—L1,zz,23,...Zn||0 < — Z e = LysZ0 Zsse o 2o lld <3

hkl

(rt)€lr
ve

1 £

N

”ypq _Lz'zz'za'---zn”() < o Z Ny = Lyrzy, 23,0 25 ll6 < 2
(rt)€)m

elde ederiz. Budabize
e — Ly + Ypr — Loy 20,23, o Zyllg < Ny — L1, 2, 23, 0 Zyllg + 1Vpe — Loy 22,23, 00 2|l < €

esitsizligini verir. Bu durumda asagidaki kapsama gosterilmis olur.

‘ 1
(45)¢ c < (k1) eN X N:h— Z otpe — Ly 4 Vyr — L, 25,25, ... 2|14 < €7
Kt (rt)€]

(A3)€ € F(J) oldugundan

1
(k, l) € N x Nh__ ”(xrt +yrt) - (Ll +L2)v22v23'---zn“3 =2er€d,
kil
(kL) ENXN;-

dir. Boylece Fndf —lim(x,¢ + y,+) = L, + L, elde edilir.
i) Fn3d —limx,, = L, olsun. Bu durumda her e > 0 vec € R — {0} igin,
1 £
A, =4kl eNXNi— Z lope — Li,25,25,... 2, )l < —
Ry |c]
(rt)€lp

kiimesini tanimlayalim. Bu durumda 4, € F(3,) dir. (k, 1) € A, olacak sekilde bir eleman aldigimizda
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1 L€ lc| . £
— Z lxpe — L1, 25,25, .. Zyllg < — = — Z lxpe — L1, 29,25, .. Zpllg < lcl.—
hy £ lel Ry el

(rt)€l (rt)€lp
1 + 1 +
=>h— Z le%m — L1s25, 25, Za |l <s=>h— Z lc.xp — €. Li,25,25,... 2,5 <€
Kt (rt)€]r Kt (rt)€]p

elde edilir. Boylece,

1
A, c< (kD ENXN:h— Z lex,e —cLy, 23, 25,... 2,10 < €

Kl
(rt)€lp
ve

1
(1) €N x Ni-— Z Xy — CLy, 2y 2a0 . 2y IS < € € F(3,)
o (rt)€l
elde edilir. Buradan FnJ7§ — limcx,, = cL, elde edilir.
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