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1 GİRİŞ

Değme metrik ve Sasakian yapılar üzerinde tanımlanan manifoldlar birçok yazarın il-

gisini çekmi̧stir. Özellikle, Blair’in son monografisi; bu konuda yapılan çoğu çalı̧smayı

ve bulunan sonuçlarıen geni̧s anlamda detaylıolarak incelemi̧stir (Blair 2002). Ancak

klasik anlamda yapılan araştırmalar Riemann metriğine sahip değme metrik manifold-

larla ilgiliydi. Değme metrik yapılar üzerinde pseudo Riemann metriği ile uyumlu ilk

araştırma Takahashi tarafından yapılmı̧stır (Takahashi 1969). Bu çalı̧smayıtakiben,

pseudo Riemann metriği ile birlikte verilen değme manifoldlar ve Sasakian pseudo Rie-

mann manifoldlar bazıyazarlar tarafından da çalı̧sılmı̧stır (Duggal 1990, Calvaruso ve

Perrone 2010, 2011). Calvaruso ve Perrone bu konuda en sistematik çalı̧smayıortaya

koymuşlardır. Riemann metriği ile pseudo Riemann metriği arasındaki benzerlikler

ve farklılıklar vurgulanmı̧stır. Sabit kesit eğrilikli değme pseudo metrik manifoldlar,

3-boyutlu lokal simetrik değme pseudo metrik yapılar ve 3-boyutlu homojen değme

Lorentzian metrik yapılar sınıflandırılmı̧stır (Calvaruso ve Perrone 2010). Bilhassa yarı

Riemann uzayla ilgili çalı̧san tüm yazarların temel kaynağının O’neil (1983) olduğunu

unutmayalım.

Diğer yandan, hemen hemen değme metrik manifoldların bir analojisi olarak kabul

edilebilecek Kenmotsu manifoldları ilk defa Kenmotsu tarafından tanıtılmı̧stır (Ken-

motsu 1972). Çoğu yazar bu yapıyıkullanarak farklıgeometrik şartlar altında çalı̧s-

malar yapmı̧slardır (Kim ve Pak 2005, Jun vd. 2005, De vd. 2009, Dileo ve Pastore

2007, 2009, Öztürk 2010, Naik vd. 2020). Örnek olarak, Jun vd. tarafından yapılan

çalı̧smada Ricci yarısimetrik ve konformal yarısimetrik Kenmotsu yapılar incelenmi̧stir

(Jun vd. 2005). Bundan başka, φ-rekürent Kenmotsu manifoldlar De vd. tarafından

ele alınmı̧stır (De vd. 2009).

Bir Kenmotsu manifold her zaman bir hemen hemen Kenmotsu manifoldudur, ancak

bu önermenin tersi doğru olmak zorunda değildir. Dileo ve Pastore hemen hemen Ken-

motsu yapılar üzerinde lokal simetri, eta paralellik ve null dağılımına odaklandılar (Dileo

ve Pastore 2007, 2009). Ayrıca, bazıyazarlar klasik anlamda hemen hemen Kenmotsu

manifoldlarıgenelleştirerek adına hemen hemen alfa Kenmotsu denilen manifoldlar üz-
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erinde çalı̧stılar (Öztürk 2009, 2014, 2016, Dileo ve Pastore 2011).

Şu ana kadar hemen hemen Kenmotsu pseudo metrik manifoldlar üzerinde çok fazla

sistematik çalı̧smalar ortaya konulmasa da özellikle Wang ve Liu, Venkatesha vd., Naik

vd., Öztürk vd. tarafından bazı çalı̧smalar literatüre kazandırılmı̧stır (Wang ve Liu

2016, Venkatesha vd. 2019, Naik vd. 2019, Öztürk 2020).

Bu yüksek lisans tez çalı̧sması, hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann man-

ifoldlar ve normal hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldlar olarak

tanımlanan alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldlara adanmı̧s, belli tensör şartları

ve özellikler kullanılarak bazısonuçlar elde edilmi̧stir.

İkinci bölümde, araştırma konumuz ile ilgili temel literatür bilgileri sunulmuştur. Bu

bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda, pseudo Riemann ve Riemann man-

ifoldlarla ilgili temel kavramlar verilmi̧stir. İkinci kısım, hemen hemen alfa Kenmotsu

yapılardaki temel kavramlara adanmı̧stır. Üçüncü kısımda hemen hemen alfa Kenmotsu

pseudo Riemann yapılarla ilgili temel kavramlar tanıtılmı̧stır.

Üçüncü bölümde, alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapılar üzerinde bazışartlar incelen-

mi̧stir. Özellikle, yarısimetrik, lokal simetrik şartlar; M -projektif, projektif, konhar-

monik ve konformal eğrilik tensör şartlarıkullanılmı̧s ve bazısonuçlar elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapılar bir defor-

masyon yardımıyla araştırılmı̧stır. Ayrıca, null dağılımı olarak adlandırılan (κ, µ)-

uzaylarıyla ilgili bazısonuçlar elde edilmi̧stir.
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2 TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalı̧smamızın temelini oluşturan tanımlar ve kavramlar sunulmuştur.

2.1 Pseudo Riemann Manifoldları

Bu kısım pseudo Riemann manifoldlarıüzerindeki temel kavramlara adanmı̧stır.

Tanım 2.1.1 g : U×U −→ R dönüşümü ile verilen U reel bir vektör uzayı, ∀λ1, λ2 ∈ R

ve ∀v, z, w ∈ U olmak üzere,

(a) g(v, z) = g(z, v),

(b) g(λ1v + λ2z, w) = λ1g(v, w) + λ2g(z, w),

g(v, λ1z + λ2w) = λ1g(v, z) + λ2g(v, w),

eşitlikleri geçerli ise o zaman g dönüşümüne U üzerinde bir simetrik bilineer form denir

(O’neill 1983).

Tanım 2.1.2 U, reel bir vektör uzayıüzerinde bir simetrik bilineer form g olmak üzere,

(a) ∀u ∈ U ve u 6= 0 için g(u, u) > 0 ise g pozitif tanımlıdır,

(b) ∀u ∈ U ve u 6= 0 için g(u, u) < 0 ise g negatif tanımlıdır,

(c) ∀u ∈ U için g(u, u) ≥ 0 ise g pozitif yarıtanımlıdır,

(d) ∀u ∈ U ve u 6= 0 için g(u, u) ≤ 0 ise g negatif yarıtanımlıdır

biçiminde ifade edilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.3 U, reel bir vektör uzayıve g de U üzerinde simetrik bilineer form olsun.

Bu taktirde, 0 6= ξ ∈ U olmak üzere, ∀u ∈ U için g(ξ, u) = 0 eşitliği geçerli ise g ye

U üzerinde dejeneredir denir. Aksi taktirde, g ye dejenere değildir adıverilir. Yani,

∀u ∈ U için g(u, v) = 0 ⇒ v = 0 şartının sağlanmasıiçin gerek ve yeter koşul g nin

dejenere olmamasıdır (Duggal 1996).

Tanım 2.1.4 U, reel bir vektör uzayı, g de U üzerinde simetrik bilineer form olmak

üzere,

g|w : W ×W −→ R (2.1)

negatif tanımlıolacak şekilde maksimum boyutluW altuzayının boyutuna g nin indeksi

denir ve v ile gösterilir (O’neill 1983).
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Tanım 2.1.5 U, reel bir vektör uzayıve g de U üzerinde simetrik bilineer form olmak

üzere,

(a) i 6= j için g(γi, γj) = 0,

(b) 1 ≤ i ≤ ς için g(γi, γi) = 1,

(c) ς + 1 ≤ i ≤ ς + v için g(γi, γi) = −1,

(d) ς + v + 1 ≤ j ≤ n = ς + v + µ için g(γi, γi) = 0,

özelliklerini gerçekleyen U nun bir {γ1, . . . , γn} tabanıvardır (Duggal 1996).

Tanım 2.1.6 Bir U reel vektör uzayıüzerinde dejenere olmayan simetrik bilineer form

mevcutsa bu forma bir pseudo Öklid metriği ya da skalar çarpım denir. O halde g, U

üzerinde bir psödo Öklid metriği olmak üzere, (V, g) ikilisine de psödo Öklid uzayıadı

verilir. Aşikar olarak, eğer g pozitif tanımlıise g bir Öklid metriği olur, (V, g) ikilisine

de Öklid uzayıdenir. Ayrıca, eğer g nin indeksi v = 1 ise g ye Minkowski metriği ve

(V, g) ikilisine de Minkowski (Lorentz) uzayıdenir. Bunun yanısıra, eğer g dejenere ise

U uzayına g ye göre dejenere (lightlike) vektör uzayıdenir (Duggal 1996).

Tanım 2.1.7 C∞ sınıfından bir manifoldM ve ∀p ∈M noktasındaki tanjant uzay TpM

olsunlar. O halde,

g|p : TpM × TpM −→ R

ile verilen simetrik, bilineer, dejenere olmayan ve (0, 2) tipinden tensör alanına M üz-

erinde bir metrik tensör alanıdenir. M manifoldu bir g metrik tensör alanıile donatılmı̧s

iseM ye pseudo Riemann (yarıRiemann) manifoldu adıverilir. BirM pseudo Riemann

manifoldu üzerinde g metrik tensör alanının indeksine pseudo Riemann manifoldunun

indeksi denir, indeks v ile gösterilir. Ayrıca, aşikar olarak 0 ≤ v ≤ boyM dir. Keyfi

olarak, v = 0 alınırsa ∀p ∈ M için metrik tensör TpM üzerinde pozitif tanımlıbir iç

çarpım olacağından M bir Riemann manifoldu olur. Eğer v = 1 ve boyM = n ≥ 2 ise

M bir Lorentz manifoldudur (O’neill 1983).

Tanım 2.1.8 C∞ sınıfından n-boyutlu bir manifoldM olmak üzere, φ : R×M −→M,

φ(t, p) = φt(p) ile verilen φ dönüşümü aşağıdaki koşullarısağlıyorsa φ yeM nin dif.bilir

bir 1-parametreli grubu adıverilir:

(a) ∀t ∈ R için, φt : p −→ φt(p) diffeomorfizm,
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(b) ∀t, s ∈ R ve p ∈M için, φt+s(p) = φt(φs(p)) (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.1.9 M, C∞ sınıfından n-boyutlu bir manifold ve Y de onun üzerinde bir

vektör alanıolsun. Bu durumda Y ile gerilmi̧s lokal dönüşümlü bir 1-parametreli grup

φt ve L bir tensör alanıolmak üzere, ∀p ∈M için

(LXL)p = lim
t→0

1

t
[Lp − (φtL)p]

ile verilen LYL dönüşümüne Y yönünde L nin Lie türevi adıverilir. M üzerindeki Lie

türevi için aşağıdaki önermeler sağlanır:

(a) Y ve Z keyfitensör alanlarıolmak üzere, LX(Y ⊗Z) = (LXY )⊗Z+Y ⊗(LXZ),

(b) f, K cismi üzerinde bir fonksiyon olmak üzere, LXf = X(f),

(c) Y keyfi bir tensör alanıolmak üzere, LXY = [X, Y ] ,

(d) σ, (0, 2)-tipli bir tensör alanıiçin (LXσ)(Y, Z) = X(σ(Y, Z)) − σ([X, Y ] , Z) −

σ(Y, [X,Z]) (Blair 2002).

Tanım 2.1.10 M, C∞ sınıfından n-boyutlu bir manifold M olmak üzere,

∇ : Γ(TM)× Γ(TM)
2-lineer−→ Γ(TM)

(X, Y ) −→ ∇(X, Y ) = ∇XY

ile verilen ∇ dönüşümü, ∀ f, g ∈ C∞(Mn,R), ∀ X, Y, Z ∈ χ(Mn) için

(a) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ, ∇fX+gYZ = f ∇XZ + g ∇YZ

(b) ∇X(f Y ) = f ∇XY +X(f)Y,

özellikleri sağlanıyorsa ∇ dönüşümüne M üzerinde bir konneksiyon denir. Burada

Γ(TM), M üzerindeki tanjant demetidir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.11 M,bir pseudo Riemann (Riemann) manifoldu olsun. ∇ dönüşümü M

üzerinde bir konneksiyon olmak üzere, ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM) için

(a) ∇XY −∇YX = [X, Y ],

(b) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

koşullarısağlanıyorsa ∇ yeM nin Levi Civita konneksiyonu adıverilir ve ∇ yardımıyla

adına Koszul formülü de denilen bir denklemle aşağıdaki gibi tek türlü ifade edilir:

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

−g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])
(2.2)
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(O’neill 1983).

Tanım 2.1.12 M, bir pseudo Riemann (Riemann) manifoldu olmak üzere,

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z
(2.3)

ile verilen (1, 3) tipli tensör alanıR yeM nin pseudo Riemann (Riemann) eğrilik tensörü

adıverilir ve ∀X, Y, Z, V,W ∈ Γ(TM) için

(a) g(R(X, Y )Z, V ) = −g(R(Y,X)Z, V ), g(R(X, Y )V,W ) = −g(R(X, Y )W,V ),

(b) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0, g(R(X, Y )V,W ) = g(R(V,W )X, Y ),

önermeleri sağlanır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.13 M, bir sabit k eğriliğine sahip olan manifold olmak üzere,

R(X, Y )W = k [g(Y,W )X − g(X,W )Y ]

ile tanımlanır. Burada X, Y ve W , M üzerindeki keyfivektör alanlarıdır (Yano ve Kon

1984).

Tanım 2.1.14 M, bir pseudo Riemann (Riemann) manifoldu olsun. Π, TpM tanjant

uzayının iki boyutlu altuzayıve U, V ∈ Π vektörleri üzerine kurulan paralel kenarın

alanıg(U,U)g(V, V )− g(U, V )2 6= 0 için

K(U, V ) =
g(R(U, V )V, U)

g(U,U)g(V, V )− g(U, V )2

değerine Π altuzayının kesit eğriliği adıverilir veK(Π) ile sembolize edilir. Burada, eğer

g|π metriği pozitif tanımlıise paralel kenarın alanıpozitif değer alırken, eğer g|π metriği

negatif tanımlıise o zaman paralel kenarın alanınegatif değer alır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.15 M, bir pseudo Riemann manifoldu olsun. O zaman

S : TpM × TpM −→ R

(Xp, Yp) −→ S(Xp, Yp) =
n∑
i=1

εig(R(ei, Xp)Yp, ei)
(2.4)

ile verilen (0, 2) tipli S tensör alanınaM üzerinde Ricci eğrilik tensörü denir ve S(Xp, Yp)

değerine de Ricci eğriliği adıverilir. Burada {e1, e2, ..., en} , lokal bir baz ve εi = g(ei, ei)

dır. Bundan başka,

S(Xp, Yp) = g(QXp, Yp) (2.5)
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ile verilen (0, 2) tipli Q ya Ricci operatörü denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.16 M, bir pseudo Riemann manifoldu olmak üzere,

r =

n∑
i=1

εiS(ei, ei) (2.6)

reel sayısına M nin skalar eğriliği adıverilir. Burada {e1, e2, ..., en} , M üzerinde lokal

bir bazdır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.17 M, bir pseudo Riemann (Riemann) manifoldu olsun. M nin Riemann

eğrilik tensör alanıR olmak üzere, M nin her noktasında R = 0 (R özdeş olarak sıfır)

oluyorsa M ye flattir denir. Eğer ∇R = 0 ise M lokal simetrik uzay olarak adlandırılır

Buna ilaveten, M nin flat olabilmesi için gerek ve yeter koşul M nin kesit eğriliğinin

özdeş olarak sıfır olmasıdır (O’neill 1983).

2.2 Hemen Hemen Alfa Kenmotsu Yapılar

Bu kısımda, öncelikle hemen hemen değme yapılar üzerinde temel tanımlar verilmi̧s ve

hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldlar tanıtılmı̧stır.

Tanım 2.2.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold olsun. M üzerinde φ, ξ ve η, sırasıyla,

(1, 1) tipli bir tensör alanı, bir vektör alanıve 1-form olmak üzere, keyfiY vektör alanı

için

η(ξ) = 1, φ2Y = −Y + η(Y )ξ (2.7)

eşitlikleri geçerli ise o zaman (φ, ξ, η) üçlüsüne M üzerinde bir hemen hemen değme

yapıadıverilir. Bu yapıile beraber M ye de bir hemen hemen değme manifold denir

ve (M,φ, ξ, η) ile gösterilir (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.2.2 M, (2n+ 1)-boyutlu bir manifold ve (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısı

olsun. g, M üzerinde bir Riemann metriği olmak üzere,

η(X) = g(X, ξ), g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.8)

denklemleri sağlanıyorsa g ye M üzerinde hemen hemen değme metrik ve (φ, ξ, η, g)

yapısına da hemen hemen değme metrik yapı denir. O halde, (M,φ, ξ, η, g) hemen

hemen değme metrik manifold olarak adlandırılır (Yano ve Kon 1984).
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Önerme 2.2.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold ve (φ, ξ, η, g) hemen hemen değme

metrik yapısıolsun. Bu durumda, (1, 1) tipli tensör alanıφ ters simetriktir, başka bir

ifadeyle,

g(φX, Y ) = −g(X,φY ) (2.9)

dir (Blair 2002).

Tanım 2.2.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold ve (φ, ξ, η, g) hemen hemen değme

metrik yapısıolsun. Bu taktirde, hemen hemen değme metrik yapısının temel 2-formu

olarak adlandırılan Φ dönüşümü

Φ(X, Y ) = g(φX, Y ) (2.10)

ile tanımlıdır (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.2.4 M, n-boyutlu bir C∞ manifold olsun. Keyfi vektör alanları için ω,

sırasıyla, 1-form ve 2-form olmak üzere,

2dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω[X, Y ] (2.11)

ve
3dω(X, Y, Z) = X(ω(Y, Z)) + Y (ω(Z, Y )) + Z(ω(X, Y ))

−ω([X, Y ], Z)− ω([Y, Z], X)− ω([Z,X], Y )
(2.12)

eşitlikleriyle tanımlıdır (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.2.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

O zaman

(a) (∇XΦ)(Y, Z) = g(Y, (∇Xφ)Z),

(b) (∇XΦ)(Y, Z) + (∇XΦ)(φY, φZ) = η(Z)(∇Xη)φY − η(Y )(∇Xη)φZ,

(c) (∇Xη)Y = g(Y,∇Xξ) = (∇XΦ)(ξ, φY ),

(d) 2dη(X, Y ) = (∇Xη)Y − (∇Y η)X, 3dΦ(X, Y, Z) = ⊕
X,Y,Z

(∇XΦ)(Y, Z)

Burada ∇, M nin Levi Civita konneksiyonu ve ⊕
X,Y,Z

, sırasıyla X, Y, Z vektör alanları

üzerinden alınan devirli toplamısembolize etmektedir (Chiena ve Gonzalez 1990).
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Tanım 2.2.5 M, n-boyutlu bir C∞ manifold olmak üzere, M nin her s noktası için

J2 = −I ile verilen TsM tanjant uzayının bir J endomorfizmasımevcutsa J tensör

alanına bir hemen hemen kompleks yapıadıverilir. Bu yapıile birlikte verilen M ye

bir hemen hemen kompleks manifold olarak denir (Blair 2002).

Tanım 2.2.6 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold olmak

üzere, M ×R üzerinde keyfi bir vektör alanı(Y, g
d

ds
) biçiminde tanımlanır. Burada Y,

M ye teğet keyfi bir vektör alanı; g, M × R üzerinde bir dif.bilir fonksiyon ve s de R

nin bir koordinatıdır (Blair 2002).

Tanım 2.2.7 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. O

halde, M × R üzerinde

J(Y, g
d

ds
) =

(
φY − g.ξ, η(Y )

d

ds

)
ile verilen bir hemen hemen kompleks yapıvardır ve J2 = −I dır (Blair 2002).

Tanım 2.2.8 M, n-boyutlu bir C∞ manifold olsun. M üzerinde (1, 1) tipli bir tensör

alanıE olmak üzere,

NE(Y, Z) = E2[Y, Z] + [EY,EZ]− E[EY,Z]− E[Y,EZ] (2.13)

şeklinde tanımlıNE tensör alanına E ye göre Nijenhuis tensör alanıdenir (Yano ve Kon

1984).

Tanım 2.2.9 Bir M, n-boyutlu C∞ manifoldu bir J hemen hemen kompleks yapısıile

birlikte verilsin. Bu durumda,

NJ(Y, Z) = −[Y, Z] + [JY, JZ]− J [JY, Z]− J [Y, JZ] (2.14)

dır (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.2.10 M, hemen hemen kompleks yapısıJ ile birlikte verilen (2n)-boyutlu

bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eğer NJ = 0 ise o zaman J dönüşümüne

integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).
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Tanım 2.2.11 M, (2n)-boyutlu bir C∞ manifold olmak üzere, M ×R üzerindeki bir J

hemen hemen kompleks yapısıintegrallenebilir ise o zaman hemen hemen değme yapısı

normal olarak adlandırılır (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.2.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

M üzerindeki hemen hemen değme yapısının normal olmasıiçin gerek ve yeter şart

Nφ + 2dη ⊗ ξ = 0

önermesinin sağlamasıdır. Burada Nφ, φ tensör alanına göre Nijenhuis tensör alanını

göstermektedir (Blair 2002).

Tanım 2.2.12 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold olmak

üzere,

dΦ = 0 ve dη = 0

eşitlikleri geçerli ise M ye hemen hemen kosimplektik manifold denir. Eğer Nφ = 0

(M normal) ise M bir kosimplektik manifold olarak adlandırılır (Janssens ve Vanhecke

1981).

Tanım 2.2.13 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

∀α ∈ R, α 6= 0 ve keyfi vektör alanlarıiçin

dη = 0 ve dΦ = 2α (η ∧ Φ) (2.15)

denklemleri geçerli ise M ye bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu denir (Kim ve

Pak 2005).

Teorem 2.2.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

M bir Kenmotsu manifoldudur ancak ve ancak keyfi vektör alanlarıiçin

(∇Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX

dır (Kenmotsu 1972).

Önerme 2.2.4 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu olmak

üzere,

hY = 1
2
(Lξφ)Y (2.16)
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∇Y ξ = −αφ2Y − φhY (2.17)

∇ξξ = 0 ve ∇ξφ = 0 (2.18)

(∇Y η)Z = α [g(Y, Z)− η(Y )η(Z)] + g(φZ, hY ) (2.19)

(∇ξh) ◦ φ+ φ ◦ (∇ξh) = 0 (2.20)

eşitlikleri mevcuttur (Öztürk 2009).

Önerme 2.2.5 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu olmak

üzere,

R(Y, Z)ξ = α2 [η(Y )Z − η(Z)Y ] + α [−η(Y )φhZ + η(Z)φhY ]

+(∇Zφh)Y − (∇Y φh)Z
(2.21)

dır (Öztürk 2009).

Önerme 2.2.6 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu olmak

üzere,

R(Y, Z)ξ = (∇Zφh)Y − (∇Y φh)Z + α [−η(Y )φhZ + η(Z)φhY ]

−
[
α2 +∇ξα

]
[−η(Y )Z + η(Z)Y ] (2.22)

R(Y, ξ)ξ =
[
α2 +∇ξα

]
φ2Y + 2αφhY − h2Y + φ(∇ξh)Y (2.23)

R(Y, ξ)ξ − φR(φY, ξ)ξ = 2
[
(α2 +∇ξα)φ2Y − h2Y

]
(2.24)

(∇ξh)Y = −φR(Y, ξ)ξ −
[
α2 +∇ξα

]
φY − 2αhY − φh2Y (2.25)

S(Y, ξ) = −2n
[
α2 +∇ξα

]
η(Y )− (div(φh))Y (2.26)

S(ξ, ξ) = −
[
2n(α2 +∇ξα) + İz(h2)

]
(2.27)

eğrilik özellikleri geçerlidir. Burada alfa, M üzerinde dα ∧ η = 0 ile tanımlıdif.bilir

bir fonksiyon ve ξ(α) = ∇ξα alfa dif.bilir fonksiyonunun ξ vektör alanıyönündeki ∇

konneksiyonuna göre kovaryant türevidir (Öztürk 2018).

Tanım 2.2.14 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu olsun.

∀p ∈M için

Dp = Ker
(
ηp
)

= {Y ∈ TpM : η(Yp) = 0} (2.28)
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ile verilenD = {Dp} dağılımınaM nin bir (2n)-boyutlu dağılımıdenir ve değme dağılımı

olarak adlandırılır (Blair 2002).

Sonuç 2.2.1 M bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifold olduğundan dη = 0 dır.

Bu durumda, D dağılımıintegrallenebilirdir. Bundan dolayıD dağılımına (2n)-boyutlu

integral altmanifoldlarıkaŗsılık gelir (Kim ve Pak 2005).

2.3 Hemen Hemen Alfa Kenmotsu Pseudo Riemann Yapılar

Bu kısımda, hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapılar için temel kavramlar

sunulmuştur.

Tanım 2.3.1 M, (2n + 1)-boyutlu manifoldu (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısıile

birlikte verilsin. g, M üzerinde bir pseudo Riemann metrik tensörü olmak üzere,

εg(Y, ξ) = η(Y ) (2.29)

g(φY, φZ) = g(Y, Z)− εη(Y )η(Z) (2.30)

denklemleri sağlanıyorsa g yeM üzerinde hemen hemen değme pseudo Riemann metriği

denir. Böylece (M,φ, ξ, η, g) hemen hemen pseudo Riemann değme metrik manifold

olarak adlandırılır. O halde, ξ karakteristik vektör alanıya spacelike (g(ξ, ξ) = +1)

ya da timelike (g(ξ, ξ) = −1) dır. Fakat asla lightlike (g(ξ, ξ) = 0) olamaz. Burada

g(ξ, ξ) = ε, ε = ±1 ve g(φY, Z) = −g(Y, φZ) dır (Wang ve Liu 2016).

Tanım 2.3.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen pseudo Riemann değme metrik

manifold olmak üzere,

dη = 0 ve dΦ = 2α (η ∧ Φ) (2.31)

şartları sağlanıyorsa M ye hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold

denir. Burada alfa reel sabit olarak alınmı̧stır (Esendemir 2019).

Önerme 2.3.1 (M,φ, ξ, η, g), (2n + 1)-boyutlu bir pseudo Riemann manifold olmak

üzere,

2g((∇Xφ)Y, Z) = −3dΦ(X, Y, Z) + 3dΦ(X,φY, φZ)

+2εdη(φY,X)η(Z)− 2εdη(φZ,X)η(Y )

+g(N (0)(Y, Z), φX) + εN (1)(Y, Z)η(X)

(2.32)
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dir. Ayrıca, N (0) ve N (1) tensör alanları,

N (0)(X, Y ) = Nφ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ (2.33)

N (1)(X, Y ) = (LφXη)Y − (LφY η)X (2.34)

şeklinde tanımlıdır (Calvaruso ve Perrone 2010).

Önerme 2.3.2 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olmak üzere,

hY = 1
2
(Lξφ)Y (2.35)

∇Y ξ = −αφ2Y − φhY (2.36)

∇ξξ = 0 ve ∇ξφ = 0 (2.37)

(∇Y η)Z = α [εg(Y, Z)− η(Y )η(Z)] + εg(φZ, hY ) (2.38)

eşitlikleri sağlanır (Esendemir 2019).

Önerme 2.3.3 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olmak üzere,

2g((∇Xφ)Y, Z) = −2gα(εg(X,φY )ξ + η(Y )φX,Z)

+g(N (0)(Y, Z), φX)
(2.39)

dır (Esendemir 2019).

Önerme 2.3.4 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olmak üzere,

R(Y, Z)ξ = α2 [η(Y )Z − η(Z)Y ] + α [−η(Y )φhZ + η(Z)φhY ] (2.40)

+(∇Zφh)Y − (∇Y φh)Z

R(Y, ξ)ξ = α2φ2Y + 2αφhY − h2Y + φ(∇ξh)Y (2.41)

(∇ξh)Y = −φR(Y, ξ)ξ − α2φY − 2αhY − φh2Y (2.42)

R(Y, ξ)ξ − φR(φY, ξ)ξ = 2
[
α2φ2Y − h2Y

]
(2.43)
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S(Y, ξ) = −2nα2η(Y )− (div(φh))Y (2.44)

S(ξ, ξ) = −
[
2nα2 + İz(h2)

]
(2.45)

dir. Burada alfa reel sabit olarak alınmı̧stır (Esendemir 2019).

Teorem 2.3.1 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olmak üzere,M nin bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu olmasıiçin

gerek ve yeter şart

(∇Xφ)Y = −α [εg(X,φY )ξ + η(Y )φX] (2.46)

önermesinin sağlanmasıdır (Esendemir 2019).

Önerme 2.3.5 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu lokal simetrik ise o zaman ∇ξh = 0 eşitliği sağlanır (Esendemir 2019).

Teorem 2.3.2 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu lokal simetrik ise o zaman aşağıdaki önermeler birbirine denktir:

(a) M bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldudur (b) h = 0 dır.

Bu iki önermeden en az biri sağlanıyorsaM nin kesit eğriliği K = −α2ε dır (Esendemir

2019).

Teorem 2.3.3 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu sabit K kesit eğriliği ile verilsin. O halde, M manifoldu K = −α2ε kesit

eğriliğine sahip bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldudur (Esendemir 2019).

Örnek 2.3.1 M̃ ⊂ R31 pseudo Riemann manifoldu

M̃ =
{

(v, z, w) ∈ R31 : w 6= 0
}
.

ile verilsin. Burada R31 uzayının standart koordinat sistemi (v, z, w) olarak seçilmi̧stir.

M̃ nin bir lokal pseudo tabanı

E1 = e2w
∂

∂v
, E2 = e2w

∂

∂z
, E3 =

∂

∂w

olmak üzere, g̃ pseudo Riemann metriği

g̃ = e−4w
(
ε1dv

2 + ε2dz
2
)

+ εdw2, η = dw
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şeklinde tanımlansın. Burada εi = g(Ei, Ei), i = 1, 2, 3 dır. Ayrıca,

φ(ξ) = 0, φ(E1) = E2, φ(E2) = −E1

seçilirse

φ2X = −X + η(X)E3, η(X) = εg(E3, X), η(E3) = g(E3, E3) = ε

ve

g̃(φX, φY ) = g̃(X, Y )− εη(X)η(Y )

olduğu açıktır.O halde, M üzerinde bir hemen hemen değme pseudo Riemann yapısı

kurulmuş olur. Bundan başka, dη = 0 olduğu aşikar ve Φ(E1, E2) = −εi, bunun

dı̧sındaki tüm Φij ler i ≤ m için Φim = 0 dır. Böylece

Φ

(
∂

∂v
,
∂

∂z

)
= −εie−4w

dır. Buradan dı̧s türev tanımıyardımıyla

dΦ = 4εie
−4w(dv ∧ dz ∧ dw)

bulunur. η = dw ve yukarıdaki denklem kullanılırsa

dΦ = 2(−2εi) (η ∧ Φ)

olup

α = −2εi

reel sabiti ile tanımlıdır. Buna ilaveten, Nφ = 0 olduğundan M̃ bir alfa Kenmotsu

pseudo Riemann manifoldudur.
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3 ALFA KENMOTSU PSEUDO RIEMANN MANİFOLDLAR

Bu bölümde, bazıyarısimetrik ve lokal simetrik şartlar; M -projektif, konsirküler, kon-

harmonik ve konformal eğrilik tensörleri yardımıyla alfa Kenmotsu pseudo Riemann

yapılar çalı̧sılmı̧s, bazısonuçlar elde edilmi̧stir. Tüm yapılan hesaplamalarda alfa sabit

reel sayıolarak seçilmi̧stir.

Önerme 3.1 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olmak

üzere,

∇Y ξ = αY − αη(Y )ξ (3.1)

(∇Y η)Z = α [εg(Y, Z)− η(Y )η(Z)] (3.2)

R(Y, Z)ξ = α2 [η(Y )Z − η(Z)Y ] (3.3)

R(Y, ξ)Z = −α2 [−εg(Y, Z)ξ + η(Z)Y ] (3.4)

R(Y, ξ)ξ − φR(φY, ξ)ξ = −2α2Y + 2α2η(Y )ξ (3.5)

η(R(Y, Z)W ) = −εα2 [η(Y )g(Z,W )− η(Z)g(Y,W )] (3.6)

S(Y, ξ) = −2nα2η(Y ) (3.7)

S(φY, φZ) = εα2S(Y, Z)− 2nα2 [g(Y, Z)− εη(Y )η(Z)] (3.8)

önermeleri sağlanır. Burada α sabit reel sayıve ε = g(ξ, ξ) olarak alınmı̧stır (Öztürk

2020).

Önerme 3.2 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olmak

üzere, aşağıdaki önermeler geçerlidir:

div η = −2nαε (3.9)

div ξ = 2αn (3.10)

K(ξ, Y ) = α2ε. (3.11)

Burada yapılan hesaplamalarda {e1, · · · , en, φe1, · · · , φen, ξ} cümlesi M üzerinde bir

lokal pseudo ortonormal tabandır. Bu taban lokal pseudo φ-tabanı olarak da isim-

lendirilir. Bundan başka, g(ξ, ξ) = ε ve ε2 = 1 dir.
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İspat: Öncelikle diverjans operatörü tanımınıgöz önüne alırsak,

div η = −
n∑
i=1

[(∇eiη)ei + (∇φeiη)φei + (∇ξη)ξ]

= −İz(∇η)

yazılır. Ayrıca,

div ξ =
n∑
i=1

εi [g(∇eiξ, ei) + g(∇φeiξ, φei)]

= α

[
n∑
i=1

εi [g(ei, ei) + g(φei, φei)]

]
= İz(∇ξ) = 2αn

dır. Buradan

−ε div ξ = div η

olduğundan (3.9) ve (3.10) eşitliklerinin ispatıaçıktır. Diğer yandan, (2.41) eşitliği ve

kesit eğriliğinin tanımıyla

K(ξ, Y ) =
R(ξ, Y, ξ, Y )

g(ξ, ξ)g(Y, Y )− g(ξ, Y )g(ξ, Y )

= − g(R(Y, ξ)ξ, Y )

g(ξ, ξ)g(Y, Y )− g(ξ, Y )g(ξ, Y )

= − g(α2φ2Y, Y )

εg(Y, Y )− [η(Y )]2

bulunur. Bu son eşitlikten

K(ξ, Y ) =
α2g(φY, φY )

εg(Y, Y )− [η(Y )]2

=
α2(g(Y, Y )− ε [η(Y )]2)

εg(Y, Y )− [η(Y )]2

elde edilir. O halde,

K(ξ, Y ) =
α2ε

(
εg(Y, Y )− [η(Y )]2

)
εg(Y, Y )− [η(Y )]2

denklemi yardımıyla (3.11) eşitliğinin ispatıtamamlanır.

Hatırlatma 3.1 Üzerinde çalı̧stı̆gımız M alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu

normal yapıda olduğundan h = 0 dır. Yani, Önerme 2.3.4 de yer alan tüm önermeler

h = 0 için sağlanır.
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Tanım 3.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir pseudo Riemann manifold olsun. Eğer M nin S

Ricci tensörü keyfi vektör alanlarıiçin

S(Y, Z) = λ1g(Y, Z) + ελ2η(Y )η(Z) (3.12)

şartınısağlıyorsa M ye bir η-Einstein manifoldu adıverilir. Burada λ1 ve λ2, M üz-

erindeki fonksiyonlardır. Özel olarak, λ2 = 0 seçilirse η-Einstein manifoldu Einstein

manifolduna dönüşür.

Teorem 3.1 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eğer M manifoldu η-Einstein manifoldu ise o zaman

λ1 + λ2 = −2nα2ε (3.13)

r = λ1(2n+ 1) + λ2 (3.14)

λ1 =
r

2n
+ α2ε ve λ2 = −

[ r
2n

+ (2n+ 1)α2ε
]

(3.15)

dir. Burada g(ξ, ξ) = ε ve r, M nin skalar eğriliğidir.

İspat: Hipotez gereğince (3.12) eşitliğini göz önüne alalım. (2.44) eşitliği yardımıyla

(3.12) eşitliğinde Z yerine ξ vektör alanınıalırsak,

S(Y, ξ) = −2nα2η(Y ) = λ1εη(Y ) + ελ2η(Y )η(ξ)

bulunur. Yukarıdaki denklem düzenlenirse

−2nα2η(Y ) = η(Y ) [λ1ε+ ελ2]

yazılır. Buradan

ε(λ1 + λ2) = −2nα2

ε2(λ1 + λ2) = −2nα2ε

elde edilir. Bu son denklem (3.13) eşitliğinin ispatıdır. Burada ε2 = 1 dir. Ayrıca, (3.12)

eşitliğinde Ej = {e1, · · · , ej, φe1, · · · , φej, ξ} lokal pseudo φ-tabanı için Y = Z = Ej

seçilir ve j indeksi üzerinden toplam alınırsa

r = λ1

n∑
j=1

g(Ej, Ej) + ελ2

n∑
j=1

η(Ej)η(Ej)

r = λ1(2n+ 1) + ε2λ2
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denklemine ulaşılır. Bu son denklemden (3.14) eşitliğinin ispatıkolayca görülür. Bun-

lara ilaveten, (3.13) ve (3.14) eşitlikleri birlikte hesaba katılırsa λ2 = r − λ1(2n + 1)

için

−2nλ1 + r = −2nα2ε

yazılır. Burada λ1 fonksiyonu çekilirse istenen sonuç bulunur. Benzer olarak,
r − λ2
2n+ 1

=

λ1 için

r − λ2
2n+ 1

+ λ2 = −2nα2ε

r + 2nλ2 = −2n(2n+ 1)α2ε

olduğundan (3.15) eşitliklerinin ispatıtamamlanmı̧s olur.

Teorem 3.2 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eğer M Ricci yarı simetrik şartını sağlıyorsa o zaman r = −2n(2n + 1)α2ε skalar

eğriliğine sahip bir Einstein manifoldudur.

İspat: M manifoldu Ricci yarısimetrik şartınısağlasın. Yani, keyfivektör alanlarıiçin

R · S = 0 (3.16)

olsun. (3.16) denklemi tensör tanımından dolayı

R(Y, Z)S(V,W ) = S(R(Y, Z)V,W ) + S(V,R(Y, Z)W ) (3.17)

yazılır. Buradan

0 = S(R(Y, Z)V,W ) + S(V,R(Y, Z)W ) (3.18)

bulunur. (3.18) eşitliğinde V yerine ξ alırsak

0 = S(R(Y, Z)ξ,W ) + S(R(Y, Z)W, ξ)

elde edilir. Bu son eşitlik (3.3) ve (3.7) yardımıyla

0 = S(α2η(Y )Z − α2η(Z)Y,W )− 2nα2η(R(Y, Z)W )

haline dönüşür. (3.6) denklemi ve Z = ξ alınarak

0 = α2η(Y )S(ξ,W )− α2S(Y,W )− 2nα2η(R(Y, ξ)W )
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denkelemine ulaşılır. Bu son denklem düzenlenirse

0 = −2nα4η(Y )η(W )− α2S(Y,W ) + 2nα4η(Y )η(W )− 2nεα4g(W,Y )

ve

−α2S(Y,W ) = 2nα4εg(W,Y )

dır. Buradan

S(Y,W ) = −2nα2εg(W,Y ) (3.19)

elde edilir. Ayrıca, Ei = {e1, · · · , ei, φe1, · · · , φei, ξ} cümlesi bir lokal pseudo φ-tabanı

olmak üzere, (3.19) denkleminde Y = W = Ei için toplam alınırsa

r =
n∑
i=1

S(Ei, Ei) = −2nα2εg(Ei, Ei) (3.20)

bulunur. Böylece M , (3.20) eşitliğiyle verilen bir Einstein manifoldudur.

Teorem 3.3 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eğer M yarısimetrik şartınısağlıyorsa o zaman r = −2n(2n + 1)α2ε skalar eğriliğine

sahip bir Einstein manifoldudur.

İspat: Hipotezden dolayıM nin yarısimetrik şartınısağladı̆gınıkabul edelim. Yani,

R ·R = 0 (3.21)

dır. Tensör tanımından dolayı

0 = R(Y, Z)R(U, V )W −R(R(Y, Z)U, V )W

−R(U,R(Y, Z)V )W −R(U, V )R(Y, Z)W
(3.22)

yazılır. Burada (3.22) eşitliğinin sağ tarafındaki tensör ifadelerini ayrı ayrıhesapla-

malıyız. Öncelikle, V yerine ξ alarak ilk tensör ifadesi (3.4) eşitliği yardımıyla

R(Y, Z)R(U, ξ)W = R(Y, Z)
[
−α2η(W )U + εα2g(W,U)ξ

]
(3.23)

= −α2η(W )R(Y, Z)U + εα2g(W,U)R(Y, Z)ξ

elde edilir. İkinci tensör ifadesi

−R(R(Y, Z)U, ξ)W = α2η(W )R(Y, Z)U − εα2g(R(Y, Z)U,W )ξ (3.24)
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şeklinde bulunur. Benzer olarak, sırasıyla, üçüncü ve dördüncü tensör ifadeleri

−R(U,R(Y, Z)V )W = −α2η(Y )R(U,Z)W + α2η(Z)R(U, Y )W (3.25)

ve

−R(U, ξ)R(Y, Z)W = α2η(R(Y, Z)W )U − εα2g(R(Y, Z)W,U)ξ (3.26)

ile verilir. (3.23)-(3.26) denklemleri taraf tarafa toplanırsa

0 = εα2g(W,U)R(Y, Z)ξ − α2η(Y )R(U,Z)W

+α2η(Z)R(U, Y )W + α2η(R(Y, Z)W )U
(3.27)

denklemine ulaşılır. Bu son denklem Y = ξ için

−α2R(U,Z)W = −εα4g(W,U)Z + εα4g(W,Z)U

dır. Yukarıdaki denklem her iki tarafta U ile iç çarpılır ve U ya göre kontraksiyon

yapılırsa

R(U,Z,W,U) = εα2 [g(W,U)g(Z, Y )− g(W,Z)g(U,U)]

ve

S(Z,W ) = −2nεα2g(Z,W ) (3.28)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.4 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eğer M lokal simetrik şartınısağlıyorsa o zaman r = −2n(2n + 1)α2ε skalar eğriliğine

sahip bir Einstein manifoldudur.

İspat: Hipotez gereğince M nin lokal simetrik olduğunu varsayalım. Yani,

(∇XR)(Y, Z)W = 0 (3.29)

dir. Ayrıca, (3.29) denkleminin X yönündeki açılımı

0 = ∇X(R(Y, Z)W )−R(∇XY, Z)W −R(Y,∇XZ)W −R(Y, Z)∇XW

biçimindedir. Yukarıdaki denklemde W yerine ξ seçersek

0 = ∇X(R(Y, Z)ξ)−R(∇XY, Z)ξ −R(Y,∇XZ)ξ −R(Y, Z)∇Xξ
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yazılır. (3.1) ve (3.3) eşitlikleri göz önüne alınırsa

0 = ∇X(α2η(Y )Z − α2η(Z)Y )− η(∇XY )Z

+η(Z)∇XY − η(Y )∇XZ + η(∇XZ)Y

−R(Y, Z)(αX − αη(X)ξ)

(3.30)

elde edilir. Bu son eşitlik düzenlenirse

R(Y, Z)X = −α2ε [g(Z,X)Y − g(Y,X)Z]

denklemine ulaşılır. Burada Teorem 3.3 de kullanılan yöntemle

S(Z,X) = −2nα2εg(Z,X)

eşitliği kolayca bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.5 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold ol-

sun. Eğer M manifoldu M -projektif flat şartını sağlıyorsa o zaman M bir Einstein

manifoldudur.

İspat: Bir Riemann manifoldu üzerinde M∗ ile sembolize edilen M -projektif eğrilik

tensör alanının aşağıda tanımıverilmi̧stir:

M∗(Y, Z)W = R(Y, Z)W

− 1
4n

[S(Z,W )Y − S(Y,W )Z + g(Z,W )QY − g(Y,W )QZ]
(3.31)

(Pokhariyal ve Mishra 1971). Bu tanıma göre, hipotezden dolayıM nin M -projektif

flat (M∗ = 0) şartınısağladı̆gınıfarz edelim. O halde,

R(Y, Z)W = 1
4n

[S(Z,W )Y − S(Y,W )Z + g(Z,W )QY − g(Y,W )QZ]

dir. Bu son denklemde W yerine ξ alırsak

α2η(Y )Z − α2η(Z)Y =

1
4n

[−2nα2η(Z)Y + 2nα2η(Y )Z + εη(Z)QY − εη(Y )QZ]
(3.32)

dır. Bundan başka, (3.7) eşitliği yardımıyla

g(QY, ξ) = −2nα2εη(Y )
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ve

QY = −2nα2εY

olduğundan

Qξ = −2nα2εξ (3.33)

yazılır. (3.33) eşitliği hesaba katılarak (3.32) denklemi Z = ξ için

4nα2 (η(Y )ξ − εY ) = 4nα2η(Y )ξ − 2nα2εY +QY

bulunur. Yukarıdaki denklem sadeleştirilirse

QY = −2nα2εY (3.34)

elde edilir. Buradan keyfi bir X vektör alanıiçin

g(QY,X) = −2nα2εg(Y,X) = S(Y,X)

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu M -

projektif flat ise o zaman M nin skalar eğriliği r = −2n(2n+ 1)α2ε olur.

Teorem 3.6 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eğer M manifoldunun M∗ M -projektif eğrilik tensör alanı ile K konsirküler eğrilik

tensör alanılineer bağımlıise o zaman M bir Einstein manifoldudur.

İspat: İlk olarak, keyfi vektör alanlarıiçin M üzerinde konsirküler eğrilik tensör alanı

K

K(Y, Z)W = R(Y, Z)W − r
2n(2n+1)

[g(Z,W )Y − g(Y,W )Z] (3.35)

şeklinde tanımlıdır (Yano ve Kon 1984). O halde, µ 6= 0 reel sabiti için

M∗(Y, Z)W = µK(Y, Z)W

olsun. (3.31) ve (3.35) denklemleri yardımıyla

(1− µ)R(Y, Z)W =

1
4n

[S(Z,W )Y − S(Y,W )Z + g(Z,W )QY − g(Y,W )QZ]

− µr
2n(2n+1)

[g(Z,W )Y − g(Y,W )Z]
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bulunur. Bu son eşitliğe Y ye göre kontraksiyon yapılırsa

(1− µ)S(Z,W ) =

1
4n

[(2n− 1)S(Z,W )− 2n(2n+ 1)α2εg(Z,W )]

− µr
2n(2n+1)

[2ng(Z,W )]

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa(
1− µ− 2n−1

4n

)
S(Z,W ) +

(
µr
2n+1

− r
4n

)
g(Z,W ) = 0

haline dönüşür. Burada 2n+ 1 = c ve 4nk = d olarak alınırsa

S(Z,W ) =
rc− rd
c(c− d)

g(Z,W ) =
r

2n+ 1
g(Z,W )

dır. Bu son denklem ispatıtamamlamı̧s olur.

Teorem 3.7 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eğer M manifoldunun M∗ M -projektif eğrilik tensör alanıile H konharmonik eğrilik

tensör alanılineer bağımlıise o zaman M bir Einstein manifoldudur.

İspat: Öncelikle, keyfivektör alanlarıiçinM üzerinde konharmonik eğrilik tensör alanı

H

H(Y, Z)W = R(Y, Z)W

− 1
2n−1 [S(Z,W )Y − S(Y,W )Z + g(Z,W )QY − g(Y,W )QZ]

(3.36)

şeklinde tanımlıdır (Yano ve Kon 1984). O halde, λ 6= 0 reel sabiti için

M∗(Y, Z)W = λH(Y, Z)W

olduğunu kabul edelim. (3.31) ve (3.36) denklemleri kullanılırsa

(1− λ)R(Y, Z)W =(
1
4n
− λ

2n−1
)

[S(Z,W )Y − S(Y,W )Z + g(Z,W )QY − g(Y,W )QZ]

bulunur. Yukarıdaki denkleme Y ye göre kontraksiyon yapılırsa

[1− λ− p(2n− 1)]S(Z,W ) = prg(Z,W )

elde edilir. Burada p =
(
1
4n
− λ

2n−1
)
ve r = −2n(2n+ 1)α2ε dir. Böylece

S(Z,W ) =
(

pr
1−λ−p(2n−1)

)
g(Z,W )
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yazılır. Gerekli sadeleştirme ve düzenlemelerden sonra

S(Z,W ) =
(
r(2n−1−4nλ)

4n2−1

)
g(Z,W )

formuna indirgenir. Dolayısıyla ispat aşikardır.

Teorem 3.8 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

EğerM manifoldununM∗ M -projektif eğrilik tensör alanıile C konformal eğrilik tensör

alanılineer bağımlıise o zaman M bir Einstein manifoldudur.

İspat: İlk önce, keyfi vektör alanlarıiçin M üzerinde konformal eğrilik tensör alanıC

C(Y, Z)W = R(Y, Z)W

− 1
2n−1 [S(Z,W )Y − S(Y,W )Z − g(Y,W )QZ + g(Z,W )QY ]

+ r
2n(2n−1) [g(Z,W )Y − g(Y,W )Z]

(3.37)

ile tanımlıdır (Yano ve Kon 1984). O halde, γ 6= 0 reel sabit olmak üzere,

M∗(Y, Z)W = γC(Y, Z)W

olsun. Bu durumda (3.31) ve (3.37) denklemlerinin kullanılmasıyla

(1− γ)R(Y, Z)W

−
(
1
4n
− γ

2n−1
)

[S(Z,W )Y − S(Y,W )Z + g(Z,W )QY − g(Y,W )QZ]

− γr
2n(2n−1) [g(Z,W )Y − g(Y,W )Z] = 0

bulunur. Bu son denklemde p =
(
1
4n
− γ

2n−1
)
ve q = γr

2n(2n−1) olarak alınırsa

[1− γ − p(2n− 1)]S(Z,W ) = (pr + 2nq)g(Z,W )

elde edilir. Buradan

S(Z,W ) =
(

pr+2nq
1−γ−p(2n−1)

)
g(Z,W )

yazılır. Böylece ispata ulaşılır.

Teorem 3.9 M, (2n+ 1)-boyutlu bir D-konformal flat alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olsun. Eğer ξ vektör alanı timelike olarak alınırsa M bir η-Einstein mani-

foldudur. Aksi taktirde, ξ vektör alanıspacelike olarak alınırsa M üzerinde η-Einstein

manifoldu yoktur.
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İspat: Öncelikle (2n + 1)-boyutlu bir Riemann manifoldu M üzerinde (n ≥ 2) için

D-konformal eğrilik tensörünün tanımınıverelim. ∀Y, Z, V ∈ Γ(TM) için

B(Y, Z)V = R(Y, Z)V

+ 1
2(n−1) [S(Y, V )Z − S(Z, V )Y + g(Y, V )QZ − g(Z, V )QY − S(Y, V )η(Z)ξ

+S(Z, V )η(Y )ξ − η(Y )η(V )QZ + η(Z)η(V )QY ]

− k−2
2(n−1) [g(Y, V )Z − g(Z, V )Y ]

+ k
2(n−1) [g(Y, V )η(Z)ξ − g(Z, V )η(Y )ξ + η(Y )η(V )Z − η(Z)η(V )Y ]

(3.38)

dır. Burada k = r+4n
2n−1 dır (Yano ve Kon 1984). Hipotezden dolayıM nin D-konformal

flat olduğunu kabul edelim. O halde

B(Y, Z)V = 0 (3.39)

dır. Bu durumda (3.38) ve (3.39) denklemlerinden

R(Y, Z)V =

− 1
2(n−1) [S(Y, V )Z − S(Z, V )Y + g(Y, V )QZ − g(Z, V )QY − S(Y, V )η(Z)ξ

+S(Z, V )η(Y )ξ − η(Y )η(V )QZ + η(Z)η(V )QY ]

+ k−2
2(n−1) [g(Y, V )Z − g(Z, V )Y ]

− k
2(n−1) [g(Y, V )η(Z)ξ − g(Z, V )η(Y )ξ + η(Y )η(V )Z − η(Z)η(V )Y ]

(3.40)

elde edilir. (3.40) denkleminin her iki tarafıW göre iç çarpılırsa

g(R(Y, Z)V,W ) =

− 1
2(n−1)


S(Y, V )g(Z,W )− S(Z, V )g(Y,W ) + g(Y, V )g(QZ,W )

−g(Z, V )g(QY,W )− εS(Y, V )η(Z)η(W )

+εS(Z, V )η(Y )η(W )− η(Y )η(V )g(QZ,W ) + η(Z)η(V )g(QY,W )


+ k−2
2(n−1) [g(Y, V )g(Z,W )− g(Z, V )g(Y,W )]

− k
2(n−1)

 εg(Y, V )η(Z)η(W )− εg(Z, V )η(Y )η(W )

+η(Y )η(V )g(Z,W )− η(Z)η(V )g(Y,W )


bulunur. Burada g(R(Y, Z)V,W ) = R(Y, Z, V,W ) dır. Bu son eşitlikte W yerine ξ
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alınır, (3.6) ve (3.7) denklemleri kullanılırsa

η(R(Y, Z)V ) = −α2εη(Y )g(Z, V ) + α2εη(Z)g(Y, V ) =

− ε
2(n−1)

 (ε− 1)η(Z)S(Y, V ) + (1− ε)η(Y )S(Z, V )

−2nα2η(Z)S(Y, V ) + 2nα2η(Y )S(Z, V )


+ k−2
2(n−1) [η(Z)g(Y, V )− η(Y )g(Z, V )]

− kε
2(n−1) [η(Z)g(Y, V )− η(Y )g(Z, V )]

yazılır. Yukarıdaki denklem Z = ξ için

α2g(Y, V )− α2η(Y )η(V ) =

− ε
2(n−1) [(ε− 1)εS(Y, V )− 2nα2η(Y )η(V )− 2nα2εg(Y, V )]

+ k−2
2(n−1) [εg(Y, V )− εη(Y )η(V )]

− kε
2(n−1) [εg(Y, V )− εη(Y )η(V )]

bulunur. Son denklemde S(Y, V ) ifadesi çekilirse(
ε−1

2(n−1)

)
S(Y, V ) =

[
−α2 + 2nα2

2(n−1) + (k−2)ε
2(n−1) −

k
2(n−1)

]
g(Y, V )

+
[
α2 + 2nα2ε

2(n−1) −
(k−2)ε
2(n−1) + k

2(n−1)

]
η(Y )η(V )

haline dönüşür. Buradan

S(Y, V ) =
[
k + 2(α2−ε)

(ε−1)

]
g(Y, V )

+
[
2(ε−α2)+2nα2(ε+1)

(ε−1) − k
]
η(Y )η(V )

elde edilir. Sonuç olarak, yukarıdaki eşitlikte ε = +1 yani, ξ spacelike alınırsa M

üzerinde η-Einstein manifoldu mevcut değildir. Eğer ε = −1 yani, ξ timelike alınırsa

M üzerinde η-Einstein manifoldu mevcuttur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.10 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Bu durumda M üzerinde ξ vektör alanıspacelike olan ξ-D-konformal flat manifoldu

mevcut değildir.

İspat: M nin ξ-D-konformal flat olduğunu kabul edelim. Yani,

B(Y, Z)ξ = 0 (3.41)
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dır. (3.38) eşitliği yardımıyla

0 = R(Y, Z)ξ

+ 1
2(n−1) [S(Y, ξ)Z − S(Z, ξ)Y + g(Y, ξ)QZ − g(Z, ξ)QY − S(Y, ξ)η(Z)ξ

+S(Z, ξ)η(Y )ξ − εη(Y )QZ + ξη(Z)QY ]

− k−2
2(n−1) [εg(Y, ξ)Z − εg(Z, ξ)Y ]

+ k
2(n−1) [εg(Y, ξ)η(Z)ξ − εg(Z, ξ)η(Y )ξ + εη(Y )Z − εη(Z)Y ]

bulunur. Son eşitlikte (3.3) ve (3.7) denklemleri kullanır, her iki tarafıW vektör alanı

ile iç çarparsak

0 = α2η(Y )g(Z,W )− α2εη(Z)g(Y,W )

+ 1
2(n−1) [−2nα2η(Y )g(Z,W ) + 2nα2η(Z)g(Y,W )]

− (k−2)ε
2(n−1) [η(Y )g(Z,W )− η(Z)g(Y,W )]

+ kε
2(n−1) [η(Y )g(Z,W )− η(Z)g(Y,W )]

elde edilir. Bu son denklem Z = ξ için

0 =
[
−εα2 + 2nα2ε

2(n−1) + (k−2)
2(n−1) −

k
2(n−1)

]
g(Y,W )

+
[
εα2 − 2nα2ε

2(n−1) −
(k−2)
2(n−1) + k

2(n−1)

]
η(Y )η(W )

dır. Burada katsayıların hesaplanmasından sonra

0 =
(
α2ε−1
n−1

)
(g(Y,W )− η(Y )η(W ))

denklemine ulaşılır. α2 6= 0 ve n ≥ 2 olduğundan

0 = g(Y,W )− η(Y )η(W )

yazılabilir. (2.30) eşitliği yardımıyla ε = +1 olmak üzere,

g(φY, φW ) = 0

olur ki bu bir çeli̧skidir. Böylece teoremin ispatına ulaşılır.

Teorem 3.11 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eğer M manifoldu φ-D-konformal flat ise o zaman M bir η-Einstein manifoldudur.
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İspat: M nin φ-D-konformal flat olduğunu kabul edelim. Yani,

0 = g(B(φY, φZ)φW, φU) (3.42)

dır. (3.38) ve (3.42) eşitlikleri yardımıyla

0 = g(R(φY, φZ)φW, φU)

+ 1
2(n−1)

 S(φY, φW )g(φZ, φU)− S(φZ, φW )g(φY, φU)

+S(φZ, φU)g(φY, φW )− S(φY, φU)g(φZ, φW )


− k−2
2(n−1) [g(φY, φW )g(φZ, φU)− g(φZ, φW )g(φY, φU)]

(3.43)

yazılır. (2.30), (3.6) ve (3.8) eşitlikleri (3.43) eşitliğinde hesaba katılırsa

0 = εα2g(φY, φW )g(φZ, φU)− εα2g(φZ, φW )g(φY, φU)

+ 1
2(n−1)



εα2S(Y,W )g(Z,U)− 2nα2g(Y,W )g(Z,U) + 2nα2εη(Y )η(W )g(Z,U)

−α2S(Y,W )η(Z)η(U) + 2nα2εη(Z)η(U)g(Y,W )− α2S(Z,W )g(Y, U)

+2nα2g(Y, U)g(Z,W )− 2nα2εη(Z)η(W )g(Y, U) + α2S(Z,W )η(Y )η(U)

−2nα2εη(Y )η(U)g(Z,W ) + εα2S(Z,U)g(Y,W )− 2nα2g(Y,W )g(Z,U)

+2nα2εη(Z)η(U)g(Y,W )− α2S(Z,U)η(Y )η(W ) + 2nα2εη(Y )η(W )g(Z,U)

−εα2S(Y, U)g(Z,W ) + 2nα2g(Y, U)g(Z,W )− 2nα2εη(Y )η(U)g(Z,W )

+α2S(Y, U)η(Z)η(W ) + 2nα2εη(Z)η(W )g(Y, U)


− k−2
2(n−1)

 g(Y,W )g(Z,U)− εg(Y,W )η(Z)η(U)− εg(Z,U)η(Y )η(W )

−g(Z,W )g(Y, U) + εg(Z,W )η(Y )η(U) + εg(Y, U)η(Z)η(W )


bulunur. Bu son eşitliğe Y = U = Ei için kontraksiyon yapılırsa

0 = K3g(Z,W ) +K2η(Z)η(W ) +K1S(Z,W ) (3.44)

denklemine dönüşür. O halde,

S(Z,W ) = −K3

K1

g(Z,W )− K2

K1

η(Z)η(W ) (3.45)

elde edilir. Burada

K1 =
α2(ε− n)

n− 1

K2 = α2(2nε− 1) + b(1− 2n)

+a [4nα4(1− 2n) + α2r + 2nα2(1 + ε)]
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K3 = α2(ε+ 2(n+ 1)) + b(2nε− 1)

−α2a(εr + 6n) + 2nα2aε(1 + 4n)

−K2

K1

=
α2n+ 1

n− ε +
[n (α2ε− 2) + 1]

α2(2n− 1)(n− ε)
+

4n2ε(n− 1)

(2n− 1)(n− ε) +
(n− 1)α2r − r(2n− 1)

2α2(2n− 1)(n− ε)

−K3

K1

=
εα2(1− r) + 2α2(1− n+ 4n2ε) + (r + 2)(2nε− 1)

2α2(n− ε)
a = 1

2(n−1) , b = k−2
2(n−1) , k = r+4n

2n−1

dır. Böylece (3.45) eşitliğinden ispat açıktır.

Teorem 3.12M, (2n+1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu D-konformal yarısimetrik pseudo

Riemann manifold olsun. Eğer ξ vektör alanıtimelike olarak alınırsa M bir η-Einstein

manifoldudur. Aksi taktirde, ξ vektör alanı spacelike olarak alınırsa M üzerinde η-

Einstein manifoldu yoktur.

İspat: İlk olarak, D-konformal yarısimetrik manifold tanımınıverelim. Eğer M üz-

erinde D-konformal eğrilik tensörü B

R(Y, Z) ·B = 0 (3.46)

şartınısağlıyorsaM yeD-konformal yarısimetrik manifold adıverilir (n ≥ 2) (Taleshian

vd. 2011). O halde, verilen hipoteze göre M nin D-konformal yarısimetrik koşulunu

sağladı̆gınıvarsayalım. Diğer bir deyi̧sle,

(R(Y, Z) ·B) (W,V )U = 0 (3.47)

dır. Tensör tanımından dolayı(3.47) eşitliği

R(Y, Z)B(W,V )U −B(R(Y, Z)W,V )U

−B(W,R(Y, Z)V )U −B(W,V )R(Y, Z)U = 0
(3.48)

ile yazılabilir. (3.48) eşitliğinde Y = ξ alınır ve (3.4) eşitliği kullanılırsa

α2η(B(W,V )U)Z − α2εg(B(W,V )U,Z)ξ − α2η(W )B(Z, V )U

+α2εg(Z,W )B(ξ, V )U − α2η(V )B(W,Z)U + α2εg(Z, V )B(W, ξ)U

−α2η(U)B(W,V )Z + α2εg(U,Z)B(W,V )ξ = 0
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bulunur. Yukarıdaki denklemin her iki tarafının ξ ye göre iç çarpımıalınırsa

εα2η(B(W,V )U)η(Z)− α2g(B(W,V )U,Z)− εα2η(W )η(B(Z, V )U)

+α2g(Z,W )η(B(ξ, V )U)− εα2η(V )η(B(W,Z)U) + α2g(Z, V )η(B(W, ξ)U)

−εα2η(U)η(B(W,V )Z) + α2g(U,Z)η(B(W,V )ξ) = 0

elde edilir. Bu son denklemde Z = W alınır ve her iki taraf α2 ya bölünürse

εη(B(W,V )U)η(W )− g(B(W,V )U,W )− εη(W )η(B(W,V )U)

+g(W,W )η(B(ξ, V )U)− εη(V )η(B(W,W )U) + g(W,V )η(B(W, ξ)U)

−εη(U)η(B(W,V )W ) + g(U,W )η(B(W,V )ξ) = 0

(3.49)

yazılır. Ayrıca, (3.38) eşitliğinden

η(B(W,V )U = Aη(V )g(W,U)− Aη(W )g(V, U) (3.50)

olduğu görülür. Burada

A = εα2 +
1− nα2ε
2(n− 1)

dır. (3.50) eşitliği (3.49) eşitliğinde yerine yazılırsa

g(B(W,V )U,W ) = εg(W,W ) [Aη(V )η(U)− Ag(V, U)]

+εg(W,V ) [Ag(W,U)− Aη(W )η(U)]

−εη(U) [Aη(V )g(W,W )− Aη(W )g(W,U)]

(3.51)

denklemine ulaşılır. Buradan sadeleştirmelerden sonra

g(B(W,V )U,W ) = εA [g(W,V )g(W,U)− g(W,W )g(V, U)] (3.52)

bulunur. (3.52) denklemine W = Ei için kontraksiyon yapılırsa

2n+1∑
i=1

g(B(Ei, V )U,Ei) = εA(1− ε(2n+ 1))g(V, U) (3.53)

elde edilir. Bunun yanısıra, (3.38) denklemi göz önüne alınırsa

2n+1∑
i=1

g(B(Ei, V )U,Ei) = S(V, U)

1
2(n−1)

 2S(V, U)− ε(2n+ 1)S(V, U)− rg(V, U)

+εS(V, U) + rη(V )η(U) + 2nα2η(V )η(U) [ε+ 1]


− k−2
2(n−1) [g(V, U)− ε(2n+ 1)g(V, U)]

+ k
2(n−1) [−εg(V, U) + (1− 2nε)η(V )η(U)]

(3.54)
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şeklinde yazılır. (3.53) ve (3.54) denklemlerinin birlikte hesaba katılmasıyla

S(V, U) = A1g(V, U) + A2η(V )η(U) (3.55)

sonucuna ulaşılır. Burada

A1 =
2r(1− n) + 2(1− ε) + 4nε(k − 1)− k(1 + 2ε)

2n(ε− 1)

+
(ε− 1)(nα2 − 2α2 − 1) + 2n(1− nα2ε)

2n(ε− 1)

ve

A2 =
2nα2(ε+ 1) + k(1− 2nε) + r

2n(ε− 1)

dır. Böylece (3.55) eşitliğinden ispat aşikardır.

Teorem 3.13 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu Ricci D-konformal yarısimetrik

pseudo Riemann manifold olsun. Bu durumda, M bir Einstein manifoldudur.

İspat: Öncelikle Ricci D-konformal yarısimetrik manifold tanımınıverelim. Eğer M

üzerinde D-konformal eğrilik tensörü B

B(Y, Z) · S(U, V ) = 0 (3.56)

şartınısağlıyorsa M ye Ricci D-konformal yarısimetrik manifold adıverilir (n ≥ 2)

(Taleshian vd. 2011). Yani, tensör tanımından

0 = S(B(Y, Z)U, V ) + S(U,B(Y, Z)V ) (3.57)

formunda yazılır. (3.57) eşitliğinde Y = V = ξ alınırsa

0 = S(B(ξ, Z)U, ξ) + S(U,B(ξ, Z)ξ) (3.58)

haline dönüşür. Bundan başka, (3.50) denklemi yardımıyla

B(Y, Z)U = A [Zg(Y, U)− Y g(Z,U)] (3.59)

B(ξ, Z)U = A [εη(U)Z − ξg(Z,U)] (3.60)

B(ξ, Z)ξ = A [Z − εη(Z)ξ] (3.61)

bulunur. (3.60) ve (3.61) denklemleri (3.58) denkleminde yerine konulursa

S(Z,U) = −2nα2εg(Z,U)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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4 HEMEN HEMEN ALFA KENMOTSU PSEUDO RIEMANN

YAPILARIN BAZI ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde, hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapılar üzerinde bazıözel-

likler ele alınacaktır. İlk olarak, hemen hemen değme pseudo Riemann yapının bir de-

formasyonu incelenecektir. Daha sonra null dağılımıolarak da bilinen (k, µ)-uzaylarıyla

ilgili bazısonuçlar elde edilecektir.

Şimdi, hemen hemen değme pseudo Riemann yapısıyla verilen farklıi̧saretli pseudo Rie-

mann metrikleri arasındaki ili̧skileri araştıralım. Bunu yapabilmek için değme pseudo

metrik manifoldlarda tanımlanan benzer bir deformasyonu kullanalım (Calvaruso ve

Perrone 2010).

M, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapının g pseudo

Riemann metriği g(ξ, ξ) = ε ile tanımlanır. Aşağıda verilen farklıg∗ pseudo Riemann

metriği (deformasyonu),

g∗(X, Y ) = αg(X, Y )− 2εη(X)η(Y ) (4.1)

sıfırdan farklı reel pozitif bir sabit ve keyfi vektör alanları için aynı (φ, ξ, η) hemen

hemen değme yapısıyla birlikte verilen uyumlu bir metriktir. Yani, hala aynı(φ, ξ, η)

hemen hemen değme yapısıyla bir pseudo Riemann metriğidir.

Sonuç 4.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu (4.1) denklemi ile birlikte verilsin. Bu durumda

ε∗ = ε(α− 2) (4.2)

dır.

İspat: Gerçekten, (4.1) deformasyonu yardımıyla

g∗(ξ, ξ) = αg(ξ, ξ)− 2εη(ξ)η(ξ)

ε∗ = αε− 2ε

bulunur.
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Teorem 4.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olsun. O zaman (4.1) deformasyonu ile verilen (M,φ, ξ, η, g∗) da bir hemen

hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldudur.

İspat: M üzerinde (φ, ξ, η, g∗) yapısına göre temel 2-form Φ∗(Y, Z) = g∗(Y, φZ) ile

tanımlıdır. Bu durumda (4.1) denklemi yardımıyla

Φ∗(Y, Z) = αg(Y, φZ)− 2εη(Y )η(φZ)

= αg(Y, φZ)

= αΦ(Y, Z)

bulunur. Başka bir ifadeyle, keyfi vektör alanlarıiçin Φ∗ = αΦ dır. Ayrıca, bu Φ∗ ın

dı̧s türevi dΦ∗

dΦ∗ = 2(η ∧ Φ∗)

= 2α(η ∧ Φ)

elde edilir. Burada dη = 0 olduğunu da hatırlatalım. Böylece (M,φ, ξ, η, g∗) da bir

hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu olur.

Teorem 4.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu ve g∗ pseudo Riemann metriği. (4.1) deformasyonu ile verilsin. O halde,

keyfi vektör alanlarıiçin

∇∗YZ = ∇YZ + 2ε
α
g(∇Y ξ, Z)ξ (4.3)

ve

R∗(Y, Z)W = R(Y, Z)W + 2ε
α

[g(∇Zξ,W )∇Y ξ − g(∇Y ξ,W )∇Zξ]

−2ε
α

[g((∇Y φh)Z − (∇Zφh)Y,W )ξ] + 2εg((∇Zφ
2)Y − (∇Y φ

2)Z,W )ξ
(4.4)

eşitlikleri geçerlidir. Burada ∇∗ ve R∗ sırasıyla, M üzerinde pseudo Riemann konnek-

siyonu ve g∗ ın pseudo Riemann eğrilik tensörüdür.

İspat: Öncelikle hesaplamada kullanacağımız Kozsul formülü

2g∗(∇∗YZ,W ) = Y (g∗(Z,W )) + Z(g∗(Y,W ))−W (g∗(Y, Z))

+g∗([Y, Z],W ) + g∗([W,Y ], Z) + g∗([W,Z], Y )
(4.5)
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ile tanımlıdır. (4.5) denkleminde (4.1) deformasyonu kullanılırsa

2g∗(∇∗YZ,W ) = 2αg(∇YZ,W )− 4εη(W )g(∇Y ξ, Z)

bulunur. Burada Y (η(Z)) = (∇Y η)Z = ∇Y η(Z) − η(∇YZ) = g(∇Y ξ, Z) dır. Bu

durumda yukarıdaki denklem

g∗(∇∗YZ,W ) = αg(∇YZ,W )− 2εη(W )Y (η(Z)) (4.6)

haline dönüşür. Diğer yandan, (4.1) deformasyonu yardımıyla

g∗(∇∗YZ,W ) = αg(∇∗YZ,W )− 2εη(W )η(∇∗YZ) (4.7)

yazılır. (4.6) ve (4.7) denklemleri taraf tarafa çıkarılırsa

0 = αg(∇∗YZ −∇YZ,W )− 2εη(W ) [η(∇∗YZ)− Y (η(Z)] (4.8)

elde edilir. Böylece (4.3) denkleminin ispatı(4.6) ve (4.8) eşitlikleri kullanılarak tamam-

lanır.

Bundan başka, (4.3) denklemi yardımıyla

R∗(Y, Z)W = ∇∗Y (∇∗ZW )−∇∗Z (∇∗YW )−∇∗[Y,Z]W

R∗(Y, Z)W = ∇∗Y
[
∇ZW + 2ε

α
g(∇Zξ,W )ξ

]
−∇∗Z

[
∇YW + 2ε

α
g(∇Y ξ,W )ξ

]
−
[
∇[Y,Z]W + 2ε

α
g(∇[Y,Z]ξ,W )ξ

] (4.9)

bulunur. (4.9) denklemi düzenlenirse

R∗(Y, Z)W = R(Y, Z)W

+2ε
α

[∇Y g(∇Zξ,W )ξ +∇Y ξ g(∇Zξ,W ) + g(∇Y ξ,∇ZW )ξ]

−2ε
α

[∇Zg(∇Y ξ,W )ξ +∇Zξ g(∇Y ξ,W ) + g(∇Zξ,∇YW )ξ]

−2ε
α

[
g(−αφ2[Y, Z]− φh[Y, Z],W )

]
ξ

denklemine ulaşılır. Yukarıdaki denklem sadeleştirilerek (4.4) denklemini elde edilir.

Tanım 4.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen pseudo Riemann manifoldu olsun.

Keyfibir vektör alanıiçin ξ-kesit eğriliği ve φ-kesit eğriliği sırasıyla aşağıdaki gibi tanım-

lıdır (Wang ve Liu 2016):

K(ξ, Y ) =
R(Y, ξ, Y, ξ)

εg(Y, Y )− (η(Y ))2
(4.10)
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K(Y, φY ) =
R(Y, φY, Y, φY )

(g(Y, Y ))2 − εg(Y, Y )(η(Y ))2
. (4.11)

Teorem 4.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu ve g∗ pseudo Riemann metriği (4.1) denklemiyle verilsin. Bu durumda, her

Y ∈ Kerη için

K∗(ξ, Y ) = 1
α−2K(ξ, Y ) (4.12)

K∗(Y, φY ) = − 1
α2
K(Y, φY ) + 2ε

α3
− 4ε

α2
(g(hY, hY ))2

(g(Y, Y ))2
(4.13)

α
2

[S∗(Y, ξ)− S(Y, ξ)] = −İz(∇Y hφ) + İz ((∇Y hφ)Y ) (4.14)

eşitlikleri geçerlidir.

İspat: (4.4) denklemi yardımıyla

R∗(Y, ξ)ξ = R(Y, ξ)ξ

ve

g∗(R(Y, ξ)ξ, Y ) = αg(R(Y, ξ)ξ, Y )

bulunur. (4.10) denklemi göz önüne alınırsa

K∗(ξ, Y ) =
R∗(Y, ξ, Y, ξ)

ε∗g∗(Y, Y )− (η(Y ))2

=
−αR(Y, ξ, Y, ξ)

εα(α− 2)g(Y, Y )− (2α− 3)(η(Y ))2

elde edilir. Bu son eşitlik Y ∈ Kerη olmak üzere,

K∗(ξ, Y ) =
αR(Y, ξ, Y, ξ)

εα(α− 2)g(Y, Y )

=
R(Y, ξ, Y, ξ)

ε(α− 2)g(Y, Y )

= 1
α−2K(ξ, Y )

elde edilir. Ayrıca, (4.4) denkleminden Y ∈ Kerη için

R∗(Y, φY, Y, φY ) = R(φY, Y, Y, φY ) + 2ε
α

(g(Y, Y ))2 − 4ε (g(hY, hY ))2
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yazılır. Yukarıdaki denklem (4.11) denklemi ile birlikte ele alınırsa

K∗(Y, φY ) =
R∗(Y, φY, Y, φY )

(g∗(Y, Y ))2 − ε∗g∗(Y, Y )(η(Y ))2

=
R∗(Y, φY, Y, φY )

(g∗(Y, Y ))2

=
R∗(Y, φY, Y, φY )

α2 (g(Y, Y ))2

=
−R(Y, φY, Y, φY ) + 2ε

α
(g(Y, Y ))2 − 4ε (g(hY, hY ))2

α2 (g(Y, Y ))2

=
−R(Y, φY, Y, φY )

α2 (g(Y, Y ))2
+

2ε
α

(g(Y, Y ))2

α2 (g(Y, Y ))2
− 4ε

(g(hY, hY ))2

α2 (g(Y, Y ))2

elde edilir. Son olarak, Ei = {e1, · · · , ei, φe1, · · · , φei, ξ} cümlesi bir lokal pseudo φ-

tabanıolmak üzere, Ricci tensörünün tanımıve (4.4) denklemi birlikte hesaba katılırsa

S∗(Y, ξ) =
2n+1∑
i=1

εiR
∗(Ei, Y, ξ, Ei)

=
n∑
i=1

εig(R∗(Y, ei)ei, ξ)− 2ε
n∑
i=1

η(R∗(Y, ei)ei)

+
n∑
i=1

εig(R∗(Y, φei)φei, ξ)− 2ε
n∑
i=1

η(R∗(Y, φei)φei)

bulunur. Bu son denklem düzenlenirse

S∗(Y, ξ) =
n∑
i=1

εig(R(Y, ei)ei, ξ)

+
n∑
i=1

εig(R(Y, φei)φei, ξ)− 2
α

n∑
i=1

εi [g((∇Y hφ)ei − (∇eihφ)Y, ei)]

− 2
α

n∑
i=1

εig((∇Y hφ)φei − (∇φeihφ)Y, φei)

istenen sonuca ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır.

h 6= 0 olmak üzere, Blair vd. (1995), değme manifoldlar üzerinde h tensör alanının

η-paralel olmasıiçin gerek ve yeter koşulun ξ karakteristik vektör alanının (κ, µ) null

dağılımına sahip olmasıönermesini ispatladılar. Buna göre, bazıκ ve µ sabitleri ve

keyfi vektör alanlarıiçin Riemann eğrilik tensörü aşağıdaki şartısağlar:

R(Y, Z)ξ = −η(Y ) (κI + µh)Z + η(Z) (κI + µh)Y. (4.15)

Bu çalı̧smanın ardından Dileo ve Pastore (2009), hemen hemen Kenmotsu manifoldlar

üzerinde (κ, µ)
′
null dağılımıolarak adlandırdıkları

R(Y, Z)ξ = −η(Y ) (κI + µh′)Z + η(Z) (κI + µh′)Y. (4.16)

37



Riemann eğrilik tensörü şartınıortaya koydular. Burada h′ = h ◦ φ olarak alınmı̧stır.

Daha sonra Öztürk (2009) yukarıdaki tanımlarıda genelleyen hemen hemen alfa kosim-

plektik manifoldlar üzerinde

R(Y, Z)ξ = −η(Y ) (κI + µh+ vφh)Z + η(Z) (κI + µh+ vφh)Y (4.17)

koşulunu verdiler. Burada κ, µ ve v fonksiyonlarıM −→ R ye dκ ∧ η = dµ ∧ η =

dv ∧ η = 0 ile tanımlıdır.

Şimdi, (4.15) veya (4.16) null şartlarınısağlayan hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo

Riemann manifoldlar üzerinde bazısonuçlar elde edelim. O halde, öncelikle daha sonra

kullanacağımız aşağıdaki bazıönermeleri hatırlatalım:

Önerme 4.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu olsun. Bu durumda

2g((∇Y φ)Z,W ) = −2gα(εg(Y, φZ)ξ + η(Z)φY,W ) (4.18)

+g(Nφ(Z,W ), φY )

dır.

Teorem 4.4 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu olsun. O zaman

1
2

[R(ξ, Y, Z,W )−R(ξ, Y, φZ, φW ) +R(ξ, φY, Z, φW ) +R(ξ, φY, φZ,W )] =

(∇hY Φ)(Z,W ) + α2η(Z)g(Y,W )− α2η(W )g(Y, Z)

−αη(Z)g(φhY,W ) + αη(W )g(φhY, Z)

(4.19)

dır (Esendemir 2019).

Sonuç 4.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu olsun. O zaman, M nin alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu olması

ancak ve ancak D dağılımının integral altmanifoldlarının Kaehler ve h = 0 olmasıdır

(Esendemir 2019).

Teorem 4.5 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu ve h = 0 olsun. Bu durumda M manifoldu M
′ ×g N olacak şekilde lokal bir
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katlıçarpımla gösterilir. Burada N , (2n)-boyutlu bir hemen hemen Kaehler manifold

M
′
, t koordinatlıbir açık aralıktır. Ayrıca, bazıγ pozitif sabitleri için g = γeαt dir

(Esendemir 2019).

Teorem 4.6 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olsun. Eğer ξ karakteristik vektör alanı(4.15) denklemi ile verilen (κ, µ) null

dağılımına sahipse o zaman κ = −εα2 ve h = 0 dır. Dolayısıyla Teorem 4.5 ifadesi

geçerlidir.

İspat: Öncelikle Y ∈ Kerη ve Z = ξ olsun. (4.15) denkleminden

R(Y, ξ)ξ = ε(κY + µhY ) (4.20)

bulunur. (4.20) eşitliği (2.43) eşitliğinde yerine yazılırsa

lφY = ε(κφY + µhφY )

ve

φlφY = ε(−κY + µhY )

olmak üzere,

lY − φlφY = 2εκY = −2α2Y − 2h2Y

olduğundan

h2Y = −(εκ+ α2)Y (4.21)

elde edilir. Y , h tensör alanının ρ özdeğerli bir özvektörü (hY = ρY ∈ Kerη) olmak

üzere, (2.41) denkleminden

lY = −α2Y + 2αφhY − h2Y − (∇ξhφ)Y (4.22)

yazılır.(4.20), (4.21) ve (4.22) denklemleri birlikte ele alınırsa

0 = εµρY − 2αρφY + (∇ξhφ)Y (4.23)

denklemine ulaşılır. Yukarıdaki denklemin her iki tarafıφY ile iç çarpılırsa

ρ = 0 (4.24)
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bulunur. Bu nedenle, (4.24) önermesi h = 0 olmasınıgerektirir. Ayrıca, (4.21) denkle-

minden (4.24) denklemi yardımıyla

εκ+ α2 = 0 (4.25)

elde edilir. (4.25) denkleminden

κ = −εα2

olduğu görülür. Böylece teoremin geri kalanının ispatıTeorem 4.5 den açıktır.

Teorem 4.7 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olsun. Eğer ξ karakteristik vektör alanı(4.16) denklemi ile verilen (κ, µ)
′
null

dağılımına sahip ve φh 6= 0 ise o zaman D değme dağılımının integral manifoldları

Kaehler yapıdadır.

İspat: Y, Z ∈ Kerη olmak üzere, (4.16) eşitliğinden

R(Y, Z)ξ = 0 (4.26)

olur. Yine Y, Z,W ∈ Kerη için (4.19) eşitliği yardımıyla

(∇hY Φ)(Z,W ) = 0 (4.27)

yazılır. Diğer yandan,

(∇Y Φ)(Z,W ) = −g(W, (∇Y φ)Z)

olduğundan (4.18) eşitliği kullanılarak

0 = 2(∇hY Φ)(Z,W ) + g(Nφ(Z,W ), φhY ) (4.28)

bulunur. Burada Y, Z,W ∈ Kerη için g(Nφ(Z,W ), φhY ) = 0 olduğu aşikardır. ξ karak-

teristik vektör alanı(4.16) denklemi ile verildiğinden(2.43) eşitliğinin kullanılmasıyla

(hφ)2 = −(εκ+ α2)Y (4.29)

elde edilir. Burada h2 = (hφ) ◦ (hφ) = (hφ)2 dır. Ayrıca, hipotezden dolayıφh 6= 0

olduğundan εκ + α2 6= 0 olur. Dolayısıyla (4.16) eşitliği yardımıyla Y, Z,W ∈ Kerη

için g(Nφ(Z,W ), Y ) = 0 olduğu açıktır. Bu nedenle, Nφ(Z,W ) = 0 dır. Yani bu son

önerme Nijenhuis tensör alanının özdeş olarak sıfır olmasınıgerektirir. Sonuç 2.2.1 ve

Sonuç 4.2 den dolayıispat tamamlanır.
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