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SIMGELER DiZINi

Simgeler

R Riemann egrilik tensor alani

D Degme dagilim

S Ricci egrilik tensor alani

Q Ricci operatorii

N Nijenhuis tensor alani
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C Konformal egrilik tensor alani

B D-konformal egrilik tensor alani
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1 Giris

Degme metrik ve Sasakian yapilar iizerinde tanimlanan manifoldlar bir¢ok yazarin il-
gisini cekmistir. Ozellikle, Blair’in son monografisi; bu konuda yapilan cogu calismay1
ve bulunan sonuglar1 en genig anlamda detayl olarak incelemistir (Blair 2002). Ancak
klasik anlamda yapilan aragtirmalar Riemann metrigine sahip degme metrik manifold-
larla ilgiliydi. Degme metrik yapilar iizerinde pseudo Riemann metrigi ile uyumlu ilk
aragtirma Takahashi tarafindan yapilmigtir (Takahashi 1969). Bu caligmay: takiben,
pseudo Riemann metrigi ile birlikte verilen degme manifoldlar ve Sasakian pseudo Rie-
mann manifoldlar baz yazarlar tarafindan da ¢aligilmigtir (Duggal 1990, Calvaruso ve
Perrone 2010, 2011). Calvaruso ve Perrone bu konuda en sistematik galigmay1 ortaya
koymuglardir. Riemann metrigi ile pseudo Riemann metrigi arasindaki benzerlikler
ve farkhiliklar vurgulanmigtir. Sabit kesit egrilikli degme pseudo metrik manifoldlar,
3-boyutlu lokal simetrik degme pseudo metrik yapilar ve 3-boyutlu homojen degme
Lorentzian metrik yapilar simiflandirilmigtir (Calvaruso ve Perrone 2010). Bilhassa yari
Riemann uzayla ilgili galisan tiim yazarlarin temel kaynagimin O’neil (1983) oldugunu

unutmayalim.

Diger yandan, hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir analojisi olarak kabul
edilebilecek Kenmotsu manifoldlar: ilk defa Kenmotsu tarafindan tanitilmigtir (Ken-
motsu 1972). Cogu yazar bu yapiy1 kullanarak farkli geometrik gartlar altinda gahs-
malar yapmglardir (Kim ve Pak 2005, Jun vd. 2005, De vd. 2009, Dileo ve Pastore
2007, 2009, Oztiirk 2010, Naik vd. 2020). Ornek olarak, Jun vd. tarafindan yapilan
caligmada Ricci yar1 simetrik ve konformal yar1 simetrik Kenmotsu yapilar incelenmigtir
(Jun vd. 2005). Bundan bagka, ¢-rekiirent Kenmotsu manifoldlar De vd. tarafindan
ele alinmigtir (De vd. 2009).

Bir Kenmotsu manifold her zaman bir hemen hemen Kenmotsu manifoldudur, ancak
bu 6nermenin tersi dogru olmak zorunda degildir. Dileo ve Pastore hemen hemen Ken-
motsu yapilar iizerinde lokal simetri, eta paralellik ve null dagilmina odaklandilar (Dileo
ve Pastore 2007, 2009). Ayrica, baz1 yazarlar klasik anlamda hemen hemen Kenmotsu

manifoldlar1 genellestirerek adina hemen hemen alfa Kenmotsu denilen manifoldlar iiz-



erinde calistilar (Oztiirk 2009, 2014, 2016, Dileo ve Pastore 2011).

Su ana kadar hemen hemen Kenmotsu pseudo metrik manifoldlar iizerinde cok fazla
sistematik ¢aligmalar ortaya konulmasa da ¢zellikle Wang ve Liu, Venkatesha vd., Naik
vd., Oztiirk vd. tarafindan bazi caligmalar literatiire kazandirilmistir (Wang ve Liu

2016, Venkatesha vd. 2019, Naik vd. 2019, Oztiirk 2020).

Bu yiiksek lisans tez calismasi, hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann man-
ifoldlar ve normal hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldlar olarak
tanimlanan alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldlara adanmig, belli tensor sartlar

ve Ozellikler kullanilarak bazi sonuglar elde edilmigtir.

Ikinci boliimde, arastirma konumuz ile ilgili temel literatiir bilgileri sunulmustur. Bu
boliim ti¢ kissmdan olugmaktadir. Birinci kisimda, pseudo Riemann ve Riemann man-
ifoldlarla ilgili temel kavramlar verilmistir. Ikinci kisim, hemen hemen alfa Kenmotsu
yapilardaki temel kavramlara adanmustir. Uciincii kistmda hemen hemen alfa Kenmotsu

pseudo Riemann yapilarla ilgili temel kavramlar tanitilmigtir.

Uciincii boliimde, alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapilar tizerinde baz1 sartlar incelen-
mistir. Ozellikle, yar1 simetrik, lokal simetrik sartlar; M -projektif, projektif, konhar-

monik ve konformal egrilik tensor sartlar: kullanilmis ve baz sonuglar elde edilmistir.

Doérdiincii boliimde, hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapilar bir defor-
masyon yardimiyla aragtirilmigtir. Ayrica, null dagihmi olarak adlandirilan (k, p)-

uzaylariyla ilgili bazi sonuclar elde edilmistir.



2 TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamizin temelini olusturan tanimlar ve kavramlar sunulmustur.

2.1 Pseudo Riemann Manifoldlar:

Bu kisim pseudo Riemann manifoldlar iizerindeki temel kavramlara adanmistir.
Tanim 2.1.1 g : U x U — R doniigtimii ile verilen U reel bir vektor uzayi, VA1, Ay € R
ve Yv, z,w € U olmak iizere,
(a) g(v,z) = g(z,v),
(b) g(A1v + Aoz, w) = Aig(v, w) + Aag(z, w),
g(v, Az + Aaw) = A1g(v, 2) + Aag(v, w),
esitlikleri gecerli ise o zaman ¢ doniisiimiine U {izerinde bir simetrik bilineer form denir

(O’neill 1983).

Tanim 2.1.2 U, reel bir vektor uzay1 izerinde bir simetrik bilineer form ¢ olmak {izere,
(a) Vu € U ve u # 0 igin g(u,u) > 0 ise g pozitif tanimhdir,
(b) Yu € U ve u # 0 i¢in g(u,u) < 0 ise g negatif tanimhdir,
(¢) Yu € U igin g(u,u) > 0 ise g pozitif yar1 tammhdir,
(d) Yu € U ve u # 0 i¢in g(u,u) < 0 ise g negatif yar1 tanmimhidir
bi¢iminde ifade edilir (O’neill 1983).

Tanmim 2.1.3 U, reel bir vektor uzayi ve g de U iizerinde simetrik bilineer form olsun.
Bu taktirde, 0 # £ € U olmak iizere, Yu € U igin g(&,u) = 0 esitligi gegerli ise g ye
U iizerinde dejeneredir denir. Aksi taktirde, g ye dejenere degildir adi verilir. Yani,
Yu € U igin g(u,v) = 0 = v = 0 sartimin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul ¢g nin

dejenere olmamasidir (Duggal 1996).

Tanim 2.1.4 U, reel bir vektor uzayi, g de U iizerinde simetrik bilineer form olmak

izere,

Gl W xW —R (2.1)

negatif taniml olacak sekilde maksimum boyutlu W altuzayinin boyutuna ¢ nin indeksi

denir ve v ile gosterilir (O’neill 1983).



Tanmim 2.1.5 U, reel bir vektor uzay:r ve g de U iizerinde simetrik bilineer form olmak
uzere,

(a) i # j igin g(v;,7,) =0,

(b) 1 <i<<iging(v;7) =1,

(€) ¢ +1<i<c+vigng(y;,y)=-1,

(d) s+v+1<j<n=qc+v+pigng(y,v) =0,
ozelliklerini gergekleyen U nun bir {7,,...,7,} tabam vardir (Duggal 1996).

Tanim 2.1.6 Bir U reel vektor uzayi iizerinde dejenere olmayan simetrik bilineer form
mevcutsa bu forma bir pseudo Oklid metrigi ya da skalar carpim denir. O halde g, U
tizerinde bir psédo Oklid metrigi olmak {izere, (V, g) ikilisine de psodo Oklid uzay1 adi
verilir. Asikar olarak, eger g pozitif tanimli ise g bir Oklid metrigi olur, (V, g) ikilisine
de OKlid uzay1 denir. Ayrica, eger g nin indeksi v = 1 ise ¢ ye Minkowski metrigi ve
(V, g) ikilisine de Minkowski (Lorentz) uzay1 denir. Bunun yanisira, eger g dejenere ise

U uzayma g ye gore dejenere (lightlike) vektor uzayr denir (Duggal 1996).

Tanim 2.1.7 C*° smifindan bir manifold M ve Vp € M noktasindaki tanjant uzay 7, M
olsunlar. O halde,
g, : oM x T,M — R

ile verilen simetrik, bilineer, dejenere olmayan ve (0,2) tipinden tenstr alanina M iiz-
erinde bir metrik tensor alani denir. M manifoldu bir g metrik tensor alani ile donatilmig
ise M ye pseudo Riemann (yar1 Riemann) manifoldu ad1 verilir. Bir M pseudo Riemann
manifoldu iizerinde g metrik tensér alaninin indeksine pseudo Riemann manifoldunun
indeksi denir, indeks v ile gosterilir. Ayrica, agikar olarak 0 < v < boyM dir. Keyfi
olarak, v = 0 almirsa Vp € M icin metrik tensor 7, tizerinde pozitif tamimh bir i¢
carpim olacagindan M bir Riemann manifoldu olur. Eger v = 1 ve boyM = n > 2 ise

M bir Lorentz manifoldudur (O’neill 1983).

Tanim 2.1.8 C*° siifindan n-boyutlu bir manifold M olmak iizere, ¢ : R x M — M,
o(t,p) = ¢,(p) ile verilen ¢ doniigiimii agsagidaki kogullar: sagliyorsa ¢ ye M nin dif.bilir
bir 1-parametreli grubu adi verilir:

(a) ¥t € R i¢in, ¢, : p — ¢,(p) diffeomorfizm,



(b) Vt,s € Rve p e M icin, ¢, (p) = ¢:(¢,(p)) (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.9 M, C* smifindan n-boyutlu bir manifold ve Y de onun iizerinde bir
vektor alani olsun. Bu durumda Y ile gerilmis lokal doniisiimlii bir 1-parametreli grup

¢, ve L bir tensor alani olmak iizere, Vp € M icin

(£xL)y = lim (L, — (3,L),
ile verilen Ly L doniigiimiine Y yoniinde L nin Lie tiirevi ad1 verilir. M iizerindeki Lie
tiirevi icin agsagidaki onermeler saglanir:

(a) Y ve Z keyfi tensor alanlar: olmak tizere, Lx (Y ®Z) = (LxY)®Z+Y @ (LxZ),

(b) f, K cismi iizerinde bir fonksiyon olmak tizere, Lx f = X (f),

(¢) Y keyfi bir tensor alam olmak iizere, LxY = [X, Y],

(d) o,(0,2)-tipli bir tensor alan i¢in (Lxo)(Y,Z) = X(o(Y,Z2)) — o([X,Y],Z) —
o(Y,[X, Z]) (Blair 2002).

Tanim 2.1.10 M, C* smifindan n-boyutlu bir manifold M olmak iizere,

vV D(TM) x T(TM) *225" 1(TM)
(X,Y) — V(X,Y)=VyY
ile verilen V doniigiimii, V f,g € C*°(M"™ R),V X,Y, Z € x(M") igin
(@) Vx(Y+2)=VxY +VxZ, VixigvZ = fVxZ+g VyZ
(0) Vx(fY) = f VxY + X(f)Y,
ozellikleri saglaniyorsa V doniigiimiine M tizerinde bir konneksiyon denir. Burada

['(TM), M iizerindeki tanjant demetidir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.11 M bir pseudo Riemann (Riemann) manifoldu olsun. V déniigtimii M
tizerinde bir konneksiyon olmak tizere, VXY, Z € ['(T'M) igin

(a) VxY —VyX = [X,Y],

(b) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ),
kogullar1 saglaniyorsa V ye M nin Levi Civita konneksiyonu adi verilir ve V yardimiyla

adina Koszul formiilii de denilen bir denklemle agagidaki gibi tek tiirlii ifade edilir:

29(VxY, 2) = Xg(Y, Z2) + Yg(Z,X) — Zg(X,Y)
_g(Xv [K Z]) + g(Yv [27 X]) +g(Z7 [X> Y])

(2.2)

bt



(O’neill 1983).

Tamim 2.1.12 M, bir pseudo Riemann (Riemann) manifoldu olmak iizere,

R:T(TM) x T(TM) x T(TM) — T(TM)
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z

(2.3)

ile verilen (1, 3) tipli tensor alan1 R ye M nin pseudo Riemann (Riemann) egrilik tensorii
ad1 verilir ve VX, Y, Z, VW € I'(T' M) igin

(@) (R(X,Y)Z,V) = —g(R(Y, X)Z,V), g(R(X,Y)V, W) = —g(R(X, Y)W, V),

(b)) R(X,Y)Z + R(Y, 2)X + R(Z, X)Y =0, g(R(X,Y)V,W) = g(R(V, V)X, Y),

onermeleri saglanir (O’neill 1983).

Tamim 2.1.13 M, bir sabit k egriligine sahip olan manifold olmak iizere,

ile tamimlanir. Burada X, Y ve W, M iizerindeki keyfi vektor alanlaridir (Yano ve Kon

1984).

Tanim 2.1.14 M, bir pseudo Riemann (Riemann) manifoldu olsun. II, 7,M tanjant
uzayimin iki boyutlu altuzayr ve U,V € II vektorleri tizerine kurulan paralel kenarin
alam g(U, U)g(V,V) — g(U,V)? # 0 igin

g(R(U,V)V,U)
g(U7 U)g(vv V) - g<U7 V)2

KU, V)=

degerine IT altuzaymin kesit egriligi ad1 verilir ve K (II) ile sembolize edilir. Burada, eger
9= metrigi pozitif taniml ise paralel kenarin alam pozitif deger alirken, eger g, metrigi

negatif tanimh ise o zaman paralel kenarin alani negatif deger alir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.15 M, bir pseudo Riemann manifoldu olsun. O zaman
S:T,M xT,M — R

" (2.4)
(X, Y,) — 8(X,.%,) = 2 c(Rlew, X))

ile verilen (0, 2) tipli S tensor alanina M tizerinde Ricci egrilik tensorii denir ve S(X,,, Y),)
degerine de Ricci egriligi adi verilir. Burada {ey, es, ..., €, }, lokal bir baz ve ¢; = g(e;, €;)
dir. Bundan bagka,

S(X,,Y,) = 6(QX,.Y,) (25

6



ile verilen (0,2) tipli @ ya Ricci operatérii denir (O’neill 1983).
Tanmim 2.1.16 M, bir pseudo Riemann manifoldu olmak iizere,
r = ZE’Z‘S(ei,GZ’) (26)
i=1

reel sayisina M nin skalar egriligi adi verilir. Burada {ey, e, ..., e,}, M iizerinde lokal

bir bazdir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.17 M, bir pseudo Riemann (Riemann) manifoldu olsun. M nin Riemann
egrilik tensor alani R olmak iizere, M nin her noktasinda R = 0 (R 6zdes olarak sifir)
oluyorsa M ye flattir denir. Eger VR = 0 ise M lokal simetrik uzay olarak adlandirilir
Buna ilaveten, M nin flat olabilmesi icin gerek ve yeter kosul M nin kesit egriliginin

vzdes olarak sifir olmasidir (O’neill 1983).

2.2 Hemen Hemen Alfa Kenmotsu Yapilar

Bu kisimda, o6ncelikle hemen hemen degme yapilar iizerinde temel tanimlar verilmig ve

hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldlar tanitilmigtir.

Tamim 2.2.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde ¢, £ ve 7, sirasiyla,
(1,1) tipli bir tensor alani, bir vektor alam ve 1-form olmak iizere, keyfi Y vektor alam
icin

n(€) =1, ¢*Y = =Y +5(Y)¢ (2.7)
esitlikleri gegerli ise o zaman (¢, &, n) iigliisiine M iizerinde bir hemen hemen degme

yap1 adi verilir. Bu yap1 ile beraber M ye de bir hemen hemen degme manifold denir

ve (M, ¢,&,n) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold ve (¢, £, ) hemen hemen degme yapisi

olsun. g, M iizerinde bir Riemann metrigi olmak {izere,

n(X) =g(X,8), g(6X,0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y) (2.8)

denklemleri saglaniyorsa g ye M iizerinde hemen hemen degme metrik ve (¢,&,n,9)
yapisina da hemen hemen degme metrik yapi1 denir. O halde, (M, ®,&,n,g) hemen

hemen degme metrik manifold olarak adlandirilir (Yano ve Kon 1984).

7



Onerme 2.2.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold ve (¢,¢,7,g) hemen hemen degme
metrik yapisi olsun. Bu durumda, (1,1) tipli tensor alam ¢ ters simetriktir, bagka bir
ifadeyle,

9(¢X,Y) = —g(X, ¢Y) (2.9)

dir (Blair 2002).
Tanim 2.2.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold ve (¢,£,n,g) hemen hemen degme

metrik yapisi olsun. Bu taktirde, hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

olarak adlandirilan ¢ doniistimii
B(X,Y) = g(6X,Y) (2.10)
ile tanimhdir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.4 M, n-boyutlu bir C* manifold olsun. Keyfi vektor alanlar igin w,

sirasiyla, 1-form ve 2-form olmak iizere,
2dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w[X,Y] (2.11)
3dw(X,Y, Z) = X(w(Y,2))+ Y (w(Z,Y)) + Z(w(X,Y))
—w([X,Y],Z2) —w([Y,Z],X) —w([Z,X],Y)

esitlikleriyle tanimhdir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

O zaman

(a) (Vx®)(Y,Z) = g(Y,(Vx9)Z),
(0) (Vx®)(Y, Z) + (Vx®) (@Y, 02) = n(Z)(Vxn)pY —n(Y)(Vxn)9Z,
(c) (Vxn)Y =g(Y,Vx§) = (Vx®)(£ 0Y),

(d) 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X, 3dB(X.Y, Z) = & (VxD)(Y,2)

XY, Z
Burada V, M nin Levi Civita konneksiyonu ve & , sirasiyla X,Y, Z vektor alanlar
X.Y,Z

tizerinden aliman devirli toplami sembolize etmektedir (Chiena ve Gonzalez 1990).



Tanmim 2.2.5 M, n-boyutlu bir C"* manifold olmak {izere, M nin her s noktasi i¢in
J? = —I ile verilen T,M tanjant uzaymimn bir J endomorfizmasi mevcutsa J tensor
alanina bir hemen hemen kompleks yap1 adi verilir. Bu yapi ile birlikte verilen M ye

bir hemen hemen kompleks manifold olarak denir (Blair 2002).

Tanim 2.2.6 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olmak
iizere, M x R iizerinde keyfi bir vektor alan (Y, gd%‘) bi¢iminde tanimlanir. Burada Y,
M ye teget keyfi bir vektor alani; g, M x R iizerinde bir dif.bilir fonksiyon ve s de R
nin bir koordinatidir (Blair 2002).

Tanim 2.2.7 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O
halde, M x R iizerinde

10,50 = (oY = g6V )

ile verilen bir hemen hemen kompleks yap1 vardir ve J? = —I dir (Blair 2002).

Tanim 2.2.8 M, n-boyutlu bir C*° manifold olsun. M iizerinde (1, 1) tipli bir tensor

alanm1 E olmak {izere,
Ng(Y,Z) = E*Y,Z| + |[EY,EZ| — E|EY,Z] — E|Y,EZ] (2.13)

seklinde tanimhi Ny tensor alanina E' ye gore Nijenhuis tensor alani denir (Yano ve Kon

1984).

Tamim 2.2.9 Bir M, n-boyutlu C* manifoldu bir J hemen hemen kompleks yapisi ile

birlikte verilsin. Bu durumda,
N,Y,Z)= =Y, Z|+ [JY,JZ| = J[JY, Z] — J[Y, JZ] (2.14)
dir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.2.10 M, hemen hemen kompleks yapisi J ile birlikte verilen (2n)-boyutlu
bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger N; = 0 ise o zaman J doniigiimiine

integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).



Tanim 2.2.11 M, (2n)-boyutlu bir C* manifold olmak tizere, M x R tizerindeki bir J
hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise 0 zaman hemen hemen degme yapisi

normal olarak adlandirihr (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M tizerindeki hemen hemen degme yapisinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ny +2dn® & =0

onermesinin saglamasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis tensor alanim

gostermektedir (Blair 2002).

Tanim 2.2.12 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olmak
izere,

d®=0vedn=20

esitlikleri gecerli ise M ye hemen hemen kosimplektik manifold denir. Eger Ny = 0
(M normal) ise M bir kosimplektik manifold olarak adlandirilir (Janssens ve Vanhecke

1981).

Tanim 2.2.13 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.
Va € R, a # 0 ve keyfi vektor alanlar igin

dn =0 ve d® =2 (n A ) (2.15)

denklemleri gegerli ise M ye bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu denir (Kim ve

Pak 2005).

Teorem 2.2.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M bir Kenmotsu manifoldudur ancak ve ancak keyfi vektor alanlar i¢in

(Vx9)Y = g(¢X,Y)E —n(Y)oX

dir (Kenmotsu 1972).

Onerme 2.2.4 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu olmak
izere,

hY = L(Lep)Y (2.16)

10



Vyé = —ag?Y — ¢phY (2.17)

Vet =0 ve Ve =0 (2.18)
(Vyn)Z = alg(Y,Z) —n(Y)n(Z)] + g(¢Z,hY') (2.19)
(Vgh) o) qf) + gb o) (Vgh) =0 (220)

esitlikleri mevcuttur (Oztiirk 2009).

Onerme 2.2.5 M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu olmak

R(Y,2)¢ = n(Y)Z = n(2)Y] + a[-n(Y)phZ 4 n(Z)phY ]
+(Vz¢h)y - (VY¢h)Z

(2.21)

dir (Oztiirk 2009).

Onerme 2.2.6 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu olmak

lizere,

R(Y,2)6 = (Vz6h)Y — (Vyoh)Z +a [-n(Y)6hZ + n(Z)ohY]

—[a® + Vea] [-0(Y)Z +0(Z)Y] (2.22)

R(Y,&)¢ = [0 + Vea] ¢°Y + 2a¢hY — h?Y + ¢(Veh)Y (2.23)
R(Y, )¢ — ¢R(Y, £)€ = 2 [(0® + Vea)¢®Y — h?Y ] (2.24)
(Veh)Y = —¢R(Y,&)E — [a® + Vea] ¢Y — 2ahY — ¢h’Y (2.25)
S(Y,€) = —2n [a® + Vea| n(Y) — (div(¢h))Y (2.26)

S, €)= — [272(@2 + Vea) + fz(hQ)] (2.27)

egrilik ozellikleri gecerlidir. Burada alfa, M iizerinde da A n = 0 ile tanmimh dif.bilir
bir fonksiyon ve {(o) = Vea alfa dif.bilir fonksiyonunun £ vektor alani yoniindeki V

konneksiyonuna gore kovaryant tiirevidir (Oztiirk 2018).

Tanim 2.2.14 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifoldu olsun.
Vp € M i¢in
D, = Ker (n,) ={Y € T,M : n(Y,) = 0} (2.28)
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ile verilen D = {D, } dagilimina M nin bir (2n)-boyutlu dagilimi denir ve degme dagilinm
olarak adlandirilir (Blair 2002).

Sonug 2.2.1 M bir hemen hemen alfa Kenmotsu manifold oldugundan dn = 0 dir.
Bu durumda, D dagilimi integrallenebilirdir. Bundan dolay1 D dagilimina (2n)-boyutlu
integral altmanifoldlar1 kargihik gelir (Kim ve Pak 2005).

2.3 Hemen Hemen Alfa Kenmotsu Pseudo Riemann Yapilar

Bu kisimda, hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapilar i¢in temel kavramlar

sunulmustur.

Tamim 2.3.1 M, (2n + 1)-boyutlu manifoldu (¢, &, n) hemen hemen degme yapisi ile

birlikte verilsin. g, M {izerinde bir pseudo Riemann metrik tensorii olmak tizere,
eg(Y.§) =n(Y) (2.29)

9(oY,¢Z) = g(Y, Z) —en(Y)n(Z) (2.30)
denklemleri saglaniyorsa g ye M iizerinde hemen hemen degme pseudo Riemann metrigi
denir. Boylece (M, ¢,&,n,g) hemen hemen pseudo Riemann degme metrik manifold
olarak adlandirilir. O halde, ¢ karakteristik vektor alami ya spacelike (g(&,&) = +1)
ya da timelike (g(&,§) = —1) dir. Fakat asla lightlike (g(§,&) = 0) olamaz. Burada
9(&, &) =¢, e ==F1ve g(¢Y,Z) = —g(Y,0Z) dir (Wang ve Liu 2016).

Tanim 2.3.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen pseudo Riemann degme metrik
manifold olmak iizere,

dn =0 ve d® =2a (n A P) (2.31)

sartlar1 saglaniyorsa M ye hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold

denir. Burada alfa reel sabit olarak alinmigtir (Esendemir 2019).

Onerme 2.3.1 (M, $,£,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir pseudo Riemann manifold olmak
lzere,
29((Vxo)Y, Z) = =3d®(X,Y, Z) + 3dP(X, ¢Y, ¢2)
+2edn(oY, X)n(Z) — 2edn(6Z, X )n(Y) (2.32)
+g(NO(Y, Z2), 6X) +eNW(Y, Z)n(X)
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dir. Ayrica, N© ve N tensor alanlar,

NOX)Y) = Ny(X,Y) +2dn(X,Y)Eé (2.33)
NOX,Y) = (Loxn)Y = (Loyn) X (2.34)

seklinde tanimhdir (Calvaruso ve Perrone 2010).

Onerme 2.3.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olmak {izere,

hY = L(Lep)Y (2.35)

Vyé = —ag®Y — phY (2.36)

Ve€ =0ve Vep =0 (2.37)

(Vyn)Z = aleg(Y,Z) —n(Y)n(Z)] + eg(¢Z, hY) (2.38)

esitlikleri saglanir (Esendemir 2019).

Onerme 2.3.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olmak {izere,

20((Vxo)Y, Z) = —2ga(eg(X, oY )E +n(Y)oX, Z)

(2.39)
+g(NO(Y, Z), $X)

dir (Esendemir 2019).

Onerme 2.3.4 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifold olmak {izere,

R(Y,2)¢ = o*n(Y)Z —n(2)Y]+ a[-n(Y)phZ + n(Z)phY] (2.40)
+(Vzoh)Y — (Vyoh)Z

R(Y,€)¢ = a?¢*Y + 2aphY — h*Y + ¢(Veh)Y (2.41)
(Veh)Y = —pR(Y,€)€ — a?¢Y — 2ahY — ¢ph*Y (2.42)
R(Y, )€ — pR(¢Y, )€ = 2 [0?¢°Y — h*Y] (2.43)
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S(Y, &) = —2na’n(Y) — (div(¢h))Y (2.44)
S(€,6) = — |2na® + Iz(h?) (2.45)

dir. Burada alfa reel sabit olarak alinmigtir (Esendemir 2019).

Teorem 2.3.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifold olmak tizere, M nin bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu olmasi igin
gerek ve yeter sart

(Vx9)Y = —afeg(X, 9Y)§ +n(Y)9X] (2.46)

onermesinin saglanmasidir (Esendemir 2019).

Onerme 2.3.5 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu lokal simetrik ise o zaman V¢h = 0 esitligi saglanir (Esendemir 2019).

Teorem 2.3.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifoldu lokal simetrik ise o zaman agagidaki énermeler birbirine denktir:
(a) M bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldudur (b) h = 0 dur.

Bu iki 6nermeden en az biri saglaniyorsa M nin kesit egriligi K = —a?e dir (Esendemir

2019).

Teorem 2.3.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifoldu sabit K kesit egriligi ile verilsin. O halde, M manifoldu K = —a?¢ kesit

egriligine sahip bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldudur (Esendemir 2019).

Ornek 2.3.1 M C R3 pseudo Riemann manifoldu

—~

M ={(v,z,w) €R}: w#0}.

ile verilsin. Burada R} uzaymin standart koordinat sistemi (v, z,w) olarak seg¢ilmigtir.

M nin bir lokal pseudo tabani

olmak iizere, g pseudo Riemann metrigi

g=e (51dv2 + 52d22) +edw?, n=dw
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seklinde tammmlansin. Burada ¢; = g(E;, E;), i = 1,2,3 dir. Ayrica,
¢(§) =0, ¢(E1) = Ea, ¢(E2) = —E4
secilirse
¢*X = =X +1(X)Es, n(X) = eg(Es, X), n(Es) = g(Es, E3) = ¢

(X, 0Y) =g(X,Y) —en(X)n(Y)

oldugu aciktir.O halde, M {izerinde bir hemen hemen degme pseudo Riemann yapisi
kurulmug olur. Bundan bagka, dn = 0 oldugu asikar ve ®(FEy, F3) = —¢&;, bunun

disindaki tiim ®;; ler ¢ < m igin ®;,, = 0 dir. Boylece

o 0 i
q) (%, &) = —¢g&,€

dir. Buradan dig tiirev tanimi yardimiyla
d® = deg;e”*(dv A dz A dw)
bulunur. 7 = dw ve yukaridaki denklem kullanilirsa
dd =2(—2¢;) (n AN P)

olup

o = —2€i

reel sabiti ile tamimhdir. Buna ilaveten, Ny = 0 oldugundan M bir alfa Kenmotsu

pseudo Riemann manifoldudur.
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3 ALFA KENMOTSU PSEUDO RIEMANN MANIFOLDLAR

Bu boliimde, bazi yar1 simetrik ve lokal simetrik sartlar; M-projektif, konsirkiiler, kon-
harmonik ve konformal egrilik tensorleri yardimiyla alfa Kenmotsu pseudo Riemann
yapilar ¢aligilmig, baz1 sonuclar elde edilmistir. Tiim yapilan hesaplamalarda alfa sabit

reel say1 olarak secilmistir.

Onerme 3.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olmak

Vy€ =aY —an(Y)¢ (3.1)

(Vyn)Z = aleg(Y,Z) —n(Y)n(Z)] (3-2)

R(Y,Z)¢ = o [n(Y)Z - n(2)Y] (3.3)

R(Y,§)Z = —a® [~eg(Y, Z)¢ + 1(2)Y] (3.4)
R(Y,€)§ — ¢R(9Y, )€ = —20°Y + 2a™n(Y)¢ (3.5)
N(R(Y,Z)W) = —ea® [n(Y)g(Z, W) = n(Z)g(Y, W)] (3.6)
S(Y, &) = —2na’n(Y) (3.7)

S(Y,¢Z) = ea®S(Y, Z) — 2na? [g(Y, Z) — en(Y)n(Z)] (3.8)

onermeleri saglamir. Burada a sabit reel say1 ve € = g(&, £) olarak alinmustir (Oztiirk

2020).

Onerme 3.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olmak

iizere, asagidaki onermeler gecerlidir:

divn = —2nae (3.9)

divE = 2an (3.10)

K(Y) = a’. (3.11)

Burada yapilan hesaplamalarda {ey,--- je,, de1, -+, de,, &} ciimlesi M {izerinde bir

lokal pseudo ortonormal tabandir. Bu taban lokal pseudo ¢-tabam olarak da isim-

lendirilir. Bundan bagka, g(&, &) = € ve €2 = 1 dir.
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Ispat: Oncelikle diverjans operatorii tanimim goz dniine alirsak,

divy = —Z (Vemei + (Vge,n) e + (Ven)é]
= —IZ(W)

yazilir. Ayrica,

d1v§ = ZE, Vezf,ez +g(v¢el£ ¢€z)]

— Zé‘l ez, 61 + g<¢€17 ¢el)]

= IZ(VS) = 2an

dir. Buradan

—edivé =divp

oldugundan (3.9) ve (3.10) esitliklerinin ispat1 agiktir. Diger yandan, (2.41) esitligi ve
kesit egriliginin tanimiyla

R(£,Y,E,Y)
9(§,8)9(Y,Y) —g(§,Y)g(£,Y)
B g(R(Y;8)E,Y)

9(§,§)9(Y,Y) —g(&,Y)g(£,Y)
9(a?¢%Y,Y)
eg(Y,Y) — [n(¥)]?

K(&,Y)

bulunur. Bu son egitlikten

Kiey) = _Qalovion)
eg(YV,Y) = [n(Y)]
_a(gY) — e[
eg(Y,Y) = [n(Y)]’
elde edilir. O halde,
Koy 2 (EY) V)

eg(YV,Y) — [n(Y)]’

denklemi yardimiyla (3.11) esitliginin ispat1 tamamlanir.

Hatirlatma 3.1 Uzerinde calistigimiz M alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu
normal yapida oldugundan h = 0 dir. Yani, Onerme 2.3.4 de yer alan tiim &nermeler

h = 0 icin saglanir.
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Tanim 3.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir pseudo Riemann manifold olsun. Eger M nin S

Ricci tensorii keyfi vektor alanlar igin
S(Y,2) = Mg(Y, Z) + edan(Y)n(Z) (3.12)

sartin1 sagliyorsa M ye bir n-Einstein manifoldu adi verilir. Burada A\; ve Ay, M {iz-
erindeki fonksiyonlardir. Ozel olarak, Ao = 0 secilirse n-Einstein manifoldu Einstein

manifolduna doniisiir.

Teorem 3.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eger M manifoldu n-Einstein manifoldu ise o zaman

)\1 + )\2 = —2710528 (313)
T 2 [ T 2
A 2n—|—oz5ve)\2 2n—|—(n+ Jae (3.15)

dir. Burada ¢(£,£) = ¢ ve r, M nin skalar egriligidir.

Ispat: Hipotez geregince (3.12) esitligini goz oniine alalim. (2.44) esitligi yardimiyla
(3.12) esitliginde Z yerine £ vektor alanin alirsak,

S(Y,§) = —2na’n(Y) = Men(Y) +edan(Y)n(§)
bulunur. Yukaridaki denklem diizenlenirse
—2na’n(Y) = n(Y) [Mie + e\q]
yazilir. Buradan

8()\1+/\2) = —27’L0é2

82()\1+/\2) = —2%0[26

elde edilir. Bu son denklem (3.13) esitliginin ispatidir. Burada ¢ = 1 dir. Ayrica, (3.12)
esitliginde E; = {e1, - ,e;,peq,- -+, ¢e;, &} lokal pseudo ¢-tabami icin ¥V = Z = Ej

secilir ve j indeksi iizerinden toplam alinirsa
ro= M) _g(Ej, E) +eha ) n(E;)n(E;)
j=1 j=1
r = )\1(2” + ].) + 52)\2
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denklemine ulagilir. Bu son denklemden (3.14) esitliginin ispat1 kolayca goriiliir. Bun-

lara ilaveten, (3.13) ve (3.14) egitlikleri birlikte hesaba katilirsa Ay = 7 — A\j(2n + 1)

icin
—2n\ + 7 = —2na’e
- A
yazilir. Burada A\; fonksiyonu ¢ekilirse istenen sonu¢ bulunur. Benzer olarak, ; n i =
n
A1 igin
r— )\2 9
Ay = =2
o+ 1 + Ao na‘e
r+2n\, = —2n(2n+ 1)a’e

oldugundan (3.15) egitliklerinin ispat1 tamamlanmig olur.

Teorem 3.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.
Eger M Ricci yar1 simetrik sartim saghyorsa o zaman r = —2n(2n + 1)a’c skalar

egriligine sahip bir Einstein manifoldudur.
Ispat: M manifoldu Ricci yar simetrik sartim saglasin. Yani, keyfi vektor alanlar: icin
R-S=0 (3.16)
olsun. (3.16) denklemi tensér tanmimindan dolay:
R(Y,Z)S(V,W) = S(R(Y,Z)V,W)+ S(V,R(Y, Z)WV) (3.17)

yazilir. Buradan

0= S(R(Y, Z)V,W) + S(V, R(Y, Z)W) (3.18)

bulunur. (3.18) esitliginde V' yerine £ alirsak
0=S(RY,Z)§, W)+ S(R(Y,Z)W,§)
elde edilir. Bu son egitlik (3.3) ve (3.7) yardimiyla
0=2S*nY)Z —a*n(2)Y,W) — 2na*n(R(Y, Z)W)
haline doniigiir. (3.6) denklemi ve Z = £ alinarak
0=a’n(Y)S(§, W) — aS(Y, W) — 2na’n(R(Y,§)W)
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denkelemine ulagilir. Bu son denklem diizenlenirse
0 = —2na’n(Y)n(W) — a*>S(Y, W) + 2na*n(Y)n(W) — 2nea’g(W,Y)

ve

—a?S(Y, W) = 2na’teg(W,Y)

dir. Buradan

S(Y,W) = —2na’eg(W,Y) (3.19)

elde edilir. Ayrica, E; = {e1, - ,e;, deq, -+, de;, £} ciimlesi bir lokal pseudo ¢-tabani
olmak iizere, (3.19) denkleminde Y = W = E; i¢in toplam aliirsa

r= ZS(Ei, E;) = —2na’eq(E;, E;) (3.20)
i=1
bulunur. Boylece M, (3.20) esitligiyle verilen bir Einstein manifoldudur.

Teorem 3.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.
Eger M yar1 simetrik sartini saghyorsa o zaman r = —2n(2n + 1)a?e skalar egriligine

sahip bir Einstein manifoldudur.
Ispat: Hipotezden dolay1 M nin yari simetrik sartim sagladigim kabul edelim. Yani,
R-R=0 (3.21)

dir. Tensor tanimindan dolay1

0=R(Y,Z)R(U, V)W — R(R(Y, Z)U, V)W
—R(U,R(Y, Z)V)W — R(U,V)R(Y, Z)W

(3.22)

yazilir. Burada (3.22) esitliginin sag tarafindaki tensor ifadelerini ayri ayr1 hesapla-

maliy1z. Oncelikle, V yerine ¢ alarak ilk tensor ifadesi (3.4) esitligi yardimiyla

R(Y,Z)RU.W = R(Y,Z) [~a*n(W)U + ea’g(W, U)¢] (3.23)
= —a*n(W)R(Y, Z)U + ea’g(W,U)R(Y, Z)¢

elde edilir. Tkinci tensor ifadesi
—R(R(Y, 2)U, W = o2y(W)R(Y, Z)U — ca®q(R(Y, Z)U,W)e  (3.24)
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seklinde bulunur. Benzer olarak, sirasiyla, ii¢iincii ve dordiincii tensor ifadeleri
~R(U,R(Y, Z)VYW = —a*n(Y)R(U, Z)W + *n(Z)R(U, Y)W (3.25)

ve

—R(U,R(Y, Z)W = *n(R(Y, Z)W)U — ea’g(R(Y, Z)W,U)¢ (3.26)
ile verilir. (3.23)-(3.26) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

0 =cea?g(W,U)R(Y, Z2)¢ — o*n(Y)R(U, Z)W

(3.27)
+a2n(Z)R(U, Y)W + o2n(R(Y, Z)W)U

denklemine ulagilir. Bu son denklem Y = ¢ icin
—?R(U, Z)W = —eag(W,U)Z + ea*g(W, Z2)U

dir. Yukaridaki denklem her iki tarafta U ile i¢ ¢arpilir ve U ya gore kontraksiyon
yapilirsa

R<U> Zv W7 U) = 5052 [9<VV> U)Q(Z7 Y) - g(VV, Z)g(U7 U)]

ve

S(Z,W) = —2nea’q(Z,W) (3.28)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.
Eger M lokal simetrik sartim saghyorsa o zaman r = —2n(2n + 1)a’e skalar egriligine

sahip bir Einstein manifoldudur.
Ispat: Hipotez geregince M nin lokal simetrik oldugunu varsayalim. Yani,
(VxR)(Y, Z)W =0 (3.29)
dir. Ayrica, (3.29) denkleminin X yoniindeki agilimi
0=Vx(RY,Z)W)—R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ)W — R(Y, Z)VxW
bi¢imindedir. Yukaridaki denklemde W yerine £ segersek

0=Vx(R(Y,2)) - R(VxY,Z2)¢ — R(Y,Vx2)¢ — R(Y,Z)Vx¢&
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yazilir. (3.1) ve (3.3) esitlikleri gtz oniine alimirsa

0=Vx(a®n(Y)Z —a®n(2)Y) —n(VxY)Z
+(Z2)VxY —n(Y)VxZ 4+ n(VxZ)Y (3.30)
—R(Y, Z)(aX — an(X)E)

elde edilir. Bu son egitlik diizenlenirse
R(Y,Z2)X = —a*c[g(Z, X)Y — g(V, X)Z]
denklemine ulagilir. Burada Teorem 3.3 de kullanilan yontemle
S(Z,X) = —2na*eg(Z, X)
esitligi kolayca bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.5 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold ol-
sun. Eger M manifoldu M-projektif flat sartini saghyorsa o zaman M bir Einstein

manifoldudur.

Ispat: Bir Riemann manifoldu iizerinde M* ile sembolize edilen M-projektif egrilik

tensor alaninin agagida tanimi verilmigtir:

M*(Y, Z)W = R(Y, Z)W

3.31
—L[S(ZW)Y = S(Y,W)Z + g(Z,W)QY — g(Y,W)QZ] o

(Pokhariyal ve Mishra 1971). Bu tamima gore, hipotezden dolayi M nin M-projektif
flat (M* = 0) sartin sagladigini farz edelim. O halde,

RY,Z)W = L [S(Z W)Y = S(Y,W)Z + g(Z,W)QY — g(Y,W)QZ]

dir. Bu son denklemde W yerine £ alirsak

a*n(Y)Z — a®?n(2)Y =

(3.32)
ﬁ [—2na’n(2)Y + 2na*n(Y)Z + en(Z)QY — en(Y)QZ]

dir. Bundan bagka, (3.7) esitligi yardimiyla

9(QY, &) = —2na’en(Y)
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ve

QY = —2na’cY

oldugundan

Q¢ = —2na’e€ (3.33)

yazilir. (3.33) egitligi hesaba katilarak (3.32) denklemi Z = ¢ igin
4na? (n(Y)E —eY) = dna’n(Y)E — 2na’eY + QY
bulunur. Yukaridaki denklem sadelestirilirse
QY = —2na’cY (3.34)
elde edilir. Buradan keyfi bir X vektor alanm igin
9(QY, X) = —2na’eg(Y, X) = S(Y, X)
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu M-

projektif flat ise 0 zaman M nin skalar egriligi r = —2n(2n + 1)a?e olur.

Teorem 3.6 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.
Eger M manifoldunun M* M-projektif egrilik tensor alam ile K konsirkiiler egrilik

tensor alanm lineer bagiml ise o zaman M bir Einstein manifoldudur.

Ispat: Ik olarak, keyfi vektor alanlar: icin M iizerinde konsirkiiler egrilik tensor alan

K
K(Y,Z)W = R(Y, Z)W — 5

(2:1+1)

[g(Z, W)Y — g(Y,W)Z] (3.35)

seklinde tanimhdir (Yano ve Kon 1984). O halde, p # 0 reel sabiti i¢in
MY, Z)W = uK(Y, Z)W
olsun. (3.31) ve (3.35) denklemleri yardimiyla

(1= p)RY, Z)W =
i [S(Z W)Y = SY.W)Z + g(Z, W)QY — g(Y,W)QZ]
i 92, W)Y —g(Y, W) Z]

T 2n(2n+1)
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bulunur. Bu son esitlige Y ye gore kontraksiyon yapilirsa

(1= p)S(2,W) =
=20 =1)S(Z, W) = 2n(2n + 1)a’eg(Z, W)
— sy [2n9(Z, W)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

(1 p— 21 S(ZW) + (52

4

— ﬁ) g(Z,W)=0

2n+1

haline doniigiir. Burada 2n 4+ 1 = ¢ ve 4nk = d olarak alinirsa

rc—rd r

SZW) = c(c—d)g< W)= 2n+1

9(Z,W)
dir. Bu son denklem ispat1 tamamlamig olur.

Teorem 3.7 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.
Eger M manifoldunun M* M-projektif egrilik tensor alani ile H konharmonik egrilik

tensor alan lineer bagimli ise o zaman M bir Einstein manifoldudur.

Ispat: Oncelikle, keyfi vektor alanlari icin M iizerinde konharmonik egrilik tensor alani

bég
H(Y Z)W = R(Y, Z)W

—5 = [S(ZW)Y = S(Y,W)Z + g(Z,W)QY — g(Y,W)QZ]
seklinde tanimhdir (Yano ve Kon 1984). O halde, A # 0 reel sabiti igin

(3.36)

M*(Y, Z)W = NH(Y, Z)W
oldugunu kabul edelim. (3.31) ve (3.36) denklemleri kullanilirsa
(1- )\)R(Y Z\W =

(£ - 325) [S(ZW)Y = S(Y,W)Z + g(Z,W)QY — g(Y,W)QZ]

4an 2n 1

bulunur. Yukaridaki denkleme Y ye gore kontraksiyon yapilirsa

[1=X=p2n—-1]S(Z W) = prg(Z,W)

elde edilir. Burada p = (ﬁ — 2n’\_1) ve r = —2n(2n + 1)a’e dir. Boylece

S(Z, W) = ) 9(Z, W)

pr
( 1-A—p(2n—-1)
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yazilir. Gerekli sadelestirme ve diizenlemelerden sonra

S(Z,W) = (1255 g(2,W)

4dn“—1

formuna indirgenir. Dolayisiyla ispat agikardir.

Teorem 3.8 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.
Eger M manifoldunun M* M-projektif egrilik tensor alani ile C' konformal egrilik tensor
alani lineer bagiml ise o zaman M bir Einstein manifoldudur.

Ispat: Ilk once, keyfi vektor alanlar icin M tizerinde konformal egrilik tensor alam C

C(Y, Z)W = R(Y, Z)W

—5n g [S(Z, W)Y = S(Y,W)Z — (Y, W)QZ + g(Z,W)QY] (3.37)
+toma [9(Z, W)Y — g(Y,W)Z]

ile tanmimhdir (Yano ve Kon 1984). O halde, v # 0 reel sabit olmak {izere,
MY, Z)W =~C(Y, Z)W
olsun. Bu durumda (3.31) ve (3.37) denklemlerinin kullanilmasiyla

(L =R(Y, Z)W
_(1 - )[S(Z,W)Y—S(Y,W)Z—I—Q(Z,W)QY—g(Y,W)QZ]

in 21
— s [9(Z, W)Y — g(Y,W)Z] = 0
bulunur. Bu son denklemde p = (3= — 55) ve ¢ = % olarak almirsa

(1=~ —p2n—1)]S(Z,W) = (pr+2nq)g(Z,W)

elde edilir. Buradan

S(Z, W) = (L%q) 9(Z, W)

1—y—p(2n-1)

yazilir. Boylece ispata ulagilir.

Teorem 3.9 M, (2n+ 1)-boyutlu bir D-konformal flat alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifold olsun. Eger ¢ vektor alani timelike olarak alimirsa M bir n-Einstein mani-
foldudur. Aksi taktirde, & vektor alani spacelike olarak alinirsa M {izerinde 7-Einstein

manifoldu yoktur.

25



Ispat: Oncelikle (2n + 1)-boyutlu bir Riemann manifoldu M iizerinde (n > 2) icin

D-konformal egrilik tensoriiniin tanmimin verelim. VY, Z,V € I'(T'M) igin

B(Y,Z)V = R(Y, Z)V
oy SV V)Z = S(Z, V)Y + (Y. V)QZ — g(Z,V)QY — S(Y,V)n(Z)§
+S(Z,V)n(Y)§ —n(Y)n(V)QZ 4+ n(Z)n(V)QY]

—stoy (Y. V)Z = g(Z,V)Y]

+oy WY VINZ)E = 9(Z,VIin(Y)E +n(Y)n(V)Z = n(Z)n(V)Y]

(3.38)

dir. Burada & = ;;rf’i” dir (Yano ve Kon 1984). Hipotezden dolayr M nin D-konformal

flat oldugunu kabul edelim. O halde

B(Y,Z)V =0 (3.39)

dir. Bu durumda (3.38) ve (3.39) denklemlerinden

R(Y,2)V =
oy SY.V)Z = S(Z V)Y + g(Y,V)QZ — g(Z,V)QY = S(Y,V)n(Z)¢
+S(Z,V)n(Y)§ =Y )n(V)QZ +n(Z)n(V)QY]

+atey 9V V)Z = 9(Z,V)Y]
55 [0V, VIn(2)E — g(Z,VIn(Y)E+n(Y)n(V)Z = 0(Z)n(V)Y]

T 2(n—-1)

(3.40)

elde edilir. (3.40) denkleminin her iki tarafi W gére i¢ ¢arpilirsa

g(R(Y, Z)V,W) =
[ S(Y.V)g(Z.W) — S(Z.V)g(Y. W) + a(Y,V)g(QZ. W)
—5m | —9(Z,V)g(QY, W) —eS(Y, V)n(Z)n(W)
| FS(Z, VY ) (W) = n(Y)n(V)g(QZ, W) +n(Z)n(V)g(QY, W)
+ 3y WY V)9(Z,W) = g(Z,V)g(Y, W)
eg(Y,Vn(Z)n(W) — eg(Z, V(Y )n(W)
L (V)2 W) = n(Z)n(V)g(Y. W)

bulunur. Burada g(R(Y,Z)V,W) = R(Y,Z,V,W) dir. Bu son esitlikte W yerine ¢

26



alinir, (3.6) ve (3.7) denklemleri kullanilirsa

R(Y,Z2)V) = —a?en(Y)g(Z,V) + a?en(Z)g(Y, V) =
(e—1n(2)SY,V)+ (1 —e)n(Y)S(Z,V)
—2nan(Z)S(Y,V) + 2na’n(Y)S(Z,V)
V) =n(Y)g(Z, V)]
—z(ffl) [U(Z) ( V) =n(Y)g(Z,V)]

yazilir. Yukaridaki denklem Z = ¢ icin
a?g(Y,V) = a?n(Y)n(V) =
—5y [(e = DeSY V) = 2na’n(Y)n(V) = 2naeg(Y, V)]
+z(kn_21) [eg(Y, V) —en(Y)n(V)]
— 501y [eg (Y, V) —en(Y)n(V)]

bulunur. Son denklemde S(Y, V) ifadesi ¢ekilirse

£ _ na? (k—2)e
(Z(n 1)) S V) = [ o’ + ? Ty oy B o 1)] g(Y, V)

2na (k‘72)€ k
+ [O‘ 2 " 2on T 2(n—1)i| n(¥Y)n(V)

haline doniigiir. Buradan

SW,V) = b+ 2E2] g(v,v)

E—Q TLOéz 5}
+ [Heetimetest k] (v )n(v)

elde edilir. Sonug¢ olarak, yukaridaki esitlikte ¢ = +1 yani, £ spacelike alimirsa M
tizerinde 7n-Einstein manifoldu mevcut degildir. Eger ¢ = —1 yani, £ timelike alinirsa

M iizerinde n-Einstein manifoldu mevcuttur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.10 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.
Bu durumda M iizerinde £ vektor alami spacelike olan &-D-konformal flat manifoldu

mevcut degildir.
Ispat: M nin & D-konformal flat oldugunu kabul edelim. Yani,

B(Y,Z)¢ =0 (3.41)
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dir. (3.38) esitligi yardimuyla

0= R(Y, Z)¢
+omy [S(Y,6)Z = S(Z,8)Y +9(Y,§)QZ — g(Z,§)QY — S(Y,&)n(Z)¢
+9(Z,n(Y)§ — en(Y)QZ + &n(Z)QY]
— sty [£9(Y, ) Z — e9(Z,€)Y]
+opy 9V, n(Z2)E — eg(Z,En(YV)E +en(Y)Z — en(Z)Y ]

bulunur. Son egitlikte (3.3) ve (3.7) denklemleri kullanir, her iki tarafi W vektor alani

ile i¢ carparsak

0=a?*n(Y)g(Z, W) — a?en(Z)g(Y, W)
—i—ﬁ[—%&oﬂn(}/) (Z, W) + 2na’n(Z2)g(Y, W)]
— &2 n(Y)g(Z. W) = n(Z)g(Y, W)]

+ iy N(Y)g(Z,W) = n(Z)g(Y, W)

elde edilir. Bu son denklem Z = ¢ icin
_ na’e (k—2)
0 = [ ea® + 2(n ) T 2m=1) ~ 20— 1)] g(Y, W)

TLCY2 k—
+ [505 o 22(n71€) - 2((11721)) + g(nk,l)} n(Y)n(W)

dir. Burada katsayilarin hesaplanmasindan sonra
0= (=55 (9(v, W) = n(¥ (W)
denklemine ulasiir. o2 # 0 ve n > 2 oldugundan
0=g(Y, W) —n(Y)n(W)
yazilabilir. (2.30) esitligi yardimiyla e = +1 olmak iizere,
9(eY, oW) =0
olur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece teoremin ispatina ulagilir.

Teorem 3.11 M, (2n+ 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifold olsun.

Eger M manifoldu ¢-D-konformal flat ise o zaman M bir n-Einstein manifoldudur.
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Ispat: M nin ¢-D-konformal flat oldugunu kabul edelim. Yani,
0 = g(B(6Y, 62)6W, 6U) (3.42)
dir. (3.38) ve (3.42) esitlikleri yardimiyla

0 =g(R(¢Y,0Z)oW, ¢U)
T S(@Y, oW)g(9Z,oU) — S(¢Z, oW )g(¢Y, ¢U)
+5(02,0U)g(¢Y, oW) — S(6Y, ¢U)g(0Z, pW')
— 5ty [9(8Y. 6W)g(¢Z. V) — g(¢Z, oW )g(9Y, ¢U)]

yazilir. (2.30), (3.6) ve (3.8) esitlikleri (3.43) egitliginde hesaba katilirsa

(3.43)

0 = eaq(¢Y, oW)g(0Z, ¢U) — ea’g(¢Z, oW )g(4Y, oU)
ea?S(Y,W)g(Z,U) — 2na’g(Y,W)g(Z,U) + 2na2en(Y)n(W)g(Z,U)
—a?S(Y, W)n(Z)n(U) + 2na’en(Z)n(U)g(Y, W) — o*S(Z,W)g(Y, U)

+2na?g(Y,U)g(Z, W) — 2naen(Z)n(W)g(Y,U) + o*S(Z, W)n(Y)n(U)
—1—2(”1,1) —2naen(Y)n(U)g(Z, W) + ea?S(Z,U)g(Y,W) — 2na’g(Y,W)g(Z,U)
+2na’en(Z)n(U)g(Y, W) — o?S(Z, U)n(Y)n(W) + 2na’en(Y)n(W)g(Z,U)
—ea?S(Y,U)g(Z, W) + 2na?g(Y,U)g(Z, W) — 2naen(Y)n(U)g(Z, W)
+a?S(Y, U)n(Z)n(W) + 2naen(Z)n(W)g (Y, U)
gV, W)g(Z,U) = eg(Y, W)n(Z)n(U) — eg(Z,U)n(Y )n(W)
—9(Z,W)g(Y,U) +eg(Z, W)n(Y)n(U) +eg(Y, U)n(Z)n(W)

k—2
T 2(n-1)

bulunur. Bu son esitlige Y = U = E; icin kontraksiyon yapilirsa
0= K39(Z, W)+ Kan(Z)n(W) + K15(Z, W) (3.44)

denklemine doniisiir. O halde,

K K
S(ZW)=—29(2,W) — Zn(Z)n(W) (3.45)
K, K,
elde edilir. Burada
2( _
K, — a’(e —n)
n—1

Ky = a?(2ne — 1) + b(1 — 2n)
+a[4nat(1 — 2n) + o®r + 2na?(1 + €)]
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Ks=a?(e+2(n+ 1))+ b(2ne — 1)
—a?a(er + 6n) + 2na’as(1 + 4n)

Ky, a’ntl | [n(e’e—-2)+1]
K~ n-—e a?(2n—1)(n—¢)
4n?e(n —1) (n —1)a?r —r(2n — 1)
(2n—1)(n—¢) 202(2n — 1)(n —¢)

Ks;  ea?(1—7)+2a%(1 —n+4n%e) + (r +2)(2ne — 1)

K 2a2(n —¢)
_ 1 k=2 __ r+4n
4= 51y b= 2(n—1)° k=55

dir. Boylece (3.45) egitliginden ispat agiktir.

Teorem 3.12 M, (2n+1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu D-konformal yar: simetrik pseudo
Riemann manifold olsun. Eger £ vektor alani timelike olarak alinirsa M bir n-Einstein
manifoldudur. Aksi taktirde, ¢ vektor alani spacelike olarak alinirsa M iizerinde 7-

Einstein manifoldu yoktur.

Ispat: Ilk olarak, D-konformal yari simetrik manifold tamminm verelim. Eger M iiz-

erinde D-konformal egrilik tensorii B
R(Y,Z)-B=0 (3.46)

sartini sagliyorsa M ye D-konformal yar1 simetrik manifold ad1 verilir (n > 2) (Taleshian
vd. 2011). O halde, verilen hipoteze gére M nin D-konformal yar1 simetrik kogulunu

sagladigimi varsayalim. Diger bir deyisle,
(RYY,Z)-B) (W, V)U =0 (3.47)
dir. Tensor tanimmindan dolay1 (3.47) esitligi

R(Y, Z)B(W,V)U — B(R(Y, Z)W,V)U
—B(W,R(Y, Z)V)U — B(W,V)R(Y, Z)U =0

(3.48)

ile yazilabilir. (3.48) esitliginde Y = & alinir ve (3.4) esitligi kullanilirsa

2(B(W, V\U)Z — a2eg(B(W, VU, Z)¢ — a23(W)B(Z,V)U
+a2eg(Z, W)B(&, VU — a*n(V)B(W, Z)U + o?eq(Z,V)B(W, &)U
—a’n(U)B(W,V)Z + a*eg(U, Z)B(W,V)§ = 0
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bulunur. Yukaridaki denklemin her iki tarafinin £ ye gore i¢ carpimi alinirsa
ea’n(BW, V)U)n(Z) — o®g(B(W, VU, Z) — ea’n(W)n(B(Z,V)U)
+a2g(Z,W)n(B(&, V)U) — ea®n(Vn(B(W, Z)U) + o?g(Z,V)n(B(W, §)U)
—ea’n(U)n(B(W,V)Z) + a2g(U, Z)n(B(W,V)§) =0

elde edilir. Bu son denklemde Z = W almur ve her iki taraf o? ya boliiniirse
en(BW. V)U)n(W) = g(BW, VYU, W) = en(W)n(B(W,V)U)
+g(WW)n(B(&,V)U) — en(V)n(B(W, W)U) + g(W, V)n(B(W,§)U) (3.49)
—en(U)n(BW, V)W) + g(U,W)n(B(W,V)§) = 0

yazilir. Ayrica, (3.38) esitliginden

n(BW,V)U = An(V)g(W,U) — An(W)g(V,U) (3.50)
oldugu goriiliir. Burada
1 — na’e
A=eca? + ———
ea” + 2n—1)

dir. (3.50) esitligi (3.49) esitliginde yerine yazilirsa

g(BW,V)U,W) = eg(W,W) [An(V)n(U) — Ag(V,U)]
+eg(W, V) [Ag(W,U) — An(W)n(U)] (3.51)
—en(U) [An(V)g(W, W) — An(W)g(W, U)]

denklemine ulagilir. Buradan sadelestirmelerden sonra

bulunur. (3.52) denklemine W = E; i¢in kontraksiyon yapilirsa

ig B(E;, V)U, E;) = eA(l = £(2n +1))g(V, U) (3.53)

elde edilir. Bunun yamsira, (3.38) denklemi gz niine alinirsa

2n+1

> (B(B, V)U, Ey) = S(V,U)

2S(V,U) —e(2n+ 1)S(V,U) — rg(V,U)
+eS(V,U) + rn(V)n(U) + 2nan(Vn(U) [ + 1] (3.54)
=2 [g(V,U) — e(2n + 1)g(V, U)]
+oir [—eg(V.U) + (1= 2ne)n(V)n(U))]

1
2(n—1)
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seklinde yazilir. (3.53) ve (3.54) denklemlerinin birlikte hesaba katilmasiyla
S(V,U) = Ag(V.U) + Aan(V)n(U) (3.55)

sonucuna ulagilir. Burada
2r(1—n)+2(1 —¢e) +4ne(k — 1) — k(1 + 2¢)
2n(e — 1)
(e — 1)(na? — 202 — 1) + 2n(1 — na’e)
2n(e — 1)

A1:

ve
A — 2na?(e +1) + k(1 — 2ne) +r
2T 2n(e — 1)

dir. Boylece (3.55) egitliginden ispat agikardir.

Teorem 3.13 M, (2n + 1)-boyutlu bir alfa Kenmotsu Ricci D-konformal yar1 simetrik

pseudo Riemann manifold olsun. Bu durumda, M bir Einstein manifoldudur.

Ispat: Oncelikle Ricci D-konformal yar simetrik manifold tanimini verelim. Eger M

iizerinde D-konformal egrilik tensorii B
BY,Z)-S(U,V)=0 (3.56)

artim1 saghyorsa M ye Ricci D-konformal yari simetrik manifold adi verilir (n > 2)

§
(Taleshian vd. 2011). Yani, tensor tanimindan
0=S(B(Y,Z)UV)+ SU,B(Y,2Z)V) (3.57)
formunda yazilir. (3.57) esitliginde Y = V' = ¢ alinirsa
0=S(B( 2)U,&)+S(U,B(,2)¢) (3.58)

haline doniisiir. Bundan bagka, (3.50) denklemi yardimiyla

B(Y,Z2)U = A[Zg(Y,U) — Yg(Z,U)] (3.59)
B(§, Z2)U = Alen(U)Z — §9(Z,U)) (3.60)
B 2)¢ = AlZ — en(Z)¢] (3.61)

bulunur. (3.60) ve (3.61) denklemleri (3.58) denkleminde yerine konulursa
S(Z,U) = —2na*eg(Z,U)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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4 HEMEN HEMEN ALFA KENMOTSU PSEUDO RIEMANN
YAPILARIN BAZI OZELLIKLERI

Bu boliimde, hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapilar iizerinde bazi tzel-
likler ele alimacaktir. Ilk olarak, hemen hemen degme pseudo Riemann yapinin bir de-
formasyonu incelenecektir. Daha sonra null dagilimi olarak da bilinen (&, p1)-uzaylariyla
ilgili baz1 sonuclar elde edilecektir.

Simdi, hemen hemen degme pseudo Riemann yapisiyla verilen farkli isaretli pseudo Rie-
mann metrikleri arasindaki iligkileri aragtiralim. Bunu yapabilmek i¢in degme pseudo
metrik manifoldlarda tanimlanan benzer bir deformasyonu kullanalim (Calvaruso ve
Perrone 2010).

M, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann yapinin g pseudo
Riemann metrigi ¢(&, ) = ¢ ile tammlamir. Agagida verilen farkli ¢* pseudo Riemann

metrigi (deformasyonu),

9°(X,Y) = ag(X,Y) = 2en(X)n(Y) (4.1)

sifirdan farkli reel pozitif bir sabit ve keyfi vektor alanlar icin aym (¢, &, 7) hemen
hemen degme yapisiyla birlikte verilen uyumlu bir metriktir. Yani, hala aym (¢, &, n)

hemen hemen degme yapisiyla bir pseudo Riemann metrigidir.

Sonug 4.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu (4.1) denklemi ile birlikte verilsin. Bu durumda
e =¢e(a—2) (4.2)
dir.

Ispat: Gercekten, (4.1) deformasyonu yardimiyla

g (&€ = ag(& &) —2en()n(§)

e = ae—2¢

bulunur.
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Teorem 4.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifold olsun. O zaman (4.1) deformasyonu ile verilen (M, ¢, &, n, g*) da bir hemen

hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldudur.

Ispat: M iizerinde (¢,€,n,g*) yapisina gore temel 2-form ®*(Y, Z) = ¢*(Y, ¢Z) ile
tamimhidir. Bu durumda (4.1) denklemi yardimiyla
*(Y,Z) = ay(Y,0Z) —2en(Y)n(¢Z)

= ag(Y,¢Z)

= ad(Y,Z)
bulunur. Bagka bir ifadeyle, keyfi vektor alanlari icin ®* = a® dir. Ayrica, bu ®* n
dis tiirevi d®*

dd* = 2(nAo*)

= 2a(n AN P)

elde edilir. Burada dn = 0 oldugunu da hatirlatalim. Boylece (M, ¢, &, n, g*) da bir

hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu olur.

Teorem 4.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifoldu ve ¢* pseudo Riemann metrigi. (4.1) deformasyonu ile verilsin. O halde,

keyfi vektor alanlari igin
ViZ = VyZ + Eg(VyE, 2)6 (43)

ve
R(Y,Z)W = R(Y, Z)W + % [9(V 2§, W)Vy€ — g(Vy &, W)V z¢]

(4.4)
—Z[g(Vyoh)Z — (Vz20h)Y, W)E] + 2e9((V26°)Y — (Vy ) Z, W)E

esitlikleri gegerlidir. Burada V* ve R* sirasiyla, M iizerinde pseudo Riemann konnek-
siyonu ve ¢* 1 pseudo Riemann egrilik tensoriidiir.

Ispat: Oncelikle hesaplamada kullanacagimiz Kozsul formiilii

29"(Vy Z,W) =Y (g"(2,W)) + Z(g"(Y, W)) = W(g"(Y, Z))
+9* (Y, Z],W) + g (W Y], Z) + g*(IW, 2], Y)

(4.5)
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ile tanimhdir. (4.5) denkleminde (4.1) deformasyonu kullanilhirsa
29" (Vy Z,W) = 2ag(Vy Z, W) — 4en(W)g(Vv €, Z)

bulunur. Burada Y (n(Z2)) = (Vyn)Z = Vyn(Z) —n(VyZ) = g(Vy¢, Z) dir. Bu

durumda yukaridaki denklem
9 (VYyZ,W) = ag(VyZ, W) = 2en(W)Y (n(Z)) (4.6)
haline doniisiir. Diger yandan, (4.1) deformasyonu yardimiyla
9 (VyZ,W) = ag(Vy Z,W) = 2en(W)n(Vy Z) (4.7)
yazilir. (4.6) ve (4.7) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa
0=ag(VyZ —=VyZ,W) =2en(W) n(VyZ) = Y (n(Z)] (4.8)

elde edilir. Boylece (4.3) denkleminin ispat1 (4.6) ve (4.8) esitlikleri kullanilarak tamam-
lanir.

Bundan bagka, (4.3) denklemi yardimiyla

R(Y,2)W = V3 (VW) = V5 (ViW) = Viy /W
RYY, Z)W = Vi [V W + Zg(V 6, W)E] = Vi [VyW + Zg(Vye, W)E] (4.9)
— [VivagW + £g(Viy.z6, W)E]

bulunur. (4.9) denklemi diizenlenirse

Y, Z)W = R(Y, Z)W

[Vyg(VzE W)E+ VyE g(V2E W) + g(VyE, VZW)E]
= [V29(Vy§EW)E+ V28 g(Vy§, W) + g(V2E, Vy W)E]
—Z [g(—ag’[Y, Z) — ¢h[Y, Z], W)] &

«

R(

2e
a
2

€

denklemine ulagilir. Yukaridaki denklem sadelestirilerek (4.4) denklemini elde edilir.

Tanim 4.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen pseudo Riemann manifoldu olsun.
Keyfi bir vektor alani icin -kesit egriligi ve ¢-kesit egriligi sirasiyla agagidaki gibi tanim-
lidir (Wang ve Liu 2016):

R(Y,&, Y, §)
eg(Y,Y) = (n(Y))?
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K(&,Y) =



R(Y,¢Y,Y, ¢Y)
(9(Y.Y))* = eg(Y.Y)(n(Y))*

K(Y,6Y) = (4.11)

Teorem 4.3 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu ve g* pseudo Riemann metrigi (4.1) denklemiyle verilsin. Bu durumda, her

Y € Kern icin

K*'(£.Y) = 25K (EY) (4.12)

2 ac (9(hY hY))*
© T gy)y

$[57(V.€) = S(Y,6)) = ~12(Vyho) + Iz (Vyhe)Y) (4.14)

K*(Y,¢Y) = —LK(Y,0Y) + (4.13)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat: (4.4) denklemi yardimiyla

ve

RE(Y,§)§ = R(Y, §)¢

g (R(Y,€)€,Y) = ag(R(Y, §)S,Y)

bulunur. (4.10) denklemi goz 6niine alinirsa

R (Y,6,Y,¢€)
erg* (YY) = (n(Y))?
—aR(Y,§,Y,§)
eafa =2)g(YY) = (2a = 3)(n(Y))?

K*(¢,Y)

elde edilir. Bu son esitlik Y € Kern olmak {izere,

aR(Y, €Y, §)
ceala—2)g(Y,Y)

R(Y, Y, §)
e(a—2)g9(Y,Y)
= =K(EY)

K*(,Y) =

elde edilir. Ayrica, (4.4) denkleminden Y € Kern igin

R*(Y,¢Y,Y,¢Y) = R(8Y.Y,Y,9Y) + £ (¢(Y,Y))? — 4e (9(hY, hY))?

36



yazilir. Yukaridaki denklem (4.11) denklemi ile birlikte ele alinirsa
R*(Y,9Y,Y, ¢Y)
(g (V,Y)) — g (V, V) (n(V))?
R*(Y,¢Y,Y, ¢Y')
(9(Y,Y))"
R*(Y,¢Y)Y,0Y)
a? (g(Y,Y))"
—R(Y,0Y, Y, 0Y) + £ (g(V,Y))" — 4e (g(hY, hY))"
a? (g(Y,Y))*
—R(Y,0Y.Y,0Y) | Z(Y)" | (g(hY,hY))”
(YY) a2 (g(V,Y) e (g(Y)Y))
elde edilir. Son olarak, E; = {e1,- - ,e;, ¢eq, -, pe;, &} ciimlesi bir lokal pseudo ¢-

K*(Y,9Y) =

tabani olmak iizere, Ricci tensoriiniin tanimi ve (4.4) denklemi birlikte hesaba katilirsa
2n+1

S(Y,6) = ) aRY(E,Y. ¢ E)

i=1
= Zélg Y 62 61, 25277 Y ez 61

+ Z eig(R(Y, gei)ge;, ) — 2¢ Z (R (Y, pes)de:)
i=1 i=1
bulunur. Bu son denklem diizenlenirse

S (Y, €) = lesig(mc ei)e )

+ éeig(R(K geide ) — 2 3 eilg((Vyho)ei — (Ve hg)Y, )]

i=1
=23 cl(Vrhd)oes — (Vo ho)Y. o0

istenen sonuca ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.

h # 0 olmak iizere, Blair vd. (1995), degme manifoldlar {izerinde h tensér alaninin

n-paralel olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun ¢ karakteristik vektor alanimin (k, ) null

dagilimina sahip olmasi 6nermesini ispatladilar. Buna gore, baz1 x ve u sabitleri ve

keyfi vektor alanlar1 igin Riemann egrilik tensorii asagidaki sart1 saglar:
R(Y,2)¢ = —nY) (kI + ph) Z +n(Z) (kI + ph) Y. (4.15)

Bu ¢aligmanin ardindan Dileo ve Pastore (2009), hemen hemen Kenmotsu manifoldlar

tizerinde (k, ;) null dagilimi olarak adlandirdiklar:
R(Y,Z2)¢ = —nY) (kI + uh') Z +n(Z) (kI + ph') Y. (4.16)
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Riemann egrilik tensorii sartini ortaya koydular. Burada h' = h o ¢ olarak alinmugtir.
Daha sonra Oztiirk (2009) yukaridaki tanimlar1 da genelleyen hemen hemen alfa kosim-

plektik manifoldlar tizerinde
R(Y,Z)¢ = —n(Y) (kI + ph +voh) Z +n(Z) (kI + ph + voh)Y (4.17)

kogulunu verdiler. Burada ,p ve v fonksiyonlart M — R ye dk An = du A n =
dv A n =0 ile tanimhdr.

Simdi, (4.15) veya (4.16) null sartlarim saglayan hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo
Riemann manifoldlar iizerinde baz sonuglar elde edelim. O halde, 6ncelikle daha sonra

kullanacagimiz asagidaki bazi onermeleri hatirlatalim:

Onerme 4.1 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu olsun. Bu durumda

29((Vy9)Z, W) = —2galeg(V,¢Z)¢ +1(Z)oY, W) (4.18)
+9(No(Z, W), ¢Y')

dir.

Teorem 4.4 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu olsun. O zaman
% [R<£7 Yv Z7 W) - R<§7 Y? ¢Z7 ¢W) + R(ﬁ, ¢Y7 Za qu) + R(£7 ¢Y7 ¢Z7 W)] =
(Viy @)(Z, W) + *n(Z)g(Y, W) — o*n(W)g(Y, Z) (4.19)
—an(Z)g(ohY, W) + an(W)g(ohY, Z)

dir (Esendemir 2019).

Sonug 4.2 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifoldu olsun. O zaman, M nin alfa Kenmotsu pseudo Riemann manifoldu olmasi
ancak ve ancak D dagiliminin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h = 0 olmasidir

(Esendemir 2019).

Teorem 4.5 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann

manifoldu ve h = 0 olsun. Bu durumda M manifoldu M’ X 4 N olacak gekilde lokal bir
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kath carpimla gosterilir. Burada N, (2n)-boyutlu bir hemen hemen Kaehler manifold
M', t koordinathi bir acik araliktir. Ayrica, bazi v pozitif sabitleri icin ¢ = ve® dir
(Esendemir 2019).

Teorem 4.6 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifold olsun. Eger ¢ karakteristik vektor alani (4.15) denklemi ile verilen (&, 1) null
dagilimina sahipse o zaman k = —ca? ve h = 0 dir. Dolayisiyla Teorem 4.5 ifadesi

gecerlidir.
Ispat: Oncelikle Y € Kern ve Z = £ olsun. (4.15) denkleminden

R(Y, &) = (kY + phY) (4.20)
bulunur. (4.20) esitligi (2.43) esitliginde yerine yazilirsa

oY = (koY + phoY)

ve

oloY = e(—rY + phY')

olmak {izere,

IY — plpY = 2erY = —20°Y — 2h%Y

oldugundan

R*Y = —(ek + ®)Y (4.21)

elde edilir. Y, h tensor alanimmin p dzdegerli bir 6zvektorii (hY = pY € Kern) olmak

iizere, (2.41) denkleminden
IY = —a®Y + 2a¢hY — h*Y — (V¢ho)Y (4.22)
yazilir.(4.20), (4.21) ve (4.22) denklemleri birlikte ele alinirsa
0 =cupY — 2appY + (Vehp)Y (4.23)
denklemine ulagilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafi ¢Y ile i¢ carpilirsa
p=20 (4.24)

39



bulunur. Bu nedenle, (4.24) 6nermesi A = 0 olmasi gerektirir. Ayrica, (4.21) denkle-

minden (4.24) denklemi yardimiyla
ek +a’=0 (4.25)

elde edilir. (4.25) denkleminden

R = —5042

oldugu goriiliir. Boylece teoremin geri kalaninin ispati Teorem 4.5 den agiktir.

Teorem 4.7 M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen alfa Kenmotsu pseudo Riemann
manifold olsun. Eger ¢ karakteristik vektor alani (4.16) denklemi ile verilen (, 1) null
dagilimina sahip ve ¢h # 0 ise o zaman D degme dagiliminin integral manifoldlar:

Kaehler yapidadir.
Ispat: Y, Z € Kern olmak iizere, (4.16) esitliginden
R(YY,Z)¢=0 (4.26)

olur. Yine Y, Z, W € Kern igin (4.19) esitligi yardimiyla

(Viy®)(Z, W) =0 (4.27)
yazilir. Diger yandan,

(Vy®@)(Z,W) = —g(W,(Vy¢)Z)

oldugundan (4.18) esitligi kullanilarak

0=2(Viy®)(Z, W)+ g(Ng(Z,W), phY") (4.28)

bulunur. Burada Y, Z, W € Kernicin g(Ny(Z, W), phY') = 0 oldugu asikardir. ¢ karak-
teristik vektor alani (4.16) denklemi ile verildiginden(2.43) esitliginin kullanilmasiyla

(h¢)? = —(ek + ?)Y (4.29)

elde edilir. Burada h? = (h¢) o (h¢) = (h¢)? dir. Ayrica, hipotezden dolay1r ¢h # 0
oldugundan ex + a? # 0 olur. Dolayisiyla (4.16) esitligi yardimiyla Y, Z, W € Kern
icin g(Ny(Z,W),Y) = 0 oldugu agiktir. Bu nedenle, Ny(Z, W) = 0 dir. Yani bu son
onerme Nijenhuis tensor alaninin 6zdeg olarak sifir olmasini gerektirir. Sonug 2.2.1 ve

Sonug 4.2 den dolay1 ispat tamamlanir.
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